Lezione 2 (11-03-2020)

Spazi di probabilita discreti e finiti (continuazione)

Def 4. Siano k,n € N*, sia K = {1,...,k} esia N = {1,...,n}.

1. Si indica con N¥ Dinsieme delle funzioni da K in N (quindi, possiamo
identificare N¥ con N¥).

2. Se k < n, si indica con D} l'insieme delle funzioni iniettive da K in NV,
dette disposizioni di k elementi di N (quindi, possiamo identificare D}
con I'insieme dei vettori w = (w1, ...,wy) € N* tali che w; # w;, Vi # j).
Se in particolare n = k, D’,g ¢ 'insieme delle permutazioni di K.

3. Se k < n, si indica con O} I'insieme dei sottoinsiemi di N di cardinalita
k, detti combinazioni di k elementi di V.

Oss 3. Nelle ipotesi della Def 4, si ha:
1. |NK|=nk.

2. Sek<n,|D}=nn-1).(n—k+1)= (n%'k), = (n)k.

3. Se k =n, |D,’§| =kl
n! _ n
4.Sek<n,|cgzw—(k>,

Dim 1. Segue dall’identificazione degli insiemi N¥ e N*.Oppure, possiamo
osservare che, V f € N, 'immagine mediante f dei k elementi di K puo essere
scelta in n modi diversi; quindi, |NK| =nk.

Dim 2. Se k < n, Vf € Df, I'immagine mediante f del 1° elemento di
K puo essere scelta in n modi diversi; I'immagine mediante f del 2° elemento
di K puo essere scelta in n — 1 modi e cosi via; poiché |K| = k, si ha quindi
IDi|=n(n—1)..(n—k+1)=(n).

Dim 3. Segue dal punto 2.

Dim 4. Osserviamo che |C}| - | Df| = |D|; infatti, moltiplicando il numero
|C7?| dei sottoinsiemi di V di cardinalita k per il numero |Df | delle permutazioni
di un sottoinsieme di N di cardinalita k, si ottiene il numero dei sottoinsiemi
ordinati di N di cardinalita k, cioe il numero |D}| delle funzioni iniettive da
{1,...,k} in N; si ha quindi
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Def 5. Siano k,n € N*, sia K = {1,...,k} esia N ={1,...,n}.




1. Se P & la misura di probabilita uniforme discreta su P(N¥), lo spazio
di probabilita (N k P(NF), P) si dice campionamento con reimmissione;
inoltre, un elemento w = (wy, ...,wy) € N¥ si dice campione con reimmis-
sione.

2. Se k < n e P ¢ la misura di probabilita uniforme discreta su P(D}), lo
spazio di probabilita (D}, P(D}), P) si dice campionamento senza reim-
missione; inoltre, un elemento w = (wi,...,wr) € DJ si dice campione
senza reimmissione.

Prop 1 (formula del campionamento con reimmissione). Sianom, k,n €
N* tali che m < k, m < n, e siano Ny,..,N,, C {1,...,n} = N tali che
N, N N; = @, Vi # j, e tali che |N;|] = n; € N*, Vi = 1,...,m (quindi,
ni + ... + Ny < n); inoltre, siano Ry, ..., Ry, C {1,...,k} tali che R, N R; = &,
Vi # 4, etali che |[R;| =r; e N*, Vi=1,...,m (quindi, r = r1 + ... + rp, < k);
allora, se (N’“7 P(NF), P) ¢ un campionamento con reimmissione, si ha

nit..n’m
P({w=(wi,...wr) € N*:1w; € N;,Vie R;,Vj=1,..,m}) = %
(1)

Dim. La cardinalita dell’insieme {w = (wy,...,wz) € N¥ : w; € N;, Vi€ R;,
Vij=1,..,m} &datadani"..nm-n*="; inoltre, si ha ’Nk| =n"-n*": quindi,
per 1'Oss 2, si ha la formula (1).

Prop 2 (formula del campionamento senza reimmissione). Nelle
ipotesi della Prop 1, supponiamo inoltre k < n; allora, se (D}, P(D}), P) ¢ un
campionamento senza reimmissione, si ha

P({w= (Wi, wp) €D} 1w € Nj, Vi€ Ry, Vj=1,..m}) = (”1)((”1)*”

Dim. Per definizione di D}, la cardinalita dell'insieme {w = (w1, ...,w) €
Dy :w; € N;,Vie R;,Vj=1,..,m} e data dal prodotto di (n1)r,...(n1)r,, per
(n—r)(n—r—1)...(n—k+1); inoltre, siha | D}| = (n),-(n—r)(n—r—1)...(n—k+1);
quindi, per ’Oss 2, si ha la formula (2).

Es 1. Sia un’urna costituita da 10 palline: 5 bianche, 3 rosse e 2 nere.

1. Calcolare la probabilita, estraendo con reimmissione 8 palline, che la 3% e
la 5 estratte siano rosse, la 4% estratta sia nera e la 7% estratta sia bianca.

2. Calcolare la probabilita dell’evento definito dal punto 1, nell’ipotesi che
I’estrazione sia senza reimmissione.

Soluzione.



1. Con le notazioni della Prop 1, si ha m = 3, k = 8, n = 10, N; = {palline
bianche}, Ny = {palline rosse}, N3 = {palline nere}, N = N; U Ny U N3,
ny = 5, Ng = 3, ng = 2, Rl = {7}, Rg = {3,5}, R3 = {4}, r = 1, ro = 2,
r3 = r, r = 4; inoltre, sia P la misura di probabilita uniforme discreta su
P(N?); la probabilita richiesta &

P ({w=(wi,...ws) € N®: w3 € Na, wy € N3, w5 € Na, wy € N1 })
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2. Sia P la misura di probabilita uniforme discreta su P(DE%); con le no-
tazioni precedenti, la probabilita richiesta e

P ({w = (w1, ..,ws) € D% : w3 € No, wy € N3, ws € No, wy € Nl})
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Probabilita condizionata ad un evento

Oss 1. Sia (2, F, P) uno spazio di probabilita, sia H € F tale che P(H) > 0
e sia la funzione P(-|H) : F — [0, 1] definita da

(AN H)

P(A|H) = PP(H) VAeF;

allora, P(-|H) ¢ una misura di probabilita su (€2, F).

Dim. Si ha P(@|H) = % = 0; inoltre, se {A,},cn C F ¢ tale che
A, NA,, =2 Vn #m, allora

P (ngNAn H) " <(n8;(/:)> N H) P (ngl\;((x:)m H))
) ZW =D P (Au|H);
neN neN

infine, P(QH) = % =1.

Def 1. La misura di probabilita definita dall’Oss 1 & detta misura di prob-
abilitd (dedotta da P) condizionata ad H.

Prop 1 (formula delle alternative). Sia (Q, F, P) uno spazio di prob-
abilita e sia {B,}, o C F una partizione di Q tale che P(B,) > 0, Vn € N;
allora, VA € F, si ha

P(A) =Y P(A|B,) P(By).

neN



Dim. VA € F, P(A) = P <n8N (AN Bn)) = Y P(ANB,) = 3 P(A|B,) P(B,).

neN neN
Prop 2 (formula di Bayes elementare). Nelle ipotesi della Prop 1,
VA e F tale che P(A) >0eVn e N,siha

P (A|By) P(Bn)

> P(A|B,) P(Bn)
neN

P(B,|A) =

Dim. Per la Prop 1, si ha

_ P(B.n4)_ P(A|B,)P(B,)
P = =y = S P (A1B) PBy)

neN

Prop 3. Sia (Q,F, P) uno spazio di probabilita e siano Ay, ..., A, € F tali
che P(A1N...NA,_1) > 0; si ha allora

Dim. Procediamo per induzione su m. Per m = 2 la tesi ¢ vera; supposto
che sia vera per 2 <m <n —1, per m+ 1 si ha

PAIN.NApn41)=PAnt1]lA1 N NALPAIN..NAR)
= P(A1)P(A2]Ay) - P(An|A1 NN Ay 1) P(Apms1]|A1 N N Ap)

(per lipotesi induttiva).

Es 1. Da un’urna contenente b palline bianche e g gialle ne viene estratta
una che viene messa da parte senza guardarla. Calcolare la probabilita che la
2% pallina estratta sia bianca.

Soluzione. Usiamo la formula del campionamento senza reimmissione; si
ham =1k =2, n =>b+ g, Ny = {palline bianche}, ny = b, Ry = {2},
r1 = r = 1; inoltre, sia P la misura di probabilita uniforme discreta su P(Dgﬂ] );
la probabilita richiesta e

b ny b
P ({w = (w1, ws) € D2+g two € N1}> == m

Osserviamo che questa ¢ la stessa probabilita di ottenere una pallina bianca alla
1 estrazione.

Soluzione alternativa. Si ha P(w; € Ni) = £, P(w; € Nf) = £ = =0,

P(wy € Ny|wy € Ny) = % (poiché dopo la 1% estrazione di una pallina bianca
nell’urna rimangono n — 1 palline, di cui b — 1 bianche), P(ws € Nyjw; € NY) =



% (poiché dopo la 1* estrazione di una pallina gialla nell’urna rimangono n—1
palline, di cui b bianche); quindi, per la Prop 1, si ha

P(OJQ S Nl) :P(OJQ €N1|UJ1 < Nl)P(wl c Nl)
b—1 b b n—=bt
Plws € N NO)P(wr € Ny = ~—= .2 -
+ (wge 1‘(.016 1) (wle 1) S n+n_1 "
—b+nb—b> b b
n(n—1) n btg




