Condizionamento

S. Maset
Dipartimento di Matematica e Geoscienze
Universita di Trieste
masetQunits.it

April 30, 2020

1 Introduzione
Un problema matematico € caratterizzato da un insieme di possibili dati D e

dal fatto che per ogni dato x € D del problema vi &€ un corrispondente risultato
(una corrispondente soluzione) y appartenente ad un insieme E.

Problema matematico

xeD yeE

Dati Risultati

Pertanto, un problema matematico & caratterizzato dalla (e puod essere iden-
tificato con la) funzione dato-risultato f : D — FE che associa ad ogni dato
x € D il corrispondente risultato y € E. Si ha y = f(z).

Si assumera che i dati siano vettori di R™, vale a dire D C R", e che i
corrispondenti risultati siano vettori di R™, vale a dire E C R™.

In questo modo, se un problema ha molti dati 1, ..., z, € R e molti risultati
Yis---,Ym € R, questi vengono raggruppati in unico vettore di dati, il dato



x = (x1,...,%y,), € in un unico vettore di risultati, il risultato y = (y1, ..., Ym)-

Problema matematico

X, ——— — Y,
Xy———> — Y,
X=(Xﬂvx27"'vxn) . . y=(y1,y2,---,ym)
dato : . .
X ——> v risultato

dati risultati

Esempio. Il problema matematico di risolvere I’equazione di secondo grado
ay? +by+c=0,
ha come insieme di possibili dati
D={(a,b,c) eR*:a#0 e b*>—4dac>0}

e il risultato corrispondente al dato (a, b, ¢) & la coppia (y1, y2) di radici dell’equazione.
Per cui, la funzione dato-risultato f : D C R* — R2 ¢ data da

—b— Vb2 —dac —b+ Vb2 — dac
f(a,b,c) = ( 5 , 5 ) , (a,b,¢) € D.

La teoria del condizionamento studia, in un problema matematico carat-
terizzato da una funzione dato-risultato f, come viene perturbato il risultato
y = f (x) a fronte di una perturbazione del dato « € D.

Questa teoria e estremamente importante dal punto di vista applicativo, in
quanto un dato non sara mai noto in maniera esatta, ma si disporra invece solo
di una sua approssimazione.

Si pensi al caso in cui il dato & un vettore le cui componenti derivano da
misurazioni di grandezze fisiche. Poiche il dato disponibile (misurato) Z & solo
un’approssimazione del dato vero z, anche il risultato disponibile § = f(z) &
solo un’approssimazione del risultato vero y = f(x).

La teoria del condizionamento permette di dedurre 'ordine di grandezza
dell’errore che ha il risultato disponibile y rispetto al risultato vero y a partire
dall’ordine di grandezza dell’errore che ha il dato disponibile x rispetto al dato
Vero .

Occorre ora precisare cosa si intende per errore.

2 Errore assoluto e errore relativo

Sia & un numero reale e sia Z una sua approssimazione o una sua perturbazione.
L’errore assoluto dell’approssimazione T &

€a =T — T,



mentre 1'errore relativo, definito per x # 0, &

€qa T—X
= — = . 1
&= — = (1)

Per applicazioni scientifiche ed ingegneristiche ’errore relativo € la nozione
piu importante. Un errore assoluto di 5m sull’altezza di una montagna e sicu-
ramente meno grave di un errore assoluto di bm sull’altezza di un ponte: nel
primo caso l'errore assoluto ¢ molto minore che nel secondo caso.

La precisione dell’approssimazione viene colta solo dall’errore relativo. Un
errore assoluto di 107° m = 10* nm non puo essere considerato né grande né
piccolo fincheé non lo si raffronta a qualche lunghezza: & piccolo per lunghezze
dell’ordine del metro ed e grande per lunghezze dell’ordine del nanometro.
Solo l'errore relativo, che ¢ una quantita adimensionale, puo essere consider-
ato grande o piccolo.

Invece, negli ambiti che hanno a che fare con il denaro & 'errore assoluto
la nozione piu importante. Ad esempio, un individuo A puo concedere che un
individuo B gli restituisca solo 10 Euro su un debito di 13 Euro, ma con piu
difficolta concederebbe gli vengano restituiti solo 10 000 Euro su un debito di
13 000 Euro, pur essendo 'ammanco relativo il medesimo.

Si noti che la (1) puo essere riscritta come

T=z(1+e¢.)

ed & in questa forma che verra spesso usata.

Consideriamo il circuito elettrico a corrente continua in figura

Supponiamo che il valore misurato della tensione ai capi della batteria sia
V., = 12 V con un’incertezza del 1% e che il valore misurato della resistenza sia
R,, = 10 kQ con un’incertezza del 2%. Allora I'intensitd di corrente elettrica ¢

Vin
I, =—=12mA.
m Rm
Qual e l'incertezza di I,,,7

Piu specificatamente, denotati con V., R e I i valori veri di tensione, re-

sistenza e intensita di corrente, rispettivamente, si ha

V = Vm (1 +gV) = Vm Jrgva con |g‘/| S ]_%
R =R, (1+¢ER) =Ry +ErRy, con ER| < 2%



dove

e ci si domanda quanto grande pud essere |€7]|.
Cercheremo di rispondere a questo nella prossima sezione.

In questa situazione, gli errori relativi vanno interpretati vedendo V', R e I
come approssimazioni o perturbazioni di V,,,, R, e I,,,, rispettivamente. Sarebbe
piu naturale vedere V,,, R,, e I, come approssimazioni o perturbazioni di V/,
R e I, rispettivamente, ma la sostanza cambia poco. Infatti, se

z=z(14+¢&,)
allora
T=x(l+e,)
con _ -
X 1 Er
gr=——1= — =— —
x 1+e&, 1+¢,
e, assumendo |&,| < 1,
[Er| Er| ~ S e e 2
Er| = = > ~§5r 1+€r:5r+€r
vl = ey < Ty < Bl 0B = B+
Per cui,
Vin =V (14¢y) con ley] < |Ev|+|ev]” < 1%+ 1%1% = 1.01%
Ry = R(1+eg) con |eg| < |Er|+ Er|* < 2% + 2%2% = 2.04%.

3 Analisi con piu indici di condizionamento

Consideriamo un problema matematico caratterizzato da una funzione dato-
risultato f : D CR™ — R, dove D ¢ un aperto.

Sia z € D e sia y = f (x). Assumiamo ora di perturbare il dato = in € D
e sia y = f () il risultato perturbato.

Il fatto che D sia aperto non impone vincoli sulla direzione della pertur-
bazione T — x, in quanto x € sempre circondato da una palla di centro = intera-
mente inclusa in D.

Vogliamo studiare quanto la perturbazione sul dato influisca sul risultato.

Nel seguito si assumera f di classe C?.

Assumiamo x1,...,z, # 0 e y # 0. Introduciamo gli errori relativi

fi—l‘i

g = ,iE{l,...,n},

%



sulle componenti del dato e ’errore relativo

sul risultato. Vogliamo vedere come l'errore ¢ dipenda dagli errori g;, ¢ €

{1,...,n}.

3.1 Indici di condizionamento

Essendo f di classe C?, si ha

y—y = f
= Vf()'(@—-2)+ R(X,z)

dove il resto R (z, ) dello sviluppo di Taylor & tale che
R(@2) =0 (7 -al*), |7 - al -0, (2)
dove || - || & una norma arbitraria su R™. Questo vuol dire
3d>03C>0VZeD: |-z <d=|RF )| <C|z—a|>.
In Analisi IT si & visto che (2) vale quandosiusa || - || = || - ||,- Dall’equivalenza

delle norme su R™, si ha che (2) vale per una norma arbitraria || - || su R™. Us-
ando la norma || - ||, la (2) dice che: esistono d > 0 e C' > 0 tali che

IR (Z,z)| < C|z — :c||io, per = € D tale che ||z — x| < d.

Quindi
n of " _
> 5 (@) (@ — @) + R(T,2)
~ 1=1 N——
y—y =EiTq
6 = =
Y Y
» @) R@Ew)
= —_— & —|— _—
i=1 Yy Y
Mostriamo ora che il termine @ puo essere trascurato.
Introducendo il vettore € = (e1,...,¢&,), si ottiene
T—x = ma Ti— x| = ma EiT;
| ||oo ie{l,..}.(,n}l i il ie{l,..}.(,n}‘ i

_ el < .
1E~%Ill,a}(,n} ‘51| |$z| = ||€||oo ||xHoo

Sllelloo 17l oo



Per cui, se

el <
7 =zl
e quindi
17 = 2l < llellog 12l < 77— 7l = 4,
]|
si ha
~ ~ ~ 2 2
‘R(‘rax) |R($7x)‘ < CH.’L‘—CIL‘HOO < C”mHoo H6H2
y [/ |yl — =
Essendo gli errori relativi g;, ¢ € {1,...,n}, numeri piccoli, si pud trascurare
il termine @ rispetto agli altri termini in
0= O Lei+ -
D e a

yeeey

2
in quanto esso & maggiorato in modulo da un multiplo di ||g|%, = ( max , |6Z|> ,
1€

mentre gli altri termini sono multipli degli errori ¢;.

Scriviamo allora

n
552Ki(f7$)‘6i, (3)
i=1
dove of of
- (z) x; oy () z;
K;(f,x):= O = 2 ,1€4{1,...,n},
e il segno = significa uguale a meno di un termine il cui valore assoluto & minore
o uguale di una costante volte H5||C2>o7 per |e]| . = max }|5i| sufficientemente
..... n
piccolo: in (3), i due membri sono uguali a meno del termine
R(Z,x)
Y
per il quale
R@2)| _ Clzli , o d
A8 < Clolle e por el <
y lyl 1l
I numeri K; (f,z), i € {1,...,n}, sono detti indici di condizionamento di f

(del problema matematico corrispondente) relativi al dato x e sono definiti per
x € D tale che x; # 0 per ogni ¢ € {1,...,n} ey = f(x) # 0, cosi da poter
considerare gli errore relativi €;, ¢ € {1,...,n}, e l'errore relativo 4.

Gli indici di condizionamento indicano come ’errore relativo sul risultato y
sia condizionato dagli (sia sensibile agli) errori relativi sui dati z1, ..., 2,.

Esercizio. Se x1,...,%y,,y sono grandezze fisiche con delle dimensioni, qual
e la dimensione degli indici di condizionamento?



3.1.1 Ilcason=1

Nel caso n =1, si ha

6:K(f7x) 67
dove ~
r—X
=
X

‘ /()
X)X
K(f@)*m-

Esempio. Consideriamo la funzione f : R — R data da
f(z) =azx, x € R,

dove a € R\ {0}. Si ha, per z € R con z # 0,

ff(x)x ax
K = = — =1
Quindi si ha
§=c.
In questo caso si ha
0d=¢

come puo essere verificato direttamente:

§:f(§)ff(x):a57ax:57x:a

f(x) ax x

Esercizio. Siano f: D CR - Reg: FE CR — R, con D e E aperti e
f(D) C E. Consideriamo la funzione composta go f : D — R. Provare che per
x € D tale che x # 0, f(z) 20 e g(f(z)) # 0 si ha

K(go f,x) = K(g, f(z)) - K(f, ).

Esercizio. Sia f: D C R — R strettamente monotona, dove D & un aperto.
Consideriamo la funzione inversa f~!: E = f(D) — D. Provare che per z € D
tale che z £ 0 e f(z) # 0 si ha

1
K(f,z)

K(f7' f(x)) =

Suggerimento: usare ’esercizio precedente.

Esercizio. Provare che tra 'indice di condizionamento di f: D CR — R e
gli indici di condizionamento di

g9(x) = af(x), v €D,



1
h(z) = f(az), z € =D,
a
dove a # 0, sussistono le relazioni

K(g,z) = K(f,xz), re Dconz#0e f(x)#0

K(h,z) = K(f,azx), xz € éD conzx #0e flax) #0.

Esercizio. Siano f,g: D C R — R, con D aperto. Consideriamo le funzioni
prodotto e somma fg, f 4+ g : D — R. Provare che per x € D tale che x # 0,

f(z) #0e g(x) #0si ha
K(fg,x):K(f,x)—l-K(g,x)
e per x € D tale che x #0, f(z) #0, g(z) # 0 e f(x) + g(x) # 0 si ha

W W) i

Mostrare inoltre che se f(x) e g(x) hanno lo stesso segno, allora

[K(f + g,2)| < max{[K(f,z)|,[K(g,2)]}.

3.2 Buon e mal condizionamento

La funzione f (il problema matematico corrispondente) si dice ben condizionata
sul dato x se tutti gli indici di condizionamento di f relativi al dato  hanno
ordine di grandezza non superiore all’unita.

Formalmente, l'ordine di grandezza di un numero a con rappresentazione
normalizzata in base 10 (o rappresentazione scientifica)

a=+A-107,

dove A € [1,10) e p € Z, & la potenza 10P?. Quindi dire che a ha ordine di
grandezza non superiore all’unitd significa p < 0, cioé |a| < 10.

Tuttavia non vogliamo essere cosi formali: il dire che a ha ordine di grandezza
non superiore all’unita qui semplicemente significa: a non € un numero grande,
cioé non si ha |a| > 1. Vi & un po’ di imprecisione voluta in questo, nel senso
che tutti accordano nel dire che 0.1, 1, 10 sono numeri non grandi e 103, 104, 10°
sono numeri grandi, ma i numeri che stanno in mezzo possono essere interpretati
sia come non grandi che come grandi.

Per cui, dire che f & ben condizionata sul dato x significa

Vie{l,...,n}: non |K;(f,z)| > 1.



Se f & ben condizionata sul dato z, allora da
n

5= Ki(f )&
i=1

segue che l'errore relativo § sul risultato ha ordine di grandezza non superiore
al massimo ordine di grandezza degli errori relativi ;, i € {1,...,n}, sui dati.
Qui, con questo intendiamo dire che non si ha

o = il
81> lelloo = _max e

yeeey

Infatti,
0 = S K ()] < SO (fa) el = S 1K (F.2)] - el
i=1 i=1 i=1
< D OIKi(f, o) el = (Z K (f,$)|> el -
i=1 i=1
e

n

> K (7))

i=1
non & un numero grande. Questo naturalmente risulta vero supponendo che n
non sia grande, come assumeremo nel seguito.

La funzione f (il problema matematico corrispondente) si dice mal con-
dizionata sul dato x se non ¢ ben condizionata sul dato x, vale a dire se esiste
un indice di condizionamento di f relativo al dato x che ha ordine di grandezza
superiore all’'unita, vale a dire se

Je{l,...,n}: |K(f,z)>1.

Se f & mal condizionata sul dato z, allora “in generale” si ha che ¢ ha ordine
di grandezza superiore al massimo ordine di grandezza degli €;, ¢ € {1,...,n},
vale a dire “in generale” si ha che

5 = .
81> lellog = _max e

yeeey

Specifichiamo meglio I'uso di “in generale” fatto sopra.
Se esiste j € {1,...,n} tale che |K; (f,x)| > 1, allora, per errori ¢;, i €
{1,...,n}, taliche e; #0 e ¢; = 0 per i # j, si ha

§=K;(f,x) ¢

e quindi 0] > |¢;| = |/¢]lco. Quindi, in tal caso, f & mal condizionata sul dato
ze [0 > leloo-



D’altra parte, se esistono j,k € {1,...,n} con j # k tali che K;(f,z) =
Ki(f,x) e |[K;(f,x)| = |Ki(f,x)| > 1, allora, per errori ¢, i € {1,...,n}, tali
chee; = -, #0ee; =0peri#j,k,siha

§ = Kj(f,x) “Ej + Ky (f,2z) e =0.

Quindi, in tal caso, f & mal condizionata sul dato z ma non si ha |§] > ||e||c-
Esercizio. Qual ¢ l'ordine di grandezza di 67
Il motivo per cui, in caso di mal condizionamento, si pud anche non avere
[0] > |l€]lco € che termini K (f,z) -e; con |K; (f,z)| > 1 possono compensarsi
n

nella somma Y K; (f,x) - &;.
i=1

i=
Esercizio. Nel caso n = 1, si puo dire che

f mal condizionata sul dato x = [8| > ||g]ec?

Esercizio. Ancora nel caso n = 1, si puo dire, per una f strettamente
monotona, che

f mal condizionata sul dato z = f~! ben condizionata sul dato f(x)

f ben condizionata sul dato x = f~! mal condizionata sul dato f(z)?

3.3 Indici di condizionamento delle operazioni aritmetiche

Vediamo ora gli indici di condizionamento delle operazioni aritmetiche.

Addizione:
f(x) =21 + 22, v € R

Si ha, per z € R? con x1, 22 # 0 e x1 # —x2,

of
K (fr) = 200 Lo o
’ f(x) T+ T2 T+ T2
af
Ko(fir) = Pm@T_ Lo
' f(x) T1 + X2 r1 + X2
e quindi
so T LT
T1+ X2 T1 + X2
Sottrazione:

f(x) =z — 20, € R2

10



Si ha, per z € R? con 1,22 # 0 e x1 # o,

2]
anl () 21 1.2 Z1
K, (fa 'T) = = -
f(x) T1—To T — T
)
BN (T)z2 (1) a9 T
KZ (fa ‘T) =
f (95) T — X2 Tr1 — Xo
e quindi
. X xTo
0= cE1 — - E9.
Ty — T2 Ty — T2
Per cui, per addizione e sottrazione =+ si ha
. X1 )
6= = - 9.
I + i) ! I + T2 2

Moltiplicazione:
f(z) = 2129, 2 € R%

Si ha, per z € R? con 1, x5 # 0,

o (z) 21 To T
K (f,z) = Oz _T2n
L) @ e
((Lf(x)ffz T
Ky (f,z) = Oz2 T2y
00 = TR T
e quindi
0=¢1+e9
Divisione:
T
f(l‘)zx—;, zeD={zeR” 2y #0}.
Si ha, per z € D con x1 # 0,
o 1
=L () =
K\ (fx) = * =2 —=1
) f@ ~ &
I (1) xy (—%) " T2
K2 fa-r = O = Ii = —1
Fo) = TF@ e
e quindi
§ =¢€1 — 9.

Riconsideriamo la questione dell’incertezza delle misure V,,,, R, e I,,, di V,
R e I, rispettivamente, nel circuito elettrico precedentemente considerato. Si
ha

V=V,({1+Ey) con |ey| <1%
R=R,, (1+E&Rr) con |Er| <2%

11



I:Im(l-i-g[),

dove v v
I==el,=>2"

RC Ry

e ci si domanda quanto grande pud essere |g7|. Risulta
€1 =Ev —¢ERr

e quindi
€1| = [Ev — Er| < |Ev| + [ER] < 1% + 2% = 3%.

Usando la notazione

a < b per dire a = c e ¢ < b per qualche numero c,

possiamo dire che |7 § 3%. L’incertezza di I,,, & pertanto del 3%.

Opposto:
f(x)=—z, z€R.
Questo ¢ il caso a = —1 della funzione f(x) = ax vista in precedenza: si ha, per
x € Rcon z #0,
K(fz)=1
e quindi
§=ce.
Reciproco:

f(x):é, zeD={zeR:z#0}.

Si ha, per z € D,

_ @ g
e quindi
0=—¢

Esaminiamo ora il buon e mal condizionamento delle operazioni aritmetiche.
Riscrivendo gli indici di condizionamento dell’addizione come

I 1
K 7{[; = prmnd =
1 (f; @) PR

X9 1
KQ(fax) = x1+$2:1+ﬂ

12



si vede che il mal condizionamento ¢ presente solo nel caso di un’addizione
T1 + T2 con i—l ~ —1. Analogamente, riscrivendo gli indici di condizionamento
della sottrazione come

I 1

Ki(f,z —
1 (f,z) nom 1-&

Xro _ 1

Ko (fv ‘T)

— T 1z
T T2 1 72

si vede che il mal condizionamento & presente solo nel caso di una sottrazione
T1 — T con i—; ~ 1. Ricordare che, comunque, stiamo assumendo ﬁ—; # —1 per
I'addizione e £+ # 1 per la sottrazione in modo da avere y 7 0.

Le altre operazioni aritmetiche di moltiplicazione, divisione, opposto e re-
ciproco sono ben condizionate su ogni dato.

Per capire il mal condizionamento nel caso di una sottrazione con g—; ~ 1, si
consideri y = 1 — x5 con

T = b().bl ce bkflbk

To = bo.b1 . bkflck,

dove by, by, ...,bk_1, bk, cx sono cifre decimali con by # 0 e by, # cj. Si perturbi
adesso z1 e rg in

T1=bo.by ... bp_1bpbri
3(32 = bo.bl ce bk—lc}chJrl,

dove bg11 € ciy1 sono cifre decimali con b1 # Cpyq-

Si ha
. T — 11 . bk+1 .107k1 . bk+1 Ch—1
g = = = -10
€Tq bo.bl...bk_lbk bO-b1-~-bk—1bk
O -1 —k—-1
o — Ty — Ty _ Cktl 0 _ Ch+t1 10-k1
xT9 bo.b1 ...bk_lck bo.bl -~-bk—1ck
ma
s - Y-v
Y
(bk — Ck) . 10_k + (bk+1 - Ck+1) . 10_k_1 - (bk - Ck) . 10_k
_ =yY=T1—T2 =y=z1—T2
(bk — Ck) -10—*
(b1 — 1) 107571 bpyr — g 10-!
(bk — Ck) -10—k bk — Ck

e quindi ¢ & piu grande di €1 e €5 di k ordini di grandezza.

13



In situazioni come queste si parla di cancellazione numerica, in quanto
I’esplosione dell’errore relativo su y = x1 — xo rispetto agli errori relativi su x; e
xo € dovuta alla cancellazione delle cifre significative iniziali uguali bg, by ..., bg—1
nel momento in cui si fa la differenza.

Tale cancellazione porta in posizione piu significativa le perturbazioni by
e cpy1: si ha

Iy - bo.b1 e bkflbk -

X bo.bl...bkflck
Yy 0.0 ... O(bk—ck)

fl : bo.bl N bk—lbkbk+1 —
52 : bo.b1 [P bk_lckckH
E 0.0 ... 0(bg—ck)(bgt1 — Crt1)-

Mentre in T; e X5 le perturbazioni sono nella k + 2—esima cifra significativa, in
y finiscono nella seconda cifra significativa.

Esercizio. Spiegare perche nel caso di una funzione lineare f : R™ — R, vale
a dire

n
flx) = alz = Zaixi, r e R"”,

i=1

dove a € R™, si pud sostituire = con = nella relazione tra I’errore § e gli errori
g;. Osservare che addizione, sottrazione e

f(z) = ax, x € R,
dove a € R hanno questa forma.

Esercizio. Provare che nel caso di una somma x1 +x2 con x1 e o dello stesso
segno, risulta
|0] < max {[e1], [e2]} .

Esercizio. Determinare gli indici di condizionamento delle funzioni f,g :
R™ — R date da

f@)=z1+20+ -+ 2p, g(x) =212 -2y, v €R™.

3.4 Indici di condizionamento delle funzioni matematiche
elementari

Vediamo ora gli indici di condizionamento di alcune funzioni matematiche ele-
mentari.

14



Potenza ad esponente a € R:

Si ha, per = > 0,

e quindi

Per cui, a meno che non si abbia « grande (vale a dire |«| > 1), la potenza ad
esponente reale a € ben condizionata su ogni dato.

Nel caso particolare o = %, dove n € un intero positivo, si ha che la radice
n—esima € ben condizionata su ogni dato.

Esponenziale:
f(x)=¢" z R

Si ha, per z € R con = # 0,

e quindi
d=ux-¢.

Per cui, la funzione esponenziale ¢ mal condizionata se e solo se x ¢ grande (vale
a dire |z| > 1).

Logaritmo:

Si ha per z > 0 con = # 1,

flloye = 1
K = = =
(f,2) f(x) logz logx
e quindi
L1
" logx

Per cui, la funzione logaritmo & mal condizionata se e solo se z =~ 1.

Seno:
f(x) =sinz, z € R.

Si ha, per x che non & un multiplo di 7,

_fl(x)x  cosx-x  x
K () = f(z)  sinz  tanz
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e quindi
§=—-

tanx

Per z grande, a parte il caso in cui z ¢ vicino a § pilt un multiplo di =, si ha che
la funzione seno ¢ mal condizionata. Per x non grande, la funzione seno ¢ mal
condizionata se e solo se x € vicino a un multiplo non nullo di w. Per x piccolo
(vale a dire |z| < 1), la funzione seno & ben condizionata in quanto

lim =1
z—0 tan

Coseno:
f(x) =cosz, z € R.

Si ha, per  # 0 e x non uguale a § pitt un multiplo di 7,

K (f,z)= f}((xx)):c = (_Sci:;;) T —xtanx

e quindi
0= —xtanz-e.

Per x grande, a parte il caso in cui z € vicino a un multiplo di 7, si ha che la
funzione coseno e mal condizionata. Per  non grande, la funzione coseno ¢ mal
condizionata se e solo se x ¢ vicino a % pilt un multiplo di 7.

Esercizio. Per ognuna delle seguenti funzioni di una variabile, determinare
I’indice di condizionamento e i punti z in cui € mal condizionata:

1) tan;
2) arcsin, arccos, arctan;

)
f@ =220 rer\(-d,

dove a,b,c € R;
4) sinh, cosh, tanh;

5)
f(z) =sinzcosz, x € R.

Esercizio. Per ognuna delle seguenti funzioni di due variabili, determinare
gli indici di condizionamento e i punti = in cui ¢ mal condizionata:
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1) f(z) =27 — 2%, 2 € R% dove n & un intero positivo.
2) f(z) =g(z122), z € R% con g : R = R.

3) flw)=27?, € D={x eR?: 2y >0}

Esercizio. Determinare gli indici di condizionamento della funzione norma
euclidea || - ||2: R™ = R e i punti di R” in cui & mal condizionata.

Esercizio. Si consideri un polinomio
-1
p(x) = apa” +ap12""" + - +ag, v €R,

di grado n. Dire se p € ben o mal condizionato su un dato z piccolo e su un
dato x grande.

4 Analisi con un unico indice di condizionamento

Consideriamo ora il caso di un problema matematico caratterizzato da una
funzione dato-risultato f : D C R™ — R™, dove D & un aperto.

Si potrebbero considerare le componenti f; : D C R — R di f, i €
{1,...,m}, date da

fi(z) = f(x); = i-esima componente di f(x) € R™, © € D,

e, per ciascuna di esse, applicare le considerazioni svolte nella precedente sezione.
Pero, cosi facendo, la funzione f avrebbe mn indici di condizionamento.
Sarebbe invece auspicabile, per un problema, misurare la sensibilita del risul-
tato del problema rispetto a perturbazioni sul dato utilizzando pochi, se non un
solo indice. Questo anche nel caso di funzioni f : D C R™ — R, qualora n non
sia un numero naturale piccolo.
Procediamo allora come segue dove, si assumer che f sia di classe C?.

4.1 Indice di condizionamento

Sia € D il dato, y = f () il risultato, € D il dato perturbato e §y = f ()
il risultato perturbato. Osservare che x e Z sono vettori di R™ e che y e y sono
vettori di R™.

Assumiamo z # 0 e y # 0 e fissiamo una norma | - ||z, su R™ e una norma
I llgm suR™
Sia _
_ 7 —zlgn
]|
Perrore relativo sul dato e B
T vl
1Yllgm
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I’errore relativo sul risultato.
Vogliamo vedere come 'errore § dipende dall’errore ¢.
Essendo f di classe C? si ha

y-y=[f(2)@-2)+R(@ ),

dove o or,
Oxq <x) T oz, (x)
Ofm Ofm
G @) - G2 (o)

¢ la matrice jacobiana di f in z e il resto R (z,x) € R™ dello sviluppo di Taylor

¢ tale che
~ ~ 2 ~
IR @ 2)llzn = O (17 = 2l ) , 17 = allgn =0,

cioe esistono d > 0 e C' > 0 per cui
|R (F,2)|lgm < C|IT —z|3n , per T € D tale che ||T — 2z, <d.
Pertanto,

I () (& = 2) + R(Z, ) g
1" (2) (@ = @) [lgm + IR (Z, )|
1 @IHZ = zllgn + 1R (@ 2) g

19— yllgm

INIA

dove || f'(x) || & la norma di operatore di f’(x) relativa alle norme alle norme

|- llgn sulR™ e || - ||gm su R™. Quindi
Y= Yllgm ! ~ R(z m
5o vl W@ IRG D
yllgm yllgm — ~——~— [yl
=¢||z||rn
I @l ez B @ 2) g
[1lgm 1llgm
Mostriamo ora che il secondo termine % ¢ trascurabile rispetto al primo
termine.
Se
d
€<
[ 3
e quindi
~ d
17 — zllgn = € [|#]lgn < l#llgn = d,
]|
si ha

19l = e Mllze (e

~ ~ 2 2 2
IB(@,2) g ClT—2lzn _ Clellzllg)” _ Cllolln o



IR@®)am o
Hy”Rm

5 < W @lzle. . IR E 2)llgn
B (7] [19]]zm

Si puo quindi trascurare il termine

in quanto esso & maggiorato da un multiplo di €2, mentre 1’altro termine & un
multiplo dell’errore .
Scriviamo allora

§<K(fz) e
dove 1 @l el IF @) 2]
— X i Rn _ X X R
Ko = e 17 @l

e la notazione a S b significa

a = c e ¢ < b per qualche numero c,
0 equivalentemente

a<ded=0b per qualche numero d.

Qui, = significa uguale a meno di un termine il cui valore assoluto ¢ minore o
uguale di una costante volte €2, per ¢ sufficientemente piccolo.
Infatti, sopra si ha

s < W @llelen _, IRGDlgn
= e [

I @l 2z NBE D)l - [ @l 2ln

[19]]zm 19]]zm 19l
Il numero K (f,x) & detto indice di condizionamento di f (del problema
matematico corrispondente) relativo al dato x nelle norme || - ||z, su R" e
I g su R,

Esercizio. Provare I'equivalenza di

a = c e c < b per qualche numero c,

a<ded=1b per qualche numero d.

Esercizio. Consideriamo una funzione f : D € R® — R con n = 1.
Nell’analisi con pit indici di condizionamento, una tale funzione ha un unico
indice di condizionamento K (f,x). Quale relazione intercorre tra questo unico
indice di condizionamento K (f,z) e l'indice di condizionamento, introdotto
nell’analisi con un unico indice di condizionamento, di questa stessa funzione
f:DCR" - R™ conm=n=1,nellanorma | - | su R* =R e R™ = R?

19



Proveremo che per un opportuno dato perturbato  si ha
d=K(f,x)e.

Ricordando che

1/ () wllgm

uweR™\ {0} |l

1" (@)l =

9

RTL
sia z € R™ \ {0} tale che
7 @) 2l

||Z||]R"

1 (@)l =
Per ogni v € span (z) = {tz : t € R} si ha
1" (@) wllgm = 1/ @) llgen - (5)

Infatti, per u =tz con t € R, si ha

I @) ullgm = If" @) t2llgm = It (@) 2llgm
= [t (@) 2llgm = [ @ 2]gn
= If @IHitzllgs = If" @)Helgs -
Si consideri ora un dato perturbato € D tale che  — x € span (z), vale a dire

T — x = tz per qualche t € R.
Per provare che

§=K(fz)e

basta mostrare che |§ — K (f,x) | ¢ minore o uguale di una costante volte 2,
per ¢ sufficientemente piccolo. Si ha

~ , ~
5k ayel - [Tl _ 17 @l el )F = o).
7 7 [/|gn
_ ' 19— yllgm — 1" @) 17 — =[|gn
[1Yllgm
_ My =yllgm =1 @7 = 2l[gn
[Yllgm
~ e ~
Ml = W@ E =l 07— o span(e)
[/
19—y —f" (@) @ —2)lgm
< S segue da|[|ull = [|v]]] < [u — o]
[Yllgm
_IRG. )
[/
Sopra si € mostrato che
~ 2
o d IR G2 _ Clale o
]| [1Yllgm [Yllgem
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Quindi, se
d

12| g

e <

, cioe ¢ ¢ sufficientemente piccolo

si ha

2
[0 — K (f,z)e| < %-52, ciog

< § — K (f,x) | < costante - €.
19l m

Si conclude che
=K (f,z)e.

Osservare che

_ 7= allgn _ ltzllgn _ [tlllzllgn . d

12/ [ [ £

equivale a

d

lt] < :
12|

4.2 Buon e mal condizionamento

Le nozioni di buon e mal condizionamento sono analoghe a quelle viste nell’analisi
con piu indici di condizionamento.

La funzione f (il problema matematico corrispondente) si dice ben condizion-
ata sul dato z se I'indice di condizionamento di f relativo al dato x« ha ordine
di grandezza non superiore all’unita, vale a dire se non si ha K(f,z) > 1.

Per cui, se f & ben condizionata sul dato x, allora da

§<K(fx) e

segue che l'errore relativo ¢ sul risultato ha ordine di grandezza non superiore
all’ordine di grandezza dell’errore relativo ¢ sul dato, vale a dire non si ha d > ¢.

La funzione f (il problema matematico corrispondente) si dice mal con-
dizionata sul dato x se non ¢ ben condizionata sul dato x, vale a dire se 'indice
di condizionamento di f relativo al dato x ha ordine di grandezza superiore
all’unita, vale a dire se si ha K(f,z) > 1.

Se f & mal condizionata sul dato x, allora K(f,z)e > ¢, ma non & detto che
si abbia d > ¢, vale a dire che § abbia ordine di grandezza superiore all’ordine

di grandezza di e, dal momento che vale § < K (f,z) - . Quel che si ha & che §
puo avere ordine di grandezza superiore all’ordine di grandezza di €.

Infatti, come visto nella precedente sezione, si ha § = K (f,z) ¢ se il dato
¢ perturbato in T =z +tz € D, dove z € R™ \ {0} ¢ tale che

o I @) 2l
I @I = =5
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et € R e sufficientemente piccolo. Per cui, se f € mal condizionata sul dato x
e il dato ¢ perturbato in questo modo, allora § > ¢, vale a dire J ha ordine di

grandezza superiore all’ordine di grandezza di ¢.

Esaminiamo ora la questione se le nozioni di buon e mal condizionamento di f
su un dato z possano essere ritenute indipendenti dalle particolari norme || -

suR"e| -
Date norme || - ||

Il - || - su R™ ) siano

o |- H(l) la norme di operatore di matrici in R™*™ relativa alle norme
IS suR™ e || - 1S su R™;

o |- H( la norma di operatore di matrici in R™*" relativa alle norme
|- H]R" suR™"e || - H]Rm su R™.

Siano poi

EW (f,2)=

17 @)™ e

E® (f,2)=

If (@)l

1 ()] ®

[

|[gm su R™ che sono usate per definire I'indice di condizionamento.

]%1") suR" e | - H]g% su R™ e altre norme || - ||§52 su R" e

2
[

i corrispondenti indici di condizionamento.

Dall’equivalenza delle norme su R™ e R™ si ha che esistono ¢,C,d, D > 0

tali che

n 1 2 1
Vu € R™:elul$) < ull) < Clull$

Yo €

Si ha allora che

m 2 1
R™ : d vl < Jvllion < D [lollGa -

22

If ()12

VA € R™*" ||A\|<” <4]® <= ||A||“>
Infatti, per A € R™*" risulta
1 1
A = e AR D|Az|g) _ D |Azlg, _ D
" z€R"\ {0} I 1@ T zern\{o (1) ¢ zern\{0 [
€O ol RO |y SN b
DAz
cllell Gy
€
BRI d||Ax| _ d |Az]gn _ d
||AH(2) max o= > max —— o = < max 7(%:—||A
S AN SO NCTF IR A RTONNC
w_/
dalazih
= cllaly

14~

”(1) .



Quindi

17 @)@ 2l 2 @Yol cbp

K® (f,2) = << = ——KU (f,2)
) 2 —_ 1 )
If @)l af (@)l cd
e
2 2 1
KO (5.2 = I @I ol S 217 @IV el _ cd oy oo
’ (2) - D (1) CD ’
1/ (@)l 1S (@)l
Per cui
1 cd K@ (fzx) CD
DD KO (fa) - ed
“ed (f, )
Sipuo concludere che KM (f,2) e K@ (f, ) hanno lo stesso ordine di grandezza
se la costante €2 1a quale & 1nd1pendente da fedaz,e dell’ordlne di grandezza
dell’unita, vale a dlre non si ha D 5. 1 (osservare che < €0 >1).

Pertanto, se la costante < T e dell’ordlne di grandezza dell’unita, allora

f & ben condizionata sul dato x nelle norme &y

)

f & ben condizionata sul dato z nelle norme (%),

Esercizio. Trovare la costante d nel caso in cui:

a) le norme (M siano norme oo e le norme ) siano norme 1;
b) le norme ) siano norme oo e le norme ?) siano norme 2;

¢) le norme () siano norme 2 e le norme ) siano norme 1.

4.3 Esempi
Calcoliamo l'indice di condizionamento dell’addizione
f(x) =2z + 20, x € R

Usiamo le norme || - suR?e | |l =1-]suR. Perz e R?\ {0} con

1 # —x2, si ha

loo

Fy =] @ 2
1" @I = 11" ()]l =2

e quindi

1 @l 2l 2max {Jaa] o)
Ko =" = mim
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Siano orai,j € {1,2} tali che |z;| = max {|z1], |z2|} € |;| = min {|z1], |z2|}.
Risulta
~ 2max{|zy|, |z2|} 2z 2

K(f,.’t)—

\a:1—|—a:2\ B |l‘i+$]‘| B ’1+%
x4

Viene confermato quanto trovato precedentemente nell’analisi a piu indici di
condizionamento: si ha mal condizionamento se e solo se i—ﬂ ~ —1.
i

Calcoliamo ora 'indice di condizionamento della moltiplicazione
f(z) = 2129, 2 € R%

Come per l'addizione usiamo le norme || - | suR?e || - || =] |suR.
Per x € R% con 21 # 0 e x2 # 0, si ha

)= 2@ 2@ |=[2 o]
1 @ =11 @)oo = fra] + 21

e quindi

_ @l 2l _ (2] + [21]) max {jz. ], |z2[}

|f ()] | 212

Usando |z;| e |z;| come nell’addizione, si ha

K (f,x)

K (f) = (o] + |a|) max {as |, |zal} _ (il + ) o] _ ) Josl
|12, il [;] |1

Per cui, si ha mal condizionamento se e solo se |x;| > |z;|, in apparente contrasto
con quanto stabilito nella precedente analisi a piu indici di condizionamento, vale
a dire che la moltiplicazione & ben condizionata su ogni dato.

Per spiegare questo, consideriamo

z = (1,0.001) e = (1.001,0.002) .

e quindi
y=x1x9 = 0.001 e ¥y = x> = 0.002002.
Risulta T 0.001,0.001 0.001
[Ep [[(1,0.001)]| 1
e
Y — .001002
5 W=yl 0.001002 00

ly]  0.001

L’errore 0 ¢ di tre ordini di grandezza superiore all’errore ¢, in accordo con il
fatto che la moltiplicazione & malcondizionata sul dato x.
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Questa esplosione dell’errore sul prodotto non si puo vedere nella precedente
analisi a piu indici di condizionamento, dal momento che in essa si considerano
i contributi all’errore § dati dagli errori relativi sulle componenti del dato:

51 — X1 0.001

g = —=——=0.001
I 1

c - 52—332 _0001 -1

2T Tz, 0001

Pur essendo in tale analisi la moltiplicazione ben condizionata, si ha un
errore § non piccolo a causa dell’errore €5 non piccolo della seconda componente:
ricordare che § = €1 + €3.

Invece, qui in questa nuova analisi si considera il solo errore relativo sul dato:

_F - alle _ max ([ — @i, [F2 — 2]}
max {[z1], |72}

)

dove gli errori assoluti di ciascuna componente non sono rapportati alla grandezza
della componente, ma alla massima grandezza delle componenti.

L’errore e € piccolo in quanto ’errore assoluto To — xo, pur essendo non
piccolo rispetto a xs, & piccolo rispetto a max {|x1], |z2|}-

Una situazione di questo tipo si ha considerando la forza di attrazione grav-
itazionale che il Sole esercita sulla Terra. Tale forza & proporzionale al prodotto
mrmg, dove mr ¢ la massa della Terra e mg ¢ la massa del Sole. Se la massa
della Terra dovesse raddoppiare, anche la forza di attrazione gravitazionale rad-
doppierebbe, ma questo accadrebbe a fronte di una piccolissima perturbazione
della massa complessiva del sistema Terra-Sole, essendo mg > mrp.

Come ulteriore esempio, consideriamo f : R? — R? data da
f(x) = (;v%—i—x%,x% —x%), r € R2.

Usiamo la norma || - [lgo = || - ||; su R?.
Si ha, per x € R?\ {0},

! = % (.’L’) % ({L’) _ 2I1 2x2
Fe= [ §7£21 (z) %TJZ (r) B [ 2xy —2xo ]
I @) = 1F @)l = max{ |221]+[222] , [22a] + |-225] }

=2|z1|+2|z1|=4|z1| =2|x2|+2|z2|=4|22]|

= dmax {[z:1], 2]}

da cui

K (f,z)= I @)l =l _ dmax {|z1|, |z2|} (|Jz1| + |22|)

If (), |23 + o3| + |2} — 23]

=|z1]?+|z2|?
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Con |z;| e |x| come sopra, si ha

dmax {|z1], |z2|} (Jz1| + |22])
@1 * + |zof” + |22 — 23]
4 |aq| (Jd] + |50)
il + |z + |i)?
4 (] + |z4])
2 |z

~ 2(1+ 2 <4
|i]

Per cui, f & ben condizionata su ogni dato.

K(f,x) =

2
— |z

Esercizio. Determinare 'indice di condizionamento della divisione

f(m):%, xeD:{xERQ:mg;«éO},

nelle norme || - |, su R? e || - ||, = |- | su R. Dire dove la funzione & mal

condizionata.

oo

Esercizio. Determinare I'indice di condizionamento della funzione f : R —
R? data da
f (@) = (x1 + 32, 1122) , © € R?,

nella norma || - ||, su R?. Dire dove la funzione ¢ mal condizionata.

5 Analisi del problema lineare

Consideriamo ora un problema matematico caratterizzato da una funzione dato-
risultato f : R™ — R™ lineare, cioe si ha

f(x) = Az per ogni z € R"

per un’unica matrice A € R"*™ detta la matrice associata a f.

Poiche la funzione lineare f & individuata dalla sua matrice associata A,
d’ora in avanti si fara riferimento alla matrice A, piuttosto che alla funzione f.

Nonostante il caso del problema lineare possa essere inquadrato nel trat-
tamento delle precedente sezione per problemi con funzioni dato-risultato f :
D C R™ — R™, qui ripartiremo dall’inizio per meglio evidenziare le caratteris-
tiche del problema lineare e solo dopo lo ricondurremo a caso speciale di quanto
precedentemente visto.

5.1 Indice di condizionamento

Sia x € R™ un dato, y = Az il corrispondente risultato, * € R™ il dato pertur-
bato e ¥y = Az il risultato perturbato.
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Assumiamo z # 0 e y # 0 e fissiamo una norma | - ||z, su R™ e una norma
| - [lgm suR™. Sia poi || - || la norma di operatore su R™*™ relativa alla norme
- g suR" € | - g su R™.

Introduciamo 'errore relativo sul dato

__JE =gl
|z||g~
e errore relativo sul risultato
7=l
[yl gm

Vogliamo vedere come 'errore § dipende dall’errore €.

Si ha
y—y=Ar — Az = A(T — x)
e quindi
=c||z||gn
~ ~ —
s = ylgn _ IAG@ = 2)lgn _ [AINIZ — 2llg. _ 1A I2]g.
9]l Yllem = Yl 1Yl
Per cui,
d<K(Azx)e
dove A A
K Aoy o WAL AN ol
[1Yllgm [ AZ| g
e detto l'indice di condizionamento di A relativo al dato x nelle norme | - ||«
suR" e || - [|gm suR™.
Notare che si ha
K(Az) 21,

essendo
[Az|lgm < Al l|2|lgn -

Quanto ora trovato corrisponde a considerare il caso particolare della fun-
zione lineare

f(x) = Az, © € R",

nelle considerazioni svolte per una generale funzione dato-risultato f : D C
R™ — R™,

Infatti, si ha f'(z) = A in quanto, la componente i-esima di f , i €
{1,...,m}, risulta essere

fi(x) =) aija;
j=1
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e quindi
ofi
Basj

(x) =a;;, je{l,...,n}.

Pertanto

R i Col 2 Py

[ Az g | Azl gm

Inoltre, nella relazione § § K(f,x)e, che vale per una funzione f generale,

si puo rimpiazzare < con < in questo caso particolare della funzione lineare
avendosi (ricordare (4))

R(@2) = f (@) ~ f(2) - [ (2) (3 —2) = AF — Az~ A(F — 2) = 0.

Per un opportuno dato perturbato T risulta
d=K (A zx)e.

Infatti, per un dato perturbato & = = +tz € R™, t € R, con z € R™ \ {0}

tale che
| Az||gm

1]

1Al = :

si ha (ricordare (5))

A = 2)[gm = AT = [ -

Quindi
s 1Tl AT Arly  AG =2l
19lgm | Az||gm | Az||gm
=¢||z|lrn

Az — | Al ||l

xr—x Rn X R~

= = ce=K(A,x)- e
| Az || g Azl gm .2

5.2 Buon e mal condizionamento

Le nozioni di buon e mal condizionamento sono del tutto analoghe a quelle
precedentemente viste. La matrice A si dice ben condizionata sul dato x se
Iindice di condizionamento di A relativo al dato x ha ordine di grandezza non
superiore all’'unita, vale a dire se non si ha K(A4,z) > 1.

Per cui, se A e ben condizionata sul dato x, allora da

0 < K(A x)e

segue che l'errore relativo § sul risultato ha ordine di grandezza non superiore
all’ordine di grandezza dell’errore relativo e sul dato, vale a dire non si ha 6 > e.

28



La matrice A si dice mal condizionata sul dato x se non & ben condizionata
sul dato z, vale a dire se I'indice di condizionamento di A relativo al dato = ha
ordine di grandezza superiore all’unita, vale a dire se si ha K(f,z) > 1.

Se A ¢ mal condizionata sul dato z, allora § puo avere ordine di grandezza
superiore all’ordine di grandezza di €. Infatti, come visto sopra, si ha

d=K(Azx)e
se il dato x & perturbato in T = = + tz, dove z € R™ \ {0} & tale che

|A]| = =

12|

et € R. Per cui, se A & mal condizionata sul dato z e il dato & perturbato
in questo modo, allora § > ¢, vale a dire § ha ordine di grandezza superiore
all’ordine di grandezza di €.

Esercizio. Provare che per un dato perturbato z = x +tx, t € R, si ha d = ¢.

Quindi, anche se K (A, z) > 1, per questa particolare perturbazione di z risulta
0 =e.

Esercizio. Determinare 'indice di condizionamento della matrice

|1 10 2%3
A_{O 1 1]6R

nelle norma || - ||; su R? e R?. Dire per quali dati la matrice & mal condizionata.
Determinare anche dati perturbati Z per i quali 6 = K(A, x)e.

6 Indice di condizionamento (indipendente dal
dato) di una matrice quadrata

Sia A € R™*™\ {0} esia || - || una norma su R™.

Definiamo Vindice di condizionamento (indipendente dal dato) di A nella
norma || - || come

K. (A):= sup K(Auzx),
z€R™\{0}
Az#0

dove K (A, z) & l'indice di condizionamento di A relativo al dato x nella norma
| - |l su R™ = R™. Si considera A # 0, altrimenti Az = 0 per ogni x € R™.

Notare che qualunque sia il dato € R™ \ {0} con Az # 0 risulta

0 < K. H(A)'E
essendo 6 < K(A,x)-ee K(A,z) < K. (4).

Osserviamo poi che si ha K . || (4) > 1, essendo K (A4, x) > 1 per qualunque
dato x € R™ \ {0} con Az # 0.
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Teorema 1 Si ha

“JJAT|| se A é non singolare
All-))A71 A e ingol

Ky . (4) =
400 se A é singolare,
dove || - || in ||A| e ||[A7Y]| & la norma di operatore di matrici R™*™ relativa
alla norma || - || su R™

Dimostrazione. Risulta

A [l k4
Ky (4 = sup K (A,x)= sup —— =4 .
I z€R™\{0} z€R™\{0} | Az || z€R™\{0} | Az||
Ax#0 Ax#0 Az#0

Proviamo ora che

A7 se A & non singolare

| Az|
z€R™\{0 & si e
\{0} +00 se A e singolare.

Sia A non singolare. Si ha

Afl
7||;13|| = sup 7” yH posto y = Ax
zeR™\{0} | Az || y€eR™\ {0} [yl
Az#£0
= A7

Sia A singolare. Si ha che esiste z* € R™ \ {0} tale che Az* = 0 e quindi

el _
Az

—+00

Tuttavia, questo non permette di concludere che

=l _

= 400
zer"\(0} [[Az]
Az#Q

in quanto ’estremo superiore & preso sugli z € R™\ {0} tali che Az # 0 e quindi
bisogna argomentare in un altro modo.
Poiche A # 0, esiste u € R™ tale che

Au # 0.
Counsideriamo, per ¢ € R\ {0},

v=x" + tu.
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Si ha
Av =A(x" +tu) = Az* + Atu = Atu = tAu # 0

=0

e quindi
.
R L T B
ser™\ {0} ||AZ]| [ Av| ([t Aul]
Azx#0
S Ml = litull
(|t Aul|
segue da |[Jul| — [[v][| = [[[ul] = [[=v|l| < [Ju - (=v)|| = [lu+v]|
_ =[]
[t] || Aul|
Poiche .
Izl S i = T2 ull]
cer™\{0} [|Az| ~ =0 [¢[[|Aul|
Azx#0
‘ [
x*| — || |lu
lim —— % —
S0 A
si ottiene
el
p = +00
ser™\ {0} |[AZ]|
Azx#0
| |

Sia A € R™*™ non singolare. Si ha

K. (A= sup K(Az)= sup K(Az)=][A]|A7"]
seR"\(0} €B"\ {0}

(osservare che per x € R™ \ {0} si ha Az # 0 essendo A non singolare).
Osserviamo che esiste z* € R™ \ {0} tale che

K(A,x*) = KH -l (A)

e quindi
KH - (A) = max K(A,:E)
z€R™\{0}

Infatti, basta considerare y € R™ \ {0} tale che

A=yl
1yl

1A= =

31



e prendere z* = A~ 'y. Risulta

”‘1” H:L'*H ”‘1” ”‘1 1y|| —1

Per cui, per ogni dato x € R™ \ {0} perturbato in Z, si ha

< K. H(A)€
e si ha
0= K” . H(A)€
quando
P4 "y 10 Ly AT
z=a"=A""y, doveycR"\{0} ¢ taleche ||[A™"|| :W,
© A
T=a"+tz, doveteRezecR"\ {0} e taleche ||A| = i T|
z
Infatti, con un tale x si ha
d=K (A zx)e
e con un tale x risulta
K. (A)=K(Az).
Esercizio. Siano A, B € R™*™ non singolari e sia || - || una norma su R”™.
Mostrare che
Ky (AB) < Ky (4) - Ky . (B).
Esercizio. Sia A € R™*™ non singolare e sia || - || una norma su R™. Quale

relazione sussiste tra K| . || (aA), dove a € R\{0}, e K| . | (4)? Quale relazione
sussiste tra K . | (A7) e K. (A)?

Esercizio. Sia A € R™*" non singolare. Quale relazione sussiste tra K . | (AT)
e K| . _ (A)? Quale relazione sussiste tra K . . (A7) e K. (A)?

Esercizio. Sia A = diag (a11,a99, ... ,ann), dove a1, a9, ..., ayy, sono tutti

non nulli, una matrice diagonale non singolare. Determinare K . || (A), K . |, (4)
e Kj ., (4).

6.1 Buon e mal condizionamento (indipendente dal dato)

Sia A € R™*™ non singolare e sia || - || una norma su R™.

La matrice A si dice ben condizionata se I'indice di condizionamento di A ha
ordine di grandezza non superiore all'unita, vale a dire se non si ha K . ||(4) >
1.

Per cui, se A & ben condizionata, allora, per ogni dato x € R™ \ {0}, da

5§K” . H(A)-é‘
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segue che l’errore relativo ¢ sul risultato ha ordine di grandezza non superiore
all’ordine di grandezza dell’errore relativo € sul dato, vale a dire non si ha § > ¢,
qualunque sia il dato.

La matrice A si dice mal condizionata se non & ben condizionata, vale a dire
se l'indice di condizionamento di A ha ordine di grandezza superiore all’unita,
vale a dire se si ha K . |(4) > 1.

Se A & mal condizionata, allora esistono un dato € R™ \ {0} e un dato
perturbato Z con cui risulta che ¢ ha ordine di grandezza superiore all’ordine di
grandezza di €, vale a dire si ha § > ¢. Infatti, come precedentemente visto, si
ha § = KH . H(A)E per

—1 n ) —1 HA_lyH
v =AYy, dovey € B\ {0} & tale che |4~ = 5L
e
i A
T=x+tz, dovet€RezeR"\{0} ¢ taleche [[A] = H T”
z

6.2 Indice di condizionamento in norma 2

Sia A non singolare e consideriamo || - || = - 2.

Teorema 2 Si ha o
max
Ky, (A) = —

Omin

)

dove

Omax = \/max {\: X\ & autovalore di ATA} = \/max {A: X\ & autovalore di AAT}

e

Omin = \/min {A\: X\ & autovalore di ATA} = \/min {\: X\ & autovalore di AAT}.

Omax € Omin S0N0 il massimo e il minimo di quelli che sono chiamati i valor:
singolari di A, che sono gli autovalori non nulli di A7 A e che coincidono con gli
autovalori non nulli di AAT.

Dimostrazione. Si ha

Ky, (A) = 1Al A7

(R

dove

4], = \/max {\: X\ & autovalore di ATA}

= \/max {\: X\ & autovalore di AAT}

=  Omax
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A7 . = \/max {)\ : A & autovalore di (A—1)7 A_l}
= \/max {)\ : A & autovalore di A1 (A_l)T}-
Avendosi 1 T
(A7) = (a7
risulta
(A a7 = (A7) AT = (aaT)
A1 (Afl)T _ 1 (AT)*l _ (ATA) 1
e quindi

||A_1||2 = \/max{)\ : A & autovalore di (AAT)fl}

= \/max {)\ : A & autovalore di (ATA)fl}.

Dal momento che gli autovalori dell’inversa B~! di una matrice B sono i
reciproci degli autovalori di B, risulta

47 = yfmax {212 autovalore i (447)}

1
B \/min {A\: X ¢ autovalore di AAT}

1
B v/min {\ : \ & autovalore di AAT}
B 1
B Omin
e
A7 e = \/max {)\ : A & autovalore di (ATA)fl}
_ 1
B min {\ : A & autovalore di AT A}
_ 1 1
V/min {\: X & autovalore di ATA}  Owin
Per cui

Ky, (A) = Al [A7 ]2 = omax - ——

min
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6.2.1 Matrici ortogonali

Sia A una matrice ortogonale, cioe le colonne v, ... v(™ di A costituiscono
una base ortonormale di R", vale a dire

N NT lsei=j
@) @\ — () () — I
<v U > (v ) v {Osei;éj , ,7€{1,...,n},

vale a dire

ATA=1T

in quanto
NS lsei=7j
T i) = (o® (1) — J P
(A A)(Lj) (v ) v {Oseiyéj , ,7€{1,...,n}.
Risulta
Ky, (4) =1

in quanto

ATA=1

ha tutti gli autovalori uguali a 1 e pertanto ommax = Omin = 1.
Questo € uno dei motivi per cui le matrici ortogonali sono importanti e
implica che:

e le matrici ortogonali minimizzano tra tutte le matrici quadrate I'indice di
condizionamento nella norma || - ||, avendosi

VB € R™"*™ . KH . H2(B) >1;

e per una matrice ortogonale A risulta, qualunque sia il dato € R™ \ {0}
0<e
quando gli errori 0 e £ sono misurati nella norma || - |2.
In realta, per una matrice ortogonale A si ha
0 =c¢.
Infatti, se A ¢ ortogonale si ha

Vu € R™ - [[Aully = [lull,

avendosi
| Aul = (Au)" Au = uT AT Au = wTu = |jul|3.
~~
=T
Quindi N N N
AT Az, JAG -2, _ JF-al,
[ Azl [ Azl [l
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6.2.2 Matrici simmetriche

Sia ora A una matrice simmetrica. Si ha

pmax
Ky, (A) = —,

Pmin

dove
Pmax = max {|p| : p & autovalore di A}

Pmin = min {|u| : p & autovalore di A}.

Infatti, dal momento che gli autovalori di ATA = AAT = A? sono i quadrati
degli autovalori di A, risulta

Omax = \/max {\: X\ & autovalore di AT A}

= /max{\: \ ¢ autovalore di A2}

= max {|p| : p & autovalore di A}

pmax

Omin = \/ min {\ : X & autovalore di AT A}

= /min{\: \ & autovalore di A2}
= min{|p| : p & autovalore di A}

= Pmin.

6.3 Un esempio

Consideriamo la matrice
_ | a 1 2%2
A= [ 1 b } cR

con |a| > |b|.
Assumiamo A non singolare, cio¢ det(A) = ab— 1 # 0.
Determiniamo K . | (A). Si ha

AT = detl(A) { . ] :

Quindji, essendo |a| > |b|, risulta

Al = max{la| + 1,[b] + 1} = |a[ + 1
la] +1
lab — 1]

1A oo = max {[b] +1,[a| + 1} =

_
|ab — 1]
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Si conclude che

(laf + 1)

K. .
I lab — 1

(4) = [AlloolA™ oo =

loo
Per cui:
1) Se p = ab & vicino a 1, allora A & mal condizionata:

(|la] +1)° St

R -1 T -1
p—11 ~ [p—1

(4) =

lloo

2) Se p non & vicino a 1 e |p| non ¢ grande, allora A & mal condizionata se e
2
solo se |a|” & grande:

4max{|a|? 1} (lal+1)* _ la/?
2 Ky, (4) = E IR
p—1f =1~ Ipl+
3) Se |p| & grande, allora A ¢ mal condizionata se e solo se % = % ¢ grande:

lal2 1
4max{ |p|v\p\} >K” O (4) =

2
(la[ + 1) lal?
1= -
Tp

1 T -t
lp — 1| ol -1 =5l

Esercizio. Trovare, nelle tre situazioni 1), 2) e 3) sopra, dei valori a e b per
cui K . _ (A4) ha ordine di grandezza 10

Esercizio. Si consideri @ = 1.01 e b = 0.99. Determinare un dato =z € R? e
una dato perturbato ¥ tale che d = K . | _(4)-e.

Esercizio. Determinare K .|| (A4) e K| ., (A).

Esercizio. Data la matrice

B= [ -l } € R?x2
1 c
con ¢ # —1, determinare K . | (B) e dire per quali ¢ si ha B mal condizionata.
-1

Esercizio. Data la matrice

_ |1 a 2x2
o=} o] em

determinare K . |, (C) e dire per quali a si ha C' mal condizionata.
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