Esercizio. Qual & l'ordine di grandezza di §7

d = 0 significa uguale a zero a meno di un termine il cui valore assoluto &
. . 2 . .
minore o uguale di una costante volte [[e||-,, per |e||,, sufficientemente piccolo.
Quindi, esistono esistono ¢; > 0 e ¢y > 0 tali che

2
0] < ez llellse per flello < ca

Quindi, assumendo che ¢z non sia grande, |6 ha ordine di grandezza non supe-
. 2
riore a |||, .

Esercizio. Nel caso n = 1, si puo dire che

f mal condizionata sul dato z = |§] > |l¢]|e0?

L’implicazione sussiste. Nel caso n =1 si ha
0=K(fx) e
e quindi |K (f,z)| > 1 implica |d] > |e|.

Esercizio. Ancora nel caso n = 1, si puo dire, per una f strettamente
monotona, che

f mal condizionata sul dato 2 = f~! ben condizionata sul dato f(x)

f ben condizionata sul dato = f~! mal condizionata sul dato f(x)?

Risulta 1
K(f' f(z) = K(.2)

Quindi, si puo dire che la prima implicazione ¢ vera, avendosi |K(f,z)| > 1 e

quindi
1

—1 o
La seconda invece no, perché si ha
1
—1 _
solo se
[K(f,2)] < 1.



Esercizio. Spiegare perche nel caso di una funzione lineare f : R™ — R, vale

a dire
n

flx) = ale = Zai:ﬁi, r e R",

i=1

dove a € R™, si pud sostituire = con = nella relazione tra I’errore § e gli errori
€;. Osservare che addizione, sottrazione e

f(z) =az, x € R,
dove a € R hanno questa forma.

Ricordiamo che si ha
n R ~,
§=> Ki(fx) e+ (zx)
i=1

dove R (Z, z) ¢ il resto dello sviluppo di Taylor. Questo resto puo essere espresso
come

1
R(F, ) :/(1_s)(5_x)Tv2f(x+s(5—x))(5—x)ds
0
dove V2f (z + s(Z —z)) & la matrice hessiana di f nel punto z + s (7 — z).

Poiche "
f(y) = Zaiyi7 ye Rn7
i=1
ha derivate parziali seconde nulle, la matrice hessiana di f & sempre zero. Quindi
R(Z,xz) =0.
Alternativamente, si puod osservare che

R(z,2) = f(Z) - f(z) = V()" (@ - 2)

con of of
V@) = (@) g @) = o) =a
e quindi
R, z)=a"% —aTz —a" (T —2)=0.

Esercizio. Provare che nel caso di una somma x1 +x2 con x1 e x5 dello stesso
segno, risulta
6] < max {|e1], [e2]} .



Si ha

T X9 T Z2
|6‘ = €1+ €2 = €9
xr1 + Xo xr1 + Xo xr1 + o xr1 + X9
|21 |22
— e+ —2 e
|x1 —|—$2| | 1| \xl +J?2| | 2|
|24 |2
Sl feal} + = max (e Jal)
1] |2 )
— + max {|e1], |e
<|$1+$2| |.’IJ1+JJ2| {| 1|7|2|}
o ml A+ [
= il max {|e1], |e2|}
= max{[e1], |e2]}
in quanto x; e x3 hanno lo stesso segno e quindi |z1| + |x2| = |21 + 22|

Esercizio. Determinare gli indici di condizionamento delle funzioni f,g :
R™ — R date da

f@)=z1+224+ "+ 20, g(x) =2172 - T, T €R".

Consideriamo la funzione f. Sia z € R™ con x1,x9,...,x, Z0e x1 + 22 +
o4 2, #0. Peri e {1,...,n} si ha

of
’ f(x) 1 +axo+--+x, T14+T2o+--+T,
Quindi
n
oy
(5: ¢ &5
Zzzlxl+x2++xn v
Consideriamo ora la funzione g. Sia x € R™ con x1,%2,...,Z, # 0. Per i €
{1,...,n} si ha
)
K, (g.2) = Dar (T) @i @y m gy T T X2 Ty _
7 9 - - - -
g(x) T1To Ty T1To - Ty
Quindi

i=1



Esercizio. Per ognuna delle seguenti funzioni di una variabile, determinare
Iindice di condizionamento e i punti = in cui € mal condizionata:

1) tan;

Sia
f(z) =tanz, xED:R\{ngkw:kGZ}.

Per z € D che non sia un multiplo di 7, vale a dire per x che non sia un
multiplo di 7, si ha

K(foy=d @ _wme_ x _ x %
’ f(x) tan cos2xtanxz  sinwcosw  sin2z’

Essendo |sin 2z| < 1, si ha
K (f,z)] > 2|z]

e quindi la tangente ¢ mal condizionata su un dato z grande. Per z non
grande, la tangente ¢ mal condizionata su x se e solo se x € vicino a un

s

multiplo non nullo di £. Per x piccolo, la tangente ¢ ben condizionata

2
avendosi
2z

im —
z—0 sin 2x

arcsin, arccos, arctan;
Si ha )
arcsin = (Sin|(_I 1))
272

e quindi, ricordando che

K (arcsin,sinz) = K (f_l,f(x)) = K(} ) = K(siln )

e che "
K (sin, z) =

tanz’

si vede che arcsin ¢ mal condizionato su u = sinz, z € (—g, g), se e solo

se
T

K (sin,z) = P——

¢ piccolo, che si ha se e solo se x ¢ vicino a +7. Per cui, arcsin ¢ mal
condizionato su u € (—1,1) se e solo se u & vicino a +1.

Si ha .
arccos = (cos |(o,x))

e quindi arccos ¢ mal condizionato su u = cosx, x € (0,7), se e solo se

K (cos,z) = —xtanzx



¢ piccolo che si ha se e solo se z € vicino a 0 o w. Per cui, arccos ¢ mal
condizionato su u € (—1,1) se e solo se u & vicino a +1.

Si ha .
arctan = (tan |(7%%)>

e quindi arctan ¢ mal condizionato su u = tanz, x € (fg, g), se e solo se

2x

K (tan, ) = sin 2x

¢ piccolo. Essendo

— >1 perogniucR,
sinu

arctan € ben condizionato su ogni dato.

ar +b
x4+ c

f(z) = » € R\ {—c},

dove a,b,c € R\ {0}.
Sihaperx;«é—qx;é()ex?é_g,

a-(z+c)—(axz+b)-1 ac—b

f(@)= e R Ca o L
K (fv Jf) = = ax+b = azr+b
f ((E) x+c z+c
(ac=b)z

(x+c)(ax+0b)

Se ac —b = 0, si ha f(z) = a e f essendo costante ha indice di con-
dizionamento zero. Supponiamo ac — b # 0. Per vedere dove la f & mal
condizionata cerchiamo numeri z tali che

lim K(f,z) = oo.

r—z
b
lim (ac=b)x
z—o0 (x4 ¢) (ax + b)

Questo si ha per z = —c e z = —2, ma non per z = oo essendo

=0.
Quindi f & mal condizionata se e solo se z =~ —c o x ~ —g.

4) sinh, cosh, tanh;

Sia ; .
) = sin x:e—e ,xeR
f h 5
Per x # 0, si ha
f'(x)x coshz-x x
K = = = .
) f(z sinh tanh x
(f



Si ha
lim K(f,z) = oo,

rT—z

se e solo z = oco. Infatti

im
z—o0 tanh x

essendo
et —e "
—1<tanhz=—-—<1
et e 7

T
im
z—0 tanh x

Si conclude che sinh & mal condizionata su x se e solo se z ¢ grande.
Sia
f(x) =coshe = ———

Per x # 0, si ha

Si ha
lim K(f,z) = o0

T—z

se e solo se z = co. Per cui, cosh ¢ mal condizionata su = se e solo se = ¢
grande.

Sia
f(z) =tanhz, z € R.
Per x # 0, si ha

K (f ) F (z) z coslll2 z L x x
X)) = = = — .
7 [ (=) tanh x cosh’ztanhz  sinhzcoshz

Non esiste z tale che
lim K(f,z) = o0

T—z

Infatti cosh non & mai zero, sinh(z) =0z =0e

. T
m-— =
z—0 sinh x cosh x
. T
lm ——— =0

z—oo sinh x cosh z

si conclude che tanh € ben condizionata su ogni x.



f(x) =sinzcosz, z € R.

Si ha ]
f(x) =sinxcosz = §sin2x, z €R.

Per x € R non multiplo di 7, si ha

K (f,z) = K (g,z) con g (z) =sin2z

K (g,z) = K (sin, 22).

Per x non grande, la funzione f & mal condizionata se e solo se 2x & vicino
a un multiplo non nullo di 7, cio¢ = ¢ vicino a un multiplo non nullo di 7.

Esercizio. Per ognuna delle seguenti funzioni di due variabili, determinare
gli indici di condizionamento e i punti « in cui ¢ mal condizionata:

1) f(z) =2} — 2%, z € R% dove n & un intero positivo.

Si ha, per 1, x5 # 0 con x7 # tx5 se n € pari e r1 # xo se n e dispari,

% B %(x)xlinx?_yxli nxt n
1(f,I) - - n__ .n  n_ n S\
f(2) Ty — X Ty — X 1_(Lz)
1
Ko(f,o) — D)o —nailay | nay o
s f (@) v} — a3 - - (a)"
To

n
La funzione f ¢ mal condizionata se e solo se (%) ~ 1. Osservare che

n
(;—;) ~ 1 non ¢ equivalente a i—; ~ 1: per esempio se % = 0.95 si ha

10
(ﬂ) — 0.60.
Zo

2) f(z) =g(z122), z € R% con g: R = R.
Si ha, per z1,z2 # 0 e g (v172) # 0,

L (@) "(x122)T00
_  Om _ 9 (X122)T2%1 .
Ki(fo) = P SR K (g.a1)
of
_ Oz () z2 _ g (mr)mixs
K2 (fa ‘T) - f (x) - g(xle) =K (ga xll’?)

I due indici di condizionamento sono uguali in quanto la funzione & sim-
metrica rispetto a z; e xo: scambiando le due componenti si ottiene la
stessa funzione. La funzione f € mal condizionata su x se e solo se g € mal
condizionata su xqxs.



3) f(x)=af? =e2l8®1 3 € D={reR?:2; >0}
Si ha, per z € D con x4 # 0,

of zzlogzy . 1
s (T)x1 e Ty -1
Kulfe) = lf(l') - ez log 9311 =22
)
g () e er2logTi oo gy - 1
K (f,l’) = sz (J,‘) = er2 logay =logxy - 2.

La funzione f & mal condizionata su x se e solo se x5 € grande o log zy - x2
¢ grande.

Esercizio. Determinare gli indici di condizionamento della funzione norma
euclidea || - [J2 : R™ = R e i punti di R™ in cui ¢ mal condizionata.

Si ha

Si ha, per € R™ con z1,...,z, #0eperi € {1,...,n},

}l 2x; - x;
O ()a; A= z2
K (fo) =200 = 15 = <1
' f (@) i 9 - 2
jZIxj =

Quindi f e ben condizionta su ogni dato x. Si ha addirittura

0] S max
je{l...

.y

- lejl -

Infatti

n 2 n 2
o = Y e <Y e

j=1 j=1
n 2 n 2
= Z Ti 1 SZ i max |gj]
n n ie{l n} J
i=1 Y x? i=1 Y g2 /T
j=1 j=1
n
1
= Zx? — max |g;j| = max [g;].
S et €Ly}
j=1



Esercizio. Si consideri un polinomio di grado n

k

p() = an2" +ap_12" 4 4 apa"F, 2 R,

dove k € {0,...,n} e ay # 0. Dire se p ¢ ben o mal condizionato su un dato x
piccolo e su un dato x grande.

Siha, perz € Rconxz #0ep(z) #0,

p(z)x (napz™ '+ (n—1)ap_12" 2+ + (n—k)apa" "z

K (p,x) = =
(p7 ) p(m) anxn+a7l_1xn—l +"'+G,k$n_k
 onapa" 4 (n—1)ap—z" 4+ (n— k) apz" "
B AnT" + ap_12" 1 4 - 4 apanFk '
Avendosi

napz™ +(n —1)ap_12" 1+ -+ (n — k) apa™ "

lim K =1 =n—k
mlg% (p7 I) ;ig) AnT™ + ap12" 1 + -+ 4 apan—k n
e
na,x" n—1ap_1z" 1+ n—k)apz™ "
lim K (p,x) = lim n" + ( ) an—1 to ) ax =n
200 w00 An @™ + ap 12" L - 4 apank

si ha che p € ben condizionato sia su un dato = piccolo che su un dato = grande.
Inoltre osserviamo che se z # 0 & uno zero semplice del polinomio p, cioe
p(z)=0ep (2) #0, allora
P (x)x

I K (o) = i N = oo

Quindi p & mal condizionato su un dato x con = ~ z.



Esercizio. Provare 'equivalenza di

a = c e ¢ < b per qualche numero c,

e
a<ded=b per qualche numero d.
Assumiamo
a = c e ¢ < b per qualche numero ¢
e proviamo
a<ded=b per qualche numero d.
Si ha

a=c+ e e c<bper qualche numero ¢

con |e| < Ce? per ¢ sufficientemente piccolo. Allora, posto
d=b+e,

si ha

a < d ed=hb.
~~ T~
=cte =b+e

Viceversa, assumiamo
a<ded=1b per qualche numero d

e proviamo
a = c e ¢ < b per qualche numero ¢
Si ha
a<ded+e=>b per qualche numero d

con |e| < Ce? per ¢ sufficientemente piccolo. Allora, posto

c=a-+te,
si ha
a=ce ¢ < b .
~— ~—
=a+e =d-+te
Esercizio. Consideriamo una funzione f : D € R® — R con n = 1.

Nell’analisi con pit indici di condizionamento, una tale funzione ha un unico
indice di condizionamento K (f,z). Quale relazione intercorre tra questo unico
indice di condizionamento K (f,z) e l'indice di condizionamento, introdotto
nell’analisi con un unico indice di condizionamento, di questa stessa funzione
f:DCR" - R™ conm=n=1,nellanorma | - | su R* =R e R™ = R?

10



L’unico indice di condizionamento dell’analisi con piu indici di condiziona-
mento e ,
_ @)z

definito per z € D, x A0 e f (x) # 0.

L’indice di condizionamento dell’analisi con un unico indice di condiziona-

ento ¢ 1 @] o]

74 P 2| e

o) = )
definito per x € D, z A0 e f (x) #0. Qui
e @ @

17 @l = e M LI (701 =17 o)
auind 7 (@) Je]

— (@) |

Ko = )

e si conclude che

K(f,z)=|K(fz)|.

Esercizio. Trovare la costante % nel caso in cui:

a) le norme (M siano norme oo e le norme ) siano norme 1;
b) le norme ) siano norme oo e le norme ?) siano norme 2;

C) le norme (U siano norme 2 e le norme (¥ siano norme 1.

Si e visto che, per ogni x € R?, si ha

2]l < llzlly < Pll#flo
2]l < ll2lly < VPl
[2lly < llzlly < VPl -

Nel caso a) risulta
. .. CD
c=1, C =n, dzleD:mequmdl—d:nm.
c

Nel caso b) risulta

D
c=1, C=+/n, dzleD:\/mequindiC—d:\/nm.
c

Nel caso c) risulta
. ..CD
c=1, C=+/n, dzleD:\/mequlndl—d:\/nm.
c

11



Esercizio. Determinare 'indice di condizionamento della divisione

f(m):%, xED:{xERQ:mQ;AO},

nelle norme || - ||, su R? e || - ||, = |- | su R. Dire dove la funzione ¢ mal

condizionata.

oo

Per x € R? con #1 #0 e x5 # 0, si ha
1 x
Fay= 2w Lwl=]% %]

1 -
I/ @l = 1 @l = oy + A2 = L e
|z o |z2]
e quindi
K (f.2) = 1 @l 12 llog _ el max{|$1|v|$2|}: (|z1] + |@2]) max {|z1], |za|}
| 7 (@)l = 1] o]

L’indice di condizionamento della divisione ¢ uguale a quello della moltipli-
cazione e quindi la divisione ¢ mal condizionata se e solo se |z;| > |z;|, dove
|| = max {|z1], |x2|} e |z;| = min {|z1], |z2]}.

Esercizio. Determinare I'indice di condizionamento della funzione f : R? —
R? data da
f (@) = (x1 + 32, 1129) , © € R?,

nella norma || - ||, su R?. Dire dove la funzione & mal condizionata.

Si ha, per z € R?\ {0},
df1 Af1
ron_ | o @) gm(@) | 11
f“*ﬂ%g@ %ﬂ@]_[w .
1 @)= 11" (@)l = max{l + |2|, 1+ [z1]}
=1+ max{|z1], |z2|}

da cui

K (fa) = 1F" @)y lllly _ (1 + max {|24], |2a[}) (J21| + |22])
’ £ (@)l |z1 + 22| + [Ti72
Con |z;| = max{|z1|,|z2|} e |z;| = min {|z1], |z2|}, si ha
(1 + max {[21], [z2[}) (Jz1] + [22])
\xl +$2| + |(E1£L’2|
(1 + [4]) (Jzs] + |z5)
|lzi + 2| + |zl |25
(U Jail) (1+ 12)

-
1+ 2

K(f,$) =

+ |

12



Si ha

Ll <k (fa) <2
X X
‘1+;§ + |51 ‘1+ﬁ + |74
e si puo quindi esaminare
1+|Z‘i|
‘1+§'—j + )

che ha lo stesso ordine di grandezza di K (f,x). Osserviamo che il denominatore

N . X . N .

¢ un numero piccolo per % ~ —1 e |z;| piccolo. Con tale dato z, |x;| & piccolo
i

e il numeratore e circa 1 e quindi f € mal condizionata su x.

Esaminiamo ora quel che si ha quando non risulta 2 ~ —1 e |x;| piccolo,
K2
vale a dire quando si ha ;—J ~ —1 e |z;| non & piccolo oppure z—J non & vicino a
—1.
Supponiamo i—i ~ —1 e |z;| non & piccolo. In tal caso, si ha

’1+% eyl lml Tl el ]
:

+1

e quindi f & ben condizionata su x.

Supponiamo ora Z£ non & vicino a —1.
Essendo

T4

L 2 R e o ]
’1+§—-§ +lay) ’1+%‘

si ha che f & ben condizionata su x se |z;| non & grande.
Se |z;| & grande, allora, essendo

U fas] 1A 1 |4

‘1+% T T T
7

si ha che f & ben condizionata su x se % non ¢ grande (che implica |z;| non
J
piccolo).

|24

B & grande, allora, essendo
J

Se |z;| & grande e

2l 24 gy T x; ’
el T T il = |
si ha che f € mal condizionata su x.
Riassumendo si ha la seguente tabella
| f mal condizionata se e solo se |z;| ¢ piccolo
A
2 non ¢ vicino a —1 e |z;| non & grande. | f ben condizionata
A
%4 non ¢ vicino a —1 e |z;| & grande f mal condizionata se e solo % ¢ grande
; :

Ad esempio se z; ha ordine di grandezza 10% e x5 ha ordine di grandezza
104, la f & mal condizionata.

13



Esercizio. Provare che per un dato perturbato r = x+tx,t € R, si ha d = e.
Quindi, anche se K (A, x) > 1, per questa particolare perturbazione di x risulta
d=¢e.

Si ha ~
B A 7 O 1 T N
[EA [EA] |z |gn
e
s _ Tyl JAG =Dl _ At
1yllgm | Az|gm || Az || g
— HtAx| Rm™ _ |t| ”A‘T| Rm™ — ‘t| =¢
| Az | gm Az ||gm
Esercizio. Determinare l'indice di condizionamento della matrice
|1 10 2% 3
A= [ 01 1 ] €R
nelle norma || - ||; su R® e R?. Dire per quali dati la matrice & mal condizionata.

Determinare anche dati perturbati Z per i quali 6 = K (A, x)e.

Sia x € R3 \ {0} con

1
|1 10 _ | Tt

T3 xro +I3
Avendosi 1AL (2]
x
K(Ax)="———1
(| Az||,
con
|All; = max{1,2,1} =2
risulta

K (A )= 1Al Nzl _ 2 (] + [aa| + |2s))
’ [Azlly [+ @2f + [o2 + 23]

Ora, sia z; la componente tale che |z;| = max {|z1], |z2|,|z3|} e slano z; e xy
le altre due componenti.

Supponiamo x; = z5. Risulta

2 (|li| + |aj| + |k
| + x| + |2 + @
2 (1 + Lzl M)

[z e

K(Azxz) =

-
142

i

14



Se z’_ ~ —1e 22 ~ —1, allora il denominatore ¢ un numero piccolo e il
i i

numeratore ¢ circa 6 e quindi f & mal condizionata su x. Se 2—7 non e vicino a
’
—1 0 7% non ¢ vicino a —1, allora
i

2(1+ b + ) 6

K(42)=
‘1+ ’1+§—% +‘1+%

- x
142

e quindi f & ben condizionata su x.

Supponiamo x; # x2. Risulta, con z; = xo,

K(Az) = 2 (Ji] + Jaj] + |z])
7 | + 25| + | + 2

Iwrl Ta]

xr
142

Zj Tk
+z'+z~

2 (1+ |I]‘ + |$k|)

I

-
1+ 2

L+

Se % Yx—le T’? ~ 1, allora il denominatore & un numero piccolo e il numeratore

e cu"ca 6e qulndl f & mal condizionata su x. Se — Zix—le Z= non ¢ vicino a 1,
allora

Tl 1 Tal N fel) 6

‘1+§—j+§—§—1‘~ ”;’;—1‘ %—1‘

Ko = ‘1+

x;

. . N o . xX; N . .
e quindi f ¢ ben condizionata su x. Se -2 non ¢ vicino a —1, allora
i

m |z |

‘1+””J P ‘1+§—J

K(Ax) =

e quindi f € ben condizionata su x.

Riassumendo si ha la seguente tabella

x; = x2 | f mal condizionata se e solo se 2 ~-—le % ~
r; # x2 | f mal condizionata se e solo 72 ~ —le 22 =1 (k#2ek #1)
2
Osservare che nella seconda riga la condizione
T2 Lk
—x~-le—=r~1(k#2ek#1)
Z; £

15



puo essere equivalentemente riscritta come
T L3
— _1 e —
T2 T2

~ —1.

Si conclude che, sia per x; = xo sia per x; # x2, f € mal condizionata se e solo
) b

se B —le 21,
) o

Si ha 6 = K(A, x)e per

r=ux+1tz,
dove z € R?\ {0} ¢ tale che
Az
Al = :
[Edi"

etecR.
Un tale 2 risulta essere z = ") dove j* € {1,2,3} & Pindice della colonna
di A in cui ¢ massima la somma dei moduli degli elementi. Si ha j* = 2 & quindi

T= $+t€(2) = (l‘l,l'z +t,ZL‘3),

dove la perturbazione ¢ solo nella seconda componente di x.

16



Esercizio. Siano A, B € R™ "™ non singolari e sia || - || una norma su R™.
Mostrare che
Ky (AB) < Ky (4) - Ky . (B).

Poiche A e B sono non singolari, allora anche AB & non singolare e si ha
(AB) "' =B'4 1,
Quindi

Ky (4B) = |4B]-|B)”!|
= [4B] - B4
<IIAllIBIL <[|B-H[| A=
< lABIB= | A~
= Al a sl B
Ky (A) Ky (B).
Esercizio. Sia A € R™*™ non singolare e sia || - || una norma su R”. Quale

relazione sussiste tra K . || (ad), dove a € R\{0}, e K, . | (A)? Quale relazione
sussiste tra K . | (A7) e K. (A)?

Poiche A ¢ non singolare e a # 0, si ha A non singolare con

(0d) = 247!
e quindi
Ky ad) = feA]- H(aA)*lH = [lad] - H;A—l
= Jal b4l o 47 = Al a7
= Ky (4).

Si ha poi che A~! & non singolare con
(A =4
e quindi
Ky (A7) = a7l ™ = At nan = & ).

Esercizio. Sia A € R™*" non singolare. Quale relazione sussiste tra K . |, (AT)

e Ky . (A)? Quale relazione sussiste tra K . . (A7) e K. (A)?
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Osservare che per una matrice B € R™*" si ha

1B, = 1B -
Quindi
-1 _I\T
Ky, (a7) = fam], - [ @)™ = 1Al
= Al A7 = Ky (A)
Poi, si ha
||BT||2 = \/max{)\ : A ¢ autovalore di (BT)" BT}
= \/Inax {\: X\ & autovalore di BBT}
= [I1BIl;
e quindi
-1 o
Ky -, (A7) = |47, - | (A7) =l A, = K, (4).
Esercizio. Sia A = diag (a11,a99, ..., ann), dove ai1, a9, ..., apy, sono tutti

non nulli, una matrice diagonale non singolare. Determinare K . || (A), K . |, (4)
e K, (4).

Si ha
[Alle = max las|
ie{1,...,n}
A, = i
1Al eax | @il
|A4ll, = \/max {A\: X\ ¢ autovalore di AT A}

= \/max {\: X & autovalore di diag (a2,,a3,,...,a2,)}

» Ynn
2
max Qg
i€{l,...,n}

emax | aiil

Analogamente, essendo

-1 : -1 -1 -1
A :dlag(an,am,...a )

y'nn
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ancora una matrice diagonale, risulta

A7
A=,
A7),
Per cui,
Ky, (4)
Ky, (4)
Ky (4)

1

max —_— =
ie{l,...,n} |a“|

1

max —_— =
ie{l,...,n} |a“|

1
max =
ie{l,...,n} |CL“|

1Al ||A71H1 =

1Al A7,

1Al [[A7H] . =

19

1
min |ag|
ie{l,....n

1
min |ag
ie{l,...,n}‘ il

1
min  |a;]|
i€{l,...,n}

max _|a]
ie€{l,...,n}
efnin | lai
x| lail

min ) |aii|

i€{1,...,n
max |ag
ie{l,...,n}| i
min  |ay|
i€{l,...,n}



Esercizio. Trovare, nelle tre situazioni 1), 2) e 3) sopra, dei valori a e b per
cui K. |_ (A) ha ordine di grandezza 10*.

Per la matrice

a 1
=1
con |a| > |b] si ha
(la] +1)°
KH'HOO(A): |p_1| ,p:ab.

Le situazioni 1), 2) e 3) di mal condizionamento sono:
1) p vicino a 1;
2) p non & vicino a 1, |p| non & grande e |a|® ¢ grande;

lal

3) |p| & grande e To7 ¢ grande.
Situazione 1): p vicino a 1. In

(la| +1)°
lp — 1]

scegliamo a = 1 e b in modo da avere

p—1=ab—1=10"4,

per cui , ,
Ky, (4)= O;if = “ﬂ? =4-10%
Si prende
p— LI +107%

Situazione 2): p non ¢ vicino a 1, |p| non & grande e |a|” & grande. In

~ (la] +1)?
) = lp— 1]

scegliamo a = 102 e b in modo da avere
p—1l=ab—-1=1,

per cui
1)? 1012
(A)=(||a|+1|) = =1.01%2-10%.
D—

Si prende
2
b=>==2-10"2
a

20



Situazione 3): |p| ¢ grande e % ¢ grande. In

(la] + 1)®
lp — 1]

2
1
o (1+7)

Ip| ‘171’
p

scegliamo a e b in modo da avere

%2104 e p=ab=10?

vale a dire
ab = 10*? = 102
e quindi
b=10"'ea=10% = 10%.
Per cui

 al (H |71\>2 10012

= . = -10%.
] ‘1 _ ;’ 0.99
p

(4)

Esercizio. Si consideri @ = 1.01 e b = 0.99. Determinare un dato =z € R? e
una dato perturbato ¥ tale che 6 = K . | _(4)-e.

a 1 1.01 1
A_[l b}_[l 0.99}

Si ha

e
(Ja| 4+ 1)* 2.012
Ky, (4) = 5 = — -
lp—1]  |(14+0.01)(1—0.01) — 1|
2.012 S

Inoltre si ha

1 b -1 0.99 -1
-1 _ — 104
A= { 1 a ] 10 { -1 1.01]

Il dato &
z=A"ly
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dove y € R?\ {0} ¢ tale che

A7ly||
A—l _ || o)
147 19l

e quindi
Y= (*13 1)

dal momento che la massima somma dei moduli avviene nella seconda riga di
A~1 e in tale riga i segni degli elementi sono negativo e positivo. Quindi

r=A"ty=10" [ 0;919 1_011 } { _} } =10* [ —1.99 } .

Il dato perturbato ¢
T=ux+tz

dove t € R e z € R?\ {0} ¢ tale che

4], = 142l
* el
e quindi
z=(1,1)

dal momento che la massima somma dei moduli avviene nella prima riga di A e
in tale riga i segni degli elementi sono positivi.

Esercizio. Determinare K .|| (A) e K| ., (A).

Poiche A ¢ una matrice simmetrica, risulta

(A=K _(A") =K. _A)= (ol +1)

K S bl BV
I |ab — 1]

: H1

)

Pmax
Ky, (A) = —=

Pmin
dove pmax € Pmin SONO massimo e minimo modulo dei due autovalori di A.
Determiniamo gli autovalori di A. L’equazione caratteristica &

0=XA —tr(A)A+det(A) =X —(a+b)A+ab—1.
Si ha

A = (a+0b)?—4(ab—1)=a®+2ab+b* —dab+4
= a®—2ab+ bV +4=(a—b)’+4.
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e 1 due autovalori sono

a+b++/(a—b)°+4

2
a+b—1/(a—b)°+4
5 .

Siccome A e Ay sono alla stessa distanza da “T*b, Ao a sinistra di “7“’ e\ a

destra, il maggiore in modulo sara \; se ‘IT“’ > (0 e sara \g se “7“’ < 0.
Per cuise a+b > 0, si ha

1T =

Ay =

+
W~

a+b+4/(a—0b)?

Pmax
Ky (A) = -
-1 p—

a+b— (ab)2+4'

esea+b<0,siha

:

=

a+b—+/(a—0b) ’
a+b+/(a—b)?*+ ‘

Esercizio. Si consideri la matrice
B= [ : _i } € R?*?

con ¢ # —1. Determinare K . | (B) e dire per quali ¢ si ha B mal condizionata.
I I

Si ha
1 c 1
Bl =
c+1 [ -1 1 }
Quindi
IBll;, = max{2,1+|c|}
1
B7Y, = /= 1,2
|| ||1 |c+1|max{|c\—|— )2}
K B) = ||B Bl = 1 2
1o, (B) = 1By - Hl—mmax{z,lﬂq}
ﬁse221+|c\ cioe |c| <1

(‘\Ccliil)z se 2 <14 |c| cioe |c| > 1.
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Poiche

lim KH Al (B) = +00
c——1 1
Jim Ky, (B) = +o0,

la matrice B & mal condizionata se e solo se ¢ € vicino a —1 o |¢| & grande.

Esercizio. Data la matrice

|1 a 2x2
C_[O 1}6]1% ,

determinare K . |, (C) e dire per quali a si ha C' mal condizionata.

T~ _ | 1 0 1 a| |1 a
Cc_[a 1“01}_[(1 a2+1]

Determiniamo gli autovalori di C7C:

Risulta

0 = N—tr(CTC)A+det (CTC) =N —(a®+2) A +1

A = (a®+2)" -4
a2 +2+4/(a?+2)° -4
M = 5
\ a2+2—/(a2+2% -4 1
2 = 5 =N
Quindi
1
CTmax:\/>\la Omin —
A
e

2 2 2
O a*+2+1/(a2+2)" —4
(C)=—"—==X\= .

al
2 Omin 2

K

R . 2 .
C' ¢ mal condizionata se e solo se |a|” & grande:
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