1 Norme di vettore

Definizione 1 Una funzione || - || : R™ = R si dice una norma su R™ se
1) Ve eR": ||z|| >0 e |z|=0 < x =0 (positivita);
2) Yo € RVx € R": ||lazx| = |af||z]] (omogeneita);

3) Vax,y € R": ||z +y|| < ||z|| + [ly|| (disuguaglianza triangolare).

Particolari norme su R” sono le seguenti.

e La norma oo data da

= ; € R™.
I2llo =, x| f2if, @

[RRRE}

e La norma 1 data da
n
lzlly == |2il, @ € R™
i=1

e La norma 2 o norma euclidea data da

n n
lzlly = ([ D lal® = | D _a?, z € R™
i=1 i=1

Per una norma || - || su R™ vale la seguente proprieta:
Yo,y € R [ lzfl = flyll | < llz =yl

Inoltre, in R™ tutte le norme sono equivalenti: date || - || e || - || norme su
R™ si ha che
3e,C >0V e R : c|z|| < ||lz|| < C |z .

Per esempio, si ha, per ogni z € R",
2]l < lllly < nllzllo

2]l < ll2lly < VR llzl
llly < ll2fly < v llzll, -



2 Norme di matrice

Data una norma || - ||z, su R™, una norma || - ||z, su R™ e una matrice A €
R™*™ " definiamo

Az|lgm
Al = sup 1A
zekn\{0} [1Z[gn

norma della matrice A indotta dalle norme || - ||gn € - ||gm (detta anche norma
di operatore).
Risulta
Az g

Al = max ————.

zeR™\{0} ||z

Rn
Per cui, si ha

o Vo € R": ||Az||gm < ||A]l||z|lgn (proprieta di compatibilita)
o 3z e R"\ {0} : [[Az|gm = [|A[| [|2]lgn -

Particolari norme di matrice sono le seguenti.

e La norma oo della matrice A ¢ definita da

_ [AZ(

~ aer\{0} |zl

ed & data dalla formula

n
Al = max > lai].
1

ie{l,...,m} 4
{ Hoz
Inoltre, se i* € {1,...,m} & tale che
n n
d laijl = max Y ayl,
ief{l,...
= ie{l,...,m} =

allora il vettore z € R™ definito da

{ Y = sign (a;«j) se apqj # 0
z5 =

|aie; , J€{1,...,n},
lseapq; =0 Jed s

e tale che ||Az|| = [ Al 2]l &

e La norma 1 della matrice A & definita da

|| Az
|All; = !
zerm\{0} ||zl



ed & data dalla formula

m
IAll, =  max Y lag].

ic{l,...
Je{ln} =

Inoltre, se j* € {1,...,n} & tale che

m
> laij-
i=1

allora il vettore z = /") € R™, dove eU") & il j*—esimo vettore della base
canonica di R, ¢ tale che ||Az|, = || 4], [|z]l;-

m

= max Za»»
je{t,..., n}i=1|”|’

La norma 2 della matrice A ¢ definita da

_ | Az]|,
zerm\{0} ||z,

1Al -

ed ¢ data dalla formula

A, = \/max {X\: X & autovalore di ATA} = \/max{/\ : A & autovalore di AAT}.

Inoltre, se z € R™ & un autovettore di A7 A relativo al massimo autovalore
di ATA , allora || Az, = Al |2l



