Esercizi Analisi Matematica 11

Foglio 2

1. Siano f,g : A ¢ RY — R, con A aperto, due funzioni a valori reali.
Supponiamo che f e g siano differenziabili in 2 € A. Stabilire se f + g e
fg sono differenziabili in 2° e in caso affermativo calcolarne il differenziale.

2. Sia g € RM. Sia f : RV — R tale che f(z) = (z,g) per ogni z € RV.
Dimostrare che f ¢ differenziabile su RV e calcolare il differenziale.
Suggerimento: (z,g) = (g9,2) = gT -z dove g e x sono vettori colonna di

RY, g7 denota il trasposto di ¢ e - denota il prodotto righe per colonne.

3. Siano f,g : A ¢ RN — RM_ A aperto, due funzioni a valori vettoriali.
Supponiamo che f e g siano differenziabili in 2° € A. Sia (-,-) 'usuale
prodotto scalare su RM™. Dimostrare che h: A C RN — R definita da

M
h(z) = (f(z),g(z)) = Z fi(x)g;(x) per ognixz e A

¢ differenziabile in z°. Dimostrare infine che

M

Vh(a®) = (£i(2°)Vgi(2°) + g:(a°) V £:(2°)) .

i=1

4. Siano f, g : R — R due funzioni reali di una variabile reale. Sia h : R? — R
la funzione data da

h(z,y) = f(x)g(y) per ogni (z,y) € R%.

Supponiamo che f(0) e g(0) siano diversi da zero. Determinare condizioni
necessarie e sufficienti su f e g affinché h sia differenziabile in (0,0), e
calcolare in tal caso il differenziale.

5. Studiare la continuita e la differenziabilita delle seguenti funzioni

arctan®(z — y)

(a) flz,y) = S se (z,y) # (0,0)

0 se (z,y) = (0,0)
|
(b) flz,y) = { @ (z,y) # (0,0)
0 se (z,y) = (0,0)
(C) f(l',y) = \/W ’ )
0 se (z,9) = (0,0)
log(1 + zy)
(d) f(SC,y) = { W s¢ (CE,y) € Bl((O,O)), (x,y) 7é (0,0)
0 se (z,y) = (0,0)



6. Stabilire se le seguenti funzioni sono differenziabili sul loro dominio e in
caso affermativo determinarne la matrice Jacobiana in ogni punto del do-
minio

3
(a) J: ACR? = R dove f(z,y) = (x%/y, 2cos(z + ), TT),
r—=y
(b) f: ACR — R’ dove f(x) = (z + 1, 3sin(z),e?*,1 — x,log(z + 1)
() f: ACR! - R dove f(z.y,2) = (2ay — 2/y.log(1 + = +12))
(d) f: ACR*— R dove f(z1,79,73,74) = T179 — sin(zizy)

7. Stabilire se le seguenti funzioni sono differenziabili sul loro dominio e in
caso affermativo calcolarne il gradiente e I’approssimante lineare in ogni
punto del dominio

(a) f: ACR?— R dove f(z,y) = cos(arctan(z — y))
(b) f: ACR? - R dove f(x,y) = 2* + 3ylog(1 + x)

) 9 .. Tty
(¢) f: ACR? — Rdove f(z,y) = zy T
ery)

d tACR? - Rd :72(6
@ f:i4c ove f(,2) = 20—

8. Scrivere '’equazione del piano tangente al grafico di f nel punto Py =
(0, Y0, 20), passante per il punto Py, dove f e Py sono dati da:

(a) f: ACR? = Rdove f(z,y) = 2* + 3ylog(l +z) e P, = (0,1,0)

T+
(b) f:ACR? R dove f(z,y) = zy — x+4yy e Py =(1,2,5/3)

9. Calcolare la matrice Jacobiana della funzione composta g o f dove le fun-
zioni g e f sono date da:

(a) f:R? - R3eg:R3— R? dove
fla,y) = (2zy,2® +y,sin(y)) e glz,y,2) = (", 2%2)
Suggerimento: considerare
() = (ulz,y),v(2,y), w(z,y)) = 2wy, 2* + y,sin(y))
e g data da g(u,v,w) = (e*tv, w?u)
(b) f:R?—=R*eg:R*— R3 dove
fla,y) = (@+y,z—yzy,2) e
g(x1, 0,23, 14) = (cos(x2x3), 2510, sin(xox3))
(c) f:R—R3eg:R>— R dove
ft)y=(t%t) e g(x,y,2) = 2>+ y* + cos(zyz)
(d) f:R*—>Reg:R—R?dove

flz,y,2) =2” +y* +cos(zyz) e g(t) = (1*,£°,1)



10.

11.

12.

13.

14.

Siano f: R — R?® e g : R?® — R dove

f(t) = (cos(t),sin(t),cos®(t)) e g(x,y,2) =y + 2%

Calcolare

990 N0

Siano f:R? — R3 e g: R?® — R* dove f(z,y) = (22y, 2y,2y°) e

g(xvyaz) = (Ql(mvya2)792(35,Z/7Z),93($’y72)’94($7ya2)) =
(32%y, 2% + sin(xy), 24, 2 + ).

Calcolare

8%(92 o f)(a.y)

Siano f:R?® — R3 e g: R® — R? dove f(x,y,2) = (22, 2%y,y°%z) e

g(x,y,z) = (gl(x,y,z),g2(x,y,z)) = (emzy7y2).

Calcolare

oo N)p2)

Sia dato un fluido contenuto in una regione €2, € sottoinsieme aperto di
R3. Supponiamo che il vettore velocita v = (v1,v2,v3) con cui si muove
il fluido dipenda dalla temperatura T e dalla densita o tramite la legge
v = F(T,0) dove F : (0,+00) x (0,+00) — R3. Supponiamo che in un
punto 2° € Q la temperatura, T'(zo), sia pari a 30 e la densita, o(2°), sia
pari a 10. Supponiamo che v(30,10) = (1,0, —1) e che

2 1
v OF v OF

_ = —_— et 4 —_— = —_— g

57 (30, 10) = =2 (30,10) tg (30,10) = Z--(30,10) (2)
€

VI(x*) =541 e Vo(z)=[14 —1].

Sia [[v]|? : @ — R la funzione tale che ||v||*(x) = |Jv(x)||* per ogni z € Q.

Calcolare V(||v]?)(z?).

Sia dato un fluido contenuto in una regione €2, €2 sottoinsieme aperto di
R3. Supponiamo che il vettore velocita v = (v1,v2,v3) con cui si muove il
fluido dipenda dalla temperatura T', dalla densita o e anche esplicitamente
dalla posizione tramite la legge v = F(T,0,z,y,2) dove F : (0,400) X
(0,+00) x Q — R3. Supponiamo che in un punto 2° = (zg,yo,20) € Q
la temperatura, T'(zg), sia pari a 30 e la densita, o(z?), sia pari a 10.
Supponiamo che v(30, 10, 2°) = (1,0, —1) e che

2
ov 0, OF o _
ﬁ(307 107 T ) = ﬁ(ii(), 10, T ) = g s



15.

1

ov 0, OF o
8—0(30,10,95 ) = 80(30,10,93 )= (2)
(§
1 2 4
B”g”g”](so,lo,xo)— 0 -1 5
T oy oz -2 -1 0
e

VT(z°) =541 e Vo(z)=[14 —1].
Per ogni t € (—r,7), sia f(t) = |[v]|?(z° + tw) = [Jv(z° + tw)]|? dove
w = (3,2,1) € R3. Calcolare f'(0).
Opzionale Dimostrare il Teorema del Differenziale Totale nel caso in cui
f:ACRY —Rcon N > 2.

Suggerimento: ’esercizio non e facile, procedere per induzione sul numero
di variabili NV, utilizzando il caso N = 2 come base d’induzione.



