Esercizi Analisi Matematica 11

Foglio 7

. Siano X e Y due spazi metrici. Dimostrare che una funzione f: X — Y
Lipschitziana & continua.

. Sia I un intervallo di R e sia f : I — R derivabile in ogni punto di I.
Dimostrare allora che f ¢ Lipschitziana su I se e solo se ' : I — R ¢ una
funzione limitata.

. Sia C ¢ RN, N > 1, C aperto convesso. Sia f : C ¢ RV — RM,
M > 1, differenziabile in C. Dimostrare che f & Lipschitziana se e solo
se |Df| : € ¢ RN — R & limitata. Ricordiamo che un insieme C' C R¥
& convesso se per ogni x,y € C il segmento di estremi = e y, [z,y], &
contenuto in C.

. Sia f : RN — RM, N, M > 1, Lipschitziana. Dimostrare che esistono
costanti A e Ay, Ay, Ay > 0, tali che

| f(@)]] < A1 4 As|lz|| per ogni z € RY.

. Sia f :  C RxR™ — R™ una funzione continua, §2 aperto. Sia (tg,z") € Q
e sia § > 0. Supponiamo che z; : [tg — 9, to] — R™ e x2 : [to,to + 0] — R”
siano due soluzioni dell’equazione differenziale ordinaria

o' = f(t,x)
tali che x1(to) = @2(to) = 2°. Sia x : [ty — 0,t0 + 6] — R™ cosi definita

x(t)— l‘l(t) Seto—(sgﬁgto
T @a(t) seto<t<ty+4

Dimostrare che x & una soluzione del problema di Cauchy

{ o' = f(t,x)

x(tg) = 2°

. Sia f : Q C R x R” — R” una funzione continua, {2 aperto. Supponiamo
che f sia localmente Lipschitziana nella seconda variabile. Sia (tg,2°) €
esiaz: (a,f) = R, —c0 < a <ty < f < +00, la soluzione massimale
del problema di Cauchy

{ ' = f(t, )

z(tg) = 2°

Supponiamo che 3 € R e che esista il limite lim;_,3- 2(t) =7 € R™. Allora
esiste lim,_, - (¢, z(t)) = (¢,7) = (8,T) € R x R™. Dimostrare che il punto
(t,7) appartiene a 99).



7. Dimostrare il seguente Teorema di dipendenza continua dai dati iniziali.
Sia f : I x R®™ — R" una funzione continua, I C R intervallo aperto.
Supponiamo che esista una costante A tale che per ogni ¢t € I e per ogni
xt, 22 € R” si ha

1F(t, =) = f(t,2?)]| < Afla’ — 2],

Siano tg € I e 29, y° € R™. Siano z e y le soluzioni massimali, rispettiva-
mente, dei problemi di Cauchy

{ @' = f(t.z)

x(tg) = x

e { yl = f(tay)
y(to) = 4°

Dimostrare che l'intervallo massimale di definizione di = e y & 'intervallo
I. Dimostrare infine che per ogni ¢t € I si ha

lz(t) =y < [l = ° el

Suggerimento: applicare il Lemma di Gronwall.

8. Trovare l'integrale generale delle seguenti equazioni scalari del primo or-
dine e risolvere il corrispondente problema di Cauchy (in particolare sta-
bilire se vi & unicita della soluzione e determinarne l'intervallo massimale
di definizione)

L+2)y —ty=V1+12,y(0) =1

y —sin(t)y’ —sin(t)(1 — cos(t))y* =0, 0 < t < 7, y(7/2) = 1/2
y'y' =t —t,y #0,y(0) = -1

zy' = y(log(y) —log(x)), 2 >0,y >0, y(1) =1

y —ely=e', y(1) =0

y' + (tant)y = sint, —w/2 <t < 7/2, y(0) =0
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(h) y',%+\/yt2:0,t7é0,yZan(l)zl

() -yt +y*+tyP =14+t t#0,y#1, y0) = —1

/

() 1y =2 £ 0,9(2) =0

0y =LY k0, 41) =0

2

)
) (1=8)y —ty =2ty =0, t #£1, y # 0, y(2) = 1
n) sin(y)y' =t 0<y<m, y(0)=m/2

) ¢ + sin(x)y —sin(z) ¢ = 0, y(0) =0

Yy =— 4 w40, y(1) =2
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9.

10.

11.

Siano K > 0 e~ > 0 due costanti. Consideriamo ’equazione dell’oscillatore

armonico con attrito
1

2= —-Kx —~2'.

Trovare I'integrale generale dell’equazione e la soluzione del problema di
Cauchy con le condizioni iniziali z(0) = zg, 2'(0) = vo al variare dei
parametri reali K > 0, v > 0, z¢o € R, vy € R. Infine dare una interpre-
tazione fisica del risultato.

Trovare 'integrale generale dei seguenti sistemi di equazioni lineari del
primo ordine e risolvere il corrispondente problema di Cauchy

(a)
¥ =1z — 4y +tet
yl =x+ Y — tht
Condizioni iniziali: x(0) =0, y(0) =0
(b)
=2z + 2y +t3
Y =2z —y—2t
Condizioni iniziali: (1) =1, y(1) =0
()
x =2z + 3y + t*
y =2y+1
Condizioni iniziali: 2(0) =2, y(0) =1
(d) 2’ = Az dove

Condizioni iniziali: z(0) = (1,2,0)

(e) ' = Az dove

1 00
A=13 1 0
0 01

Condizioni iniziali: z(0) = (—1,-1,—1)

Trovare l'integrale generale delle seguenti equazioni scalari lineari e risol-
vere il corrispondente problema di Cauchy

(a) " +3y +2y = Vel +1
Condizioni iniziali: y(0) =0, y'(0) =1
(b) ¥ + 4y + 5y = e cos(t) +t
Condizioni iniziali: y(1) =1, ¢'(1) =0
1
"4 9, A |
(c) v +2y +y 1) #
Condizioni iniziali: y(0) =0, '(0) =0



(d) v —6y" + 11y — 6y = cos(t)
Condizioni iniziali: y(0) =1, ¢'(0) =0, y”"(0) =0

te!
Loy oy = A —1)2
() y" =2ty = t# -1/
Condizioni iniziali: y(0) =0, ¢'(0) =1, y”/(0) = -1
(f) ¥ —3y" + 4y’ — 2y = e’ sin(¢)
Condizioni iniziali: y(0) =0, y'(0) =0, y""(0) =0
(8) y©® +y=t
Condizioni iniziali: y(0) = 1, ¥'(0) = 0, ¥”’(0) = 0, ¥’ (0) = 0,
y@®(0) =0

12. Opzionale Sia p(u) = u™ + ayu™ "' + agu™ "2+ ... ap_1u+ an, con n > 2
eai,...,a, € R. Sia p il polinomio caratteristico della matrice compagna
del polinomio p. Dimostrare che p = (—1)"p.

Suggerimento: procedere per induzione.



