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Struttura per Scadenza dei Tassi
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STRUTTURA PER SCADENZA DEI TASSI

> Obbiettivo é la costruzione della struttura per scadenza dei tassi
(0 CURVA DEI TASSI).

> A tal fine si considera un modello idealizzato di mercato
obbligazionario, caratterizzato da numerose ipotesi
semplificatrici, pitt 0 meno forti.

> Nella realta la curva dei tassi ¢ relativa ad un emittente (e.g. uno
stato) o ad un certo tipo di mercato (LIBOR, EURIBOR,
imprese con un dato rating), ad una certa valuta, ad un certo
intervallo temporale, ...
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[POTESI: SCADENZARIO

> Sia T lo scadenzario (tenor), cioé I'insieme delle epoche in cui
avvengono le transazioni. In particolare, concentriamo
I’attenzione su due casi.

* Scadenzario discreto (finito o infinito):
T={0=to<t1<...<tp <...}.

Caso particolare: t; — t;_1 = A per ogni i > 1.
* Scadenzario continuo:

T = [0,T] oppure T = [0, 400

* 0 = oggi; il tempo viene misurato in anni.
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IPOTESI: MERCATI PERFETTI

> Mercato COMPETITIVO: gli agenti sono price-takers (non
price-makers) cioé con le loro azioni non modificano i prezzi.

> Mercato privo di FRIZIONALITA: non ci sono tassazioni sui
guadagni, né costi di transazione, non ci sono vincoli di vendita
allo scoperto (short-selling) e i titoli sono perfettamente divisibili.

> Mercato privo di OPPORTUNITA DI ARBITRAGGIO (AOA).

Un’arbitraggio (free-lunch) ¢ una strategia che produce una
sequenza di cash-flows nonnegativi in ogni epoca ed in ogni stato
del mondo, e, con probabilita positiva, un cash-flow positivo in
qualche epoca.

* AOA ¢ condizione necessaria per ’equilibrio;

* AOA = Legge del prezzo unico: due strategie che offrono gli

stessi cash-flows devono avere lo stesso valore iniziale.
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STRUTTURA PER SCADENZA DEI PREZZI

> Per ogni s € T, s > 0 supponiamo che vi sia un titolo a cedola
nulla (TCN) con scadenza in s, di valore nominale 1€, e che tale
titolo possa essere scambiato ad ogni epocat € T, t < s. Il suo
prezzo sara indicato con B(t, s).

> B(t, s) puo essere visto come fattore di sconto tra s e ¢: il valore
intdi C€in s & CB(t,s).
> Proprieta di B(t, s):
* Ci mettiamo nel caso in cui i TCN siano default-free, cioé pagano
con certezza 1€ a scadenza. A tal fine possiamo pensare a titoli
emessi da uno stato o altro emittente con rating elevato. Di
conseguenza deve essere B(s,s) = 1.
* Per AOA, deve essere inoltre B(t,s) >0 pert < se B(t,s) =0
pert > s.
> Si chiama struttura per scadenza dei prezzi (discount
function) all’epoca t € T la funzione

s — B(t,s); s>t, seT.
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STRUTTURA PER SCADENZA DEI TASSI A PRONTI

> Convenzione: tutti i tassi che consideriamo sono annualizzati.
> Definiamo il tasso a pronti in ¢ per I’epoca s, r(t, s), con
t, s € T, t < s tramite la

B(t, S) = e_(s_t)T(t,s).

* Quindi r(¢,s) ¢ il tasso di rendimento (intensita d’interesse), in
regime di interesse composto, corrispondente all’operazione in cui
si compra in t il TCN e lo si detiene fino alla scadenza s.

* Si tratta di tassi a pronti (spot), cioé tassi concordati in ¢ per un
investimento che inizia in ¢ stesso.

> Riesce dunque
1

T(t’s) :_S—t

log B(t, s)

> La struttura per scadenza dei tassi a pronti all’epocat € T
¢ la funzione
s—=>r(ts); s>t seT.

Il grafico di tale funzione ¢ la curva dei tassi.
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DAY COUNT CONVENTIONS

> Al fine di calcolare tassi e rendimenti, occorre calcolare la frazione
d’anno che intercorre fra due date. Prevalgono regole di calcolo
diverso a seconda dei mercati e degli strumenti. La maggior parte
delle regole rientrano fra le seguenti (o fra loro varianti).

1. Actual/Actual: numero effettivo di giorni fra le due date
rapportato al numero effettivo di giorni nell’anno (365 o 366), con
correzioni se fra due anni diversi.

2. Actual/360 (Variante: Actual/365): numero effettivo di giorni fra
le due date diviso 360 (o 365).

3. 30/360: ogni mese ha 30 giorni, ogni anno ha 360 giorni.

> Esempio: frazione d’anno tra 27/2/07 e 5/1/07: 1)
53/365 = 0.1452, 2) 53/360 = 0.1472, 3) 52/360 = 0.1444.

> Importanti sono anche le ‘business date conventions’; in base alle
quali date di pagamento che coincidono con festivita vengono
convertite in date lavorative.

> Excel: YEARFRAC e WORKDAY ; R: eg pacchetti RQuantlib
e la suite RMetrics
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TASSI A TERMINE

> A differenza dei tassi a pronti, i tassi a termine o forward
sono relativi a investimenti concordati in un dato istante, che
iniziano in un istante successivo.
> Fissatit, s, u € T con t < s < u, consideriamo la seguente
operazione costruita all’epoca t.
* Acquisto un TCN con scadenza u: flusso in ¢ pari a —B(¢,u) ed
in w pari a +1;
* vendo & TCN con scadenza s: flusso in ¢ pari a +zB(t,s) ed in s
pari a —zx.

—_

pl
—t
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... TASSI A TERMINE

> * Scegliamo x in maniera tale che il flusso in ¢ sia nullo:

zB(t,s) — B(t,u) = 0< z = B(t,u)/B(t,s).

* La situazione é allora

—B(t,u)/B(t, s)

> Tale operazione genera flussi di cassa in s ed u, ma non in ¢
(istante in cui operazione ¢ concordata).
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... TASSI A TERMINE

> Si definisce tasso a termine in ¢ per il periodo [s, u], f(t, s, w),
il tasso di rendimento (in regime di interesse composto)
corrispondente a questa operazione:

M — e—(u—s)f(t,s,u)
B(t, s) ’
da cui si ricava che
1 B(t
ft,s,u) = — log (t,w)

u—s B(t,s)

> La struttura per scadenza dei tassi forward all’epoca t é la
funzione

(s,u) = f(t,s,u), u>s>t, s, uecT.

a2
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PREZZI, TASSI A PRONTI E A TERMINE

> B equivalente conoscere, ad una certa epoca t, i prezzi B(t, s), i
tassi a pronti r(¢, s) o i tassi a termine f(¢, s, u).
* Infatti, noti i prezzi, si determinano (per costruzione) i tassi a
termine.
* Viceversa, noti i tassi a termine, si hanno come caso particolare i
tassi a pronti: ponendo s =t in f(t,s,u) si trova
1 B(t,u)

f(tatau) = mlOg B(tﬂf)

1
=— log B(t, u)
u—t

=r(t,u).

* Infine, come gia osservato, noti i tassi a pronti, sono noti anche i
prezzi.
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PREzzI, TASSI A PRONTI E A TERMINE

> Pert, ueTet<u,r(t,u) >0« B(t,u) <1 cioei tassi a
pronti sono positivi se e solo se il corrispondente TCN vende a
sconto.

> L’ultima proprieta ha le seguenti implicazioni: le seguenti
proposizioni sono equivalenti

1. B(t,s) > B(t,u) pert, s,uc Tet<s<u
2. f(t,s,u) >0pert, s, uc Tet<s<wu
3. B(t,u)<lpert, ue Tet<u
4. r(t,u) >0pert, uceTet<u
(1) < (2) segue dalla definizione di f(t, s, u),

.B(t7 ’LL) = _B(t7 s)e—f(t,s,u)(u—s).

(3) < (4) @ stata vista sopra.

(1) = (3) basta prendere t = s in (1).

Per provare che (3) = (1), consideriamo la seguente strategia: in
t acquisto di un TCN con scadenza s, vendita di un TCN con
scadenza u; in s acquisto di un TCN con scadenza u
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PREZZI, TASSI A PRONTI E A TERMINE

> I flussi di cassa sono:
* in t, —B(t,s) + B(t,u)
* ins, 1 — B(s,u)
* inu,1—-1=0
essendo il flusso in s dato da 1 — B(s,u) > 0 (da (3)), il flusso in
t deve essere —B(t, s) + B(t,u) < 0, cioé B(t,u) < B(t, s)
altrimenti ci sarebbe un arbitraggio.
> quindi i tassi sono (sempre) positivi sse la ‘discount function’ &
(sempre) decrescente.

a5
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PREzzI, TASSI A PRONTI E A TERMINE

> Fissiamo t < s < u;

+ partendo dalla
B(t,u) = B(t,s)e” (=)t
sostituendo i tassi a pronti si trova

o= (u=ON(t) — o= (s=1)7(ts) o= (u=s)f(t5.u)

* passando ai logaritmi e esplicitando r (¢, u),

—t —
2t s) 2 f(t,5,u)
t u—t

r(t,u) = p—

cioé il tasso ‘a lungo termine’ r(t,u) & media ponderata del tasso
‘a breve termine’ r(t,s) = f(t,t,s) e del tasso forward f(¢, s, u);
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TASSI A PRONTI E A TERMINE

> Dalla relazione che esprime r(t,u) come media ponderata di
r(t,s) e f(t,s,u) si trova che, per ¢, s, u € T (t < s < u)

r(t,s) > r(t,u) < r(t,s) > r(t,u) > f(t,s,u)
r(t,s) <r(t,u) & r(t,s) <r(t,u) < f(t,s,u).

> Ne segue che
* Se la struttura dei tassi a pronti & crescente (descrescente) allora
¢ dominata dai (domina i) tassi a termine.
* Quando la curva dei tassi a pronti ‘cambia andamento’, cioé passa
da crescenza a decrescenza o viceversa, allora la curva dei tassi a
termine ‘attraversa’ quella dei tassi a pronti.
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TASSI E INTENSITA

> In luogo delle intensita di interesse, r(t, s) (spot) e f(t,s,u)
(forward), si possono utilizzare i corrispondenti tassi di interesse.
> Il legame tra queste quantita é dato da

(1 4 tasso)perlodo — eperlodo-mtenslta.

> Avremo quindi i tassi (¢, s) (spot) e if(t, s, u) (forward), definiti
da

1+i(t,s) =e
1+ip(t,s,u) = efbsu),
e legati da
(1 +ia(t,w) " = (1+id(t,8) (1 +is(t,s,u)" ",

quindi il fattore di capitalizzazione ‘a lungo’ 1 4 i(¢, u) & media
geometrica dei corrispondenti fattori ‘a breve’ e a termine.
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TASSI SEMPLICI

> A volte si calcola il rendimento di un’operazione basandosi su
tassi semplici (cioe in regime di interesse semplice), soprattutto
per investimenti di durata inferiore a 1 anno.

> Definiamo allora il tasso semplice a pronti in ¢ per ’epoca s,
L(t,s),cont, s € Tet<s,come il tasso in regime di interesse
semplice corrispondente ad un investimento tra t e s:

1
1+ L(t,s)(s—t)’

B(t,s) =

da cul si ricava

L(t,s) = i [B(is) _ 1] .

> La struttura per scadenza dei tassi semplici all’epoca t € T
¢ la funzione
s — L(t,s), s>t, seT.

Il grafico di tale funzione é la curva dei tassi semplici.
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TASSI SEMPLICI A TERMINE

> Il tasso semplice a termine in ¢ per il periodo [s,u], L (¢, s, u),
cont<s<uet, s, u €T e definito implicitamente da

(T+ L(t,5)(s = 1)) (1 + Ly (¢, 5, u)(u—s)) = (1+ L(t, u)(u— 1)),

> Il legame con le altre quantita introdotte in precedenza é dato da:

Lo =2 [T re e =
N uis [% - 1]

e(u_s)f(tx37u) —1
u—S '

> Il tasso a lungo semplice non é media di tasso breve e tasso
forward
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SCADENZARIO DISCRETO

> Consideriamo il caso T={0=ty <t1 < ... <t, <...};

* poniamo A; = t;41 — t; per i > 0.

% Per t;,t; € T cont; <t; <supT, definiamo il tasso a termine
uniperiodale in ¢; per t;, f(t;,t;), come il tasso a termine
dell'investimento stabilito in ¢;, che comincia in ¢; e termina
nell’epoca successiva t;41:

Ftisty) = f(tists, tiv1)
1 B(titj+1)

A, Bt 1)

> La struttura dei tassi a termine uniperiodali all’epoca
t € T é la funzione

s — f(t,s), t<s<supT, t, seT.

Il grafico di tale funzione é la curva dei tassi a termine
uniperiodali.
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SCADENZARIO DISCRETO

> Dai tassi uniperiodali si possono ricostruire le altre quantita:
* I prezzi dei TCN e i tassi a pronti: per ¢t; < t; con t;, t; € T,

ZAzf ti, 1),

7‘lz

B(ti, t;) = e~ Zizi Sftit) (g, 1))

* I tassi a termine: per ¢; <t; < ty, con t;, tj, tx €T,

k—1

1
DA (tist).
th — t; =

ftity, t) =

* I tassi a pronti e a termine sono medie ponderate dei tassi
uniperiodali sui corrispondenti periodi di investimento.

> Definiamo ancora il tasso a pronti uniperiodale in ¢; € T con

t; <supT, r(t;), come
1
r(ti) = f(ti, ti) = r(ti, tiv1) = A log B(ti,tit1)

cioé B(ti, ti+1) = e Qi r(t),
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TASSI SEMPLICI UNIPERIODALI

> In regime di interesse semplice, si definiscono i corrispondenti
tassi semplici uniperiodali a termine:

Ly(ti,tj) = Le(tists, tj+1)

_ LB

A LB(ti, tj11)
eAjf(tiatj) -1
Aj ’

> e quello a pronti:

L(t;) = Ly (ti, t;) = L(ti, tit1)

gl Covmt]
o A; B(ti,tH.l)
eAi r(ti) _ 1

A
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MONEY MARKET INSTRUMENT

> Chiamiamo money market instrument il titolo, il cui prezzo
all’epoca t & indicato con B(t), costruito a partire dai TCN di
tutte le scadenze mediante la seguente strategia (detta roll-over):
* in tg = 0, 1€ viene investito in TCN con scadenza t1, epoca in cui
si riceve "ammontare B(t;) = e®0 7(0);
* ad ogni epoca successiva t;, 'ammontare B(t;) viene investito in
TCN con scadenza t;11, epoca in cui si riceve B(t;)e®i 7(ti);

S T

o
1€ B(t1) B(t2)
1l 1l 1l |

to t to

> Riassumendo, tale strumento finanziario é tale che il suo prezzo
verifica la B(0) = B(to) =1 e, pert; € T,

i—1 i—1

B(t:) = eZizo Avr(t) — + AL(t)-
g B(tl,tl+1) g
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Tassi EURIBOR - ¢,=1/12/06

tj —t; | L(ti,t;)

1s 3.33
2s 3.45
3s 3.52
1m 3.59
2m 3.62
3m 3.64
4m 3.68
5m 3.72
6m 3.74
Tm 3.77
8m 3.79
9m 3.81
10m 3.83
11m 3.84
12m 3.85
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Tassi EURIBOR, composti - t,=1/12/06

tj—ti | r(ti,ty) | f(titi-1)
1s 3.33 3.33
2s 3.45 3.57
3s 3.52 3.65
1m 3.58 3.73
2m 3.61 3.63
3m 3.62 3.66
4m 3.66 3.76
5m 3.69 3.83
6m 3.71 3.77
Tm 3.73 3.87
8m 3.74 3.84
9m 3.76 3.86
10m 3.77 3.89
11m 3.77 3.81
12m 3.78 3.82
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TASSI A PRONTI E A TERMINE

- — spot
— forward

3.9

3.7
I

3.6
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SCADENZARIO CONTINUO

> Nel caso T = [0, T] oppure T = [0, +oo[, per ¢,s € T con
t < s < sup T definiamo il tasso forward istantaneo in ¢ per s
come (assumendo che il limite esista)

£(t,5) =lim £(t,5,u).

> Riesce

1 B(t,u)
t.s) = lim ( — 1
f(t,s) i?sl< u—so B(t,s))
. log B(t,u) — log B(t, s)
= —lim

uls u— S

= —% log B(t, s)

ZB(t,s)
B(t,s)



Gestione del Rischio Finanziario

SCADENZARIO CONTINUO

> Interpretazione:

* ‘f(t,s) = f(t,s,s+), cioe f(t,s) ¢ il tasso a termine istantaneo
concordato in t, per un investimento che inizia in s e finisce un
istante dopo (in sy ).

* Infatti consideriamo ’operazione concordata in ¢, in cui acquisto
un TCN che scade in sy = s+ As (con As > 0) e vendo
B(t,s+)/B(t,s) TCN con scadenza s. Il costo in ¢ di tale
operazione € 0

B(t7 S+)
B(t,s) — B(t, =0,
Biray Blbs) — Bs:)
per cui la situazione é
1
s
t l S+

—B(t,s+)/B(t,s)



60

Gestione del Rischio Finanziario

TASSI FORWARD ISTANTANEI

> * L’interesse generato da tale operazione &

Montante — Capitale iniziale = 1 — M
B(t, s)
o~ B(t,s) — f(t,s)B(t,s)As
B(t, s)
= f(t,s)As.

> La struttura dei tassi a termine istantanei all’epocat € T ¢
la funzione

s— f(t,s), t,s€T, t<s<supT.

Il grafico di tale funzione é la curva dei tassi a termine
istantanei.
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TASSI FORWARD ISTANTANEI

> Dai tassi istantanei si ricavano tutte le altre quantita.

* infatti riesce, per t, s € T con t < s,

/ f(t,v)dv:—/ 2log;B(t,v)dv
t t ov

= —[log B(t, s) — log B(t, t)]
—log B(t, s),

da cui |
B(t,s) = e Ji f(tw)dv,

* Noti i prezzi si possono trovare anche gli altri tassi in funzione di
quelli istantanei.
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TASSI FORWARD ISTANTANEI

> * Si trova infatti che per t, s € T con t < s

r(t,s) = log B(t, s)

s—t/ f(t,v0)d

* pitl in generale, per ¢, s, u € Tcon t < s < w,

u —

flt,s,u) = r(t u) —

ufs</t f(tvdvf/ftv )
u_S/S F(t,v)do.

* Quindi i tassi (¢, s) e f(t, s, u) sono le medie dei tassi istantanei
sui corrispondenti periodi di investimento.

r(t s)
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TASSO A PRONTI ISTANTANEO

> Possiamo ancora definire, per t € T con t < sup T, il tasso a
pronti istantaneo come

r(t) = f(t,t)

=1l t
im ()

- [% log B(t, s)]

0
— | —DBl(t,s
|2 5(.9)]
quindi é il tasso che remunera un investimento che inizia in t e
finisce immediatamente dopo (in ‘t4 =t + At’).

s=t

s=t
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TASSO SEMPLICI ISTANTANEI

> Se partiamo dai tassi semplici e definiamo in maniera analoga a
prima i tassi istantanei

Ly(t,s) =lim Ly (t,s,u), L(t) = Ly(t,1),

si trova
L(t,s) = liian(t,s,u)
. B(ta S) _B(t7u)
= lim
uls  (u — 8)B(t,u)
3 %B(t, s)
B(t, s)
= f(tv S)

e quindi anche L(t) = r(t). I tassi istantanei sono gli stessi in
regime di interesse composto e semplice.

64
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MONEY MARKET INSTRUMENT

> Possiamo infine definire il money market instrument o conto
bancario come il titolo (supposto esistente), il cui prezzo
all’epoca t si indica con B(t), costruito a partire dai TCN relativi
a tutte le scadenze:

*
*

si parte con 1€ all’epoca 0;

in ogni istante t il valore di questo titolo viene investito in TCN
che scadono immediatamente dopo, e cosi via. Formalmente, il
prezzo del titolo verifica

B(0) =1
dB(t) = B(t)r(t)dt,

quindi si trova
B(t) _ efot r(v)dv.
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66

STRUTTURA PER SCADENZA DETERMINISTICA

> all'istante di valutazione t¢ = 0 conosciamo la struttura per

scadenza corrente ma non evidentemente la sua evoluzione
futura, cioé B(s,u) (e quindi r(s, u), r(s), B(s), ...) con
0 < s < u sono variabili aleatorie.
se assumiamo che le varie quantita B(s, ) siano in realta
deterministiche (non aleatorie) allora, in assenza di opportunita
di arbitraggio, le seguenti proprieta equivalenti devono sussistere
1. B(t,u) = B(t,s)B(s,u) per ogni t < s < u
2. f(t,s,u) =r(s,u) perognit < s <u
3. f(t,s) =r(s) perognit < s

4. B(t,s) = %

e quindi
B(t,s) =e Dicej<s Bir(ts)

nel caso di scadenzario discreto, mentre nel caso di scadenzario

continuo
B(t,s) = e i rdv
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STRUTTURA PER SCADENZA DETERMINISTICA

> che la (1) (o la (2)) segue dall’assenza di arbitraggi ¢ immediato
essendo B(s,u) (o r(s,u)) noto in ¢ < s e quindi deve essere

B(t,u) = B(t, s)B(s,u) = B(t, s)e” =)/ t:su)

cioé Pattualizzazione tra s e u avviene al tasso r(s,u) o

f(t, s,u), che devono quindi coincidere.

la (2) implica la (3), basta prendere u = s+ nel caso di
scadenzario discreto e lim, ¢ in caso di scadenzario continuo.
la (4) segue poi dalla (3), essendo ad esempio nel caso di
scadenzario continuo

_ B@®)
~ B(s)

B(t, S) —e ftS f(t,u)du —e f: r(u)du

per finire, ¢ subito visto che la (4) implica la (1):

_ B@®) _ B(t) B(s) _
B(t,u) = Bw) ~ B(s) Bla) B(t, s)B(s,u).
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UN MODELLO PARAMETRICO:
NELSON-SIEGEL (1987)

> T = [0, 00l
* Fissiamo t > 0; il modello specifica la forma dei tassi forward
istantanei all’epoca t per ogni scadenza successiva:

—t
f(t,s) = Bo+ 5167(54)/& + 528767(5%)/&,
a

con By, f1,82 € R e a > 0. Il modello dipende da 4 parametri.
* f(t,s) dipende solo dall’ampiezza del periodo s — t. Nel seguito
possiamo allora considerare ¢t = 0:

t
f£(0,t) = Bo + ﬂleft/a =+ B2 ;eft/‘{

> Questo modello e sue varianti vengono usato frequentemente per
descrivere e/o stimare la curva dei tassi.
> https://www.ecb.europa.eu/stats/financial_markets_and_

interest_rates/euro_area_yield_curves/html/index.en.
html


https://www.ecb.europa.eu/stats/financial_markets_and_interest_rates/euro_area_yield_curves/html/index.en.html
https://www.ecb.europa.eu/stats/financial_markets_and_interest_rates/euro_area_yield_curves/html/index.en.html
https://www.ecb.europa.eu/stats/financial_markets_and_interest_rates/euro_area_yield_curves/html/index.en.html
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... NELSON-SIEGEL

> Deriviamo le altre quantita:

* 1 tassi a pronti sono dati da

1 t
T(Ovt) = g/o f(O,u)du
1—et/e
t

/a

= Bo+ (81 + B2) — Bgeft/a.

* Piu in generale, i tassi forward per U'intervallo [s, u] sono

70,50 = [ 0,000

+ —s/a —u/a

+ Pz (se_s/“ — ue_“/“) .

u—S

=po +
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... NELSON-SIEGEL

>  x Infine, i prezzi dei TCN (la ‘discount function’) sono

B(O, t) — eft r(0,t)
— o~ tBo—(BitB2)a(l—e~ /)t pyte= /0

> Osserviamo che, fissato a, i tassi (a pronti o a termine)
dipendono da By, £1, B2 in maniera lineare = regressione lineare
puo essere usata per stimare i parametri (con a fissato).

> Interpretazione dei parametri:

* f(0,t) ¢ somma di tre componenti:
F(0,8) = er(t) + ca(t) + es(t),

con .
c1(t) = Bo, ca(t) = Bre™ 7, e3(t) = ﬂ2;eft/a-
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... NELSON-SIEGEL

> Riesce
* c1 & costante: lim;_,0 c1(t) = lims—o0 c1(t) = Bo;
* c2 & monotona decrescente se 31 > 0, crescente se 51 < 0,
(costante se 81 = 0).
Inoltre lim;_,q c2(t) = c2(0) = B e limi— 0o c2(t) = 0.
* Se B2 =0, c3(t) & costante. Se B2 > 0, c3 cresce fino a t* =a e
poi decresce (t* & punto di massimo assoluto). Se invece B2 < 0,
cs decresce fino a t* e poi ¢ crescente (t* punto di minimo
assoluto). Inoltre riesce lim; ¢ c3(t) = lim;— o0 c3(t) = 0.
> Di conseguenza, si pud interpretare
* c¢1 come componente di lungo termine (& I'unica che ha limite non
nullo in o),
* ¢ come componente di breve termine (il limite in 0 & non nullo)
* € c3 come componente di medio periodo (ha limite 0 sia in 0 che
in 00).
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... NELSON-SIEGEL

> Osserviamo ancora che
* Il tasso istantaneo per una scadenza ‘infinita’ &

f(ov OO) = tli}?o f(())t) = /80-

* Il tasso istantaneo a pronti (‘spot rate’) &

T(O) = f(0,0) = 7’(0,0) = }L{%f(oat) = fo + 1.

* Il parametro a € un parametro di posizione: non cambia il ‘tipo di
andamento’ della curva dei tassi, ma la ‘comprime’ (se a piccolo)
o ‘allunga’ (se a grande) infatti, & f(0,¢;a) = f(0, kt; ka).
> Per r(0,t) si possono fare le stesse osservazioni che per f(0,t). In
particolare r(0, 00) = Bo, 7(0,0) = r(0) = Bo + S, € le forme di
s — r(t, s) possono essere costanti, monotone o campanulari.

> In R: pacchetti fBonds, NMOF, YieldCurve, termstrc
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... NELSON-SIEGEL

00 01 02 03 04

Ficura: r(0,t): a =1, Bo = 0.2, 81 =
B2 = —0.5, —0.25, 0, 0.25, 0.5, 0.75, 1

0.1,
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... NELSON-SIEGEL

00 01 02 03 04

Ficura: r(0,t): a =2, Bo = 0.2, 81 =
B2 = —0.5, —0.25, 0, 0.25, 0.5, 0.75, 1

0.1,
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... NELSON-SIEGEL

0.08 0.12
! !

0.04
!

0.00
!

Figura: r(0,t): a =1, 2, Bo = 0.2, By = —0.1, B2 = —0.5

10
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... NELSON-SIEGEL

0.2
I

00 0.1

-0.1
I

Figura: r(0,t): a =1, 2, Bo = 0.2, 51

—0.1, B2 = —0.5
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PROPRIETA EMPIRICHE DELLA CURVA DEI TASSI

> Le curve dei tassi che si osservano in pratica rientrano fra le
seguenti forme:

piatta (flat);

* crescente (normale);

* decrescente (invertita);

*

*

*

campanulare (humped);
a S o a cucchiaio.

> La famiglia di curve dei tassi del tipo Nelson-Siegel cattura le
prime 4 forme.

> Al fine di riprodurre anche 'ultima forma, sono state proposte
alcune estensioni di Nelson-Siegel, in particolare il modello di
Svensson:

t t
f(07 t) = fo+ 516715/“ + IBQEe*t/a + /Bga_e*t/m.
1

L drd
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VALORE DI UN FLUSSO DI CASSA

> Data la struttura per scadenza dei tassi ad un’epoca t € T,
deriviamo il prezzo di un titolo che paga flussi pari a I, > 0 in
th, h=1,...,n,cont <t; <ty <...<ty. Indicato con P tale
prezzo, deve essere

P=> 5Bt ty) =Y Ie rtmtn=n,
h=1 h=1

> Infatti la strategia in cui acquisto in ¢ la quantita I, di TCN con
scadenza t, (h = 1,...,n) produce gli stessi flussi di cassa del
titolo in questione, quindi per la legge del prezzo unico il prezzo
del titolo deve essere uguale al valore della strategia.

> Il valore del flusso dipende quindi inversamente da un certo
numero di punti sulla curva dei tassi (‘fattori di rischio’).
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YIELD TO MATURITY

> L’Yield to Maturity (YTM, Redemption Yield, Rendimento a
Scadenza) ¢ il tasso interno di rendimento (supposto
esistente) r dell’operazione in cui si paga P in t e si riceve la
sequenza di flussi I, in tp, h=1,...,n:

n n
P = Z I m(bin)(th—t) — Z Ie "(tn=t)
h=1 h=1

> Si tratta quindi di un valore che sintetizza (una ‘media’) i tassi
r(t,tn), h =1,...,n e quindi verifica

mhin r(t, tp) <r < m}e:xr(t,th).

> Per un TCN che scade in ¢, = s, riesce r = r(t, s).
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... YIELD TO MATURITY

> Ipotesi sottostante 'YTM é che

* si detenga il titolo fino a scadenza.
* si possa reinvestire al tasso r fino all’ultima epoca ogni cash-flow
ricevuto.

Infatti, dalla definizione di YTM si deduce che

Per(tnft) — Z Ihe'r(tnfth).
h=1

> Difetto del YTM é quindi I’assumere una struttura per scadenza
piatta dei tassi e trascurare di conseguenza il rischio di
reinvestimento.

> Tuttavia I'YTM ¢ comunemente usato come misura del
rendimento di un’obbligazione.

> Se si ragiona in termini di tassi invece che di intensita, indicato
con 1% il tasso interno di rendimento, la relazione é ¢ = e" — 1.
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... CouPON BOND

> Nel caso di un coupon bond, sia I, = I perh=1,...,n—1e¢
I, = I+ C, dove I éla cedola e C' il nominale; inoltre sia
th=t+hAperh=1,...,n.
> Il coupon bond quota alla pari (sotto, sopra) se e solo se I'YTM
(tasso su base periodale) in = (1 +14)® — 1 coincide (¢ maggiore,
minore) con il tasso cedolare I/C.
* Riesce infatti, ponendo v = (1 +1)™2 = (1 +ia)~ 1,

P=I> (1+i) " 4+Cc+i)y s

h=1

=(1—o") (Iliv—c>+c.

% Quindi P = C se e solo se I/C = (1 —v)/v e quindi se e solo se
A = I/C.
> Ad esempio, un bond con cedole annuali pari a 3%, nominale 100
e scadenza 10 anni quota alla pari (sotto, sopra) se e solo se
P'YTM ¢4 =3% (>,<) (r =2.96%).
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PAR RATE

> Si chiama par rate (par yield, tasso di parita) relativo ad una
certa scadenza t, e frequenza A il tasso nominale c tale che la
corrispondente obbligazione con nominale C' = 100, che paga
cedole I = ¢A100 in t, =t + hA, quota alla pari.

> In altri termini il tasso cedolare ¢ A é il YTM su base periodale
dell’obbligazione.

> Data la struttura per scadenza dei tassi, deve essere

100 = I _ B(t, t;) + 100B(t, t,),
i=1
da cul si ricava
1— B(t,tn)
A ZZ:l B(ta th) ‘

> Per t € T fissato, la struttura per scadenza dei par rate ¢

c=c(t,n) =

n — c(t,n); n>1.

Il suo grafico ¢ la curva dei par rates.
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PAR RATE

> Riesce (ponendo ty = t)
*

1— B(t, t,)
AT Bln)

B B(t,t;) B(t,t;_1) — B(t,t;)
- Z DI t (t,tn) AB(t,t;)

c(t,n) =

Ly(t,tj-1,t;).

ZZh 1B(tt)

* Quindi il par rate ¢ una media pesata dei tassi a termine semplici;
¢ allora

mlan(t ti—1,ti) < c(t,n) < maXLf(t ti—1,t;).
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PAR RATE

> Dall’espressione dei par rate come media pesata, si ottiene inoltre
che il par rate é une media pesata del par rate precedente e del
tasso semplice e a termine corrente

> h=1 Bt tn)
c(t,n+1) = ac(t,n)+(1—a)Ls(t, tn, tn1), @ = Z 57—
h=1 B(t> th)
> quindi se la struttura per scadenza dei par rates ¢ crescente
(decrescente) allora sono dominati dai (dominano i) tassi a
termine corrispondenti.



RE

Gestione del Rischio Finanziario

... YIELD TO MATURITY

> B comune ragionare in termini di prezzo di un titolo come
funzione (decrescente) dell”YTM:

P=P(r)=>_ I ",
h=1

> Come si comporta P al variare di r?
*

P/(T) = — Z Ih(th — t)e_r(th'_t) <0
h=1
P'(r) =" In(th —t)%e "7 >0

h=1

* Quindi P é funzione decrescente convessa del’YTM. Al
crescere del YTM il prezzo decresce con tassi marginali
decrescenti

* Essendo P continua e lim, ,o P(r) =0e P(0) =Y, In si
deduce che I'YTM esiste unico se 0 < P < >, I.
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... YIELD TO MATURITY

> + La convessita implica che una variazione positiva dell’YTM
comporta una variazione (negativa) del prezzo in valore assoluto
minore della variazione (positiva) corrispondente ad un uguale
variazione di segno negativo dell’YTM:

P(r) — P(r 4+ Ar) < P(r — Ar) — P(r).

* Dividendo per P(r), lo stesso risultato si applica alle variazioni
percentuali (variazioni/prezzo):
P(r)—P(r+Ar) P(r—Ar)— P(r)
P(r) P(r) '
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DURATION (MACAULAY, 1938)

> Per calcolare approssimativamente 'entita delle variazioni
assolute e percentuali del prezzo si introducono le seguenti
quantita: la DOLLAR DURATION, $D e la DURATION D, definite
da ,
$D = —P'(r), D=—-2T) __(1og P(r)
P(r)

> La prima approssima la variazione di P, la seconda la sua
variazione percentuale, quando il YTM varia di una quantita
‘piccola’ Ar:

AP(r) = P(r+ Ar) — P(r) & P'(r)Ar = —$D Ar,

AP(r) _ P(r+ Ar) — P(r) ., P'(r)Ar
P(r) P(r) - P

=—-D Ar

RT7
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... DURATION

> La Duration puo essere interpretata come media temporale:
P'(r)
P(r)
S Ity — e (0

3

h=

—

con wy, = Ie= "=t / P(7).
> Si tratta quindi della media delle vite a scadenza dei flussi pesate
con i flussi scontati usando I'YTM.
> Riesce quindi
ti—t< D<t,—t,

e 'uguaglianza vale se e solo se ¢’¢ una sola scadenza. Quindi per
un TCN la duration coincide con la vita a scadenza.
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CONVEXITY

> L’approssimazione ‘del primo ordine’ che si ottiene con la
duration puo essere migliorata considerando un termine di
‘secondo ordine’;

* questo corrisponde ad approssimare con un polinomio di secondo
grado (parabola) piuttosto che di primo grado (retta).
* Si ha allora

AP(r) = —$D Ar + %$Conv (Ar)?,
AP(r)
P(r)

* Conv = P"(r)/P(r) é la CONVEXITY e $Conv = P”(r) ¢ la
DoLLAR CONVEXITY.

1
~_DAr+ 5Com) (Ar)2.

> La convexity ¢ il momento secondo (ponderato) delle vite a
scadenza:

Conv = Z wp(ty, — t)2.

h=1



o0

Gestione del Rischio Finanziario

. DURATION

> Se ragioniamo in termini di tasso ¢ piuttosto che di intensita r,
essendo il legame r = log(1 + 7), possiamo introdurre la funzione

P(i) = P(log(1 ZI;,(I—i—z (th=t)

> Riesce allora

*
- P'(log(1 + i D P D
Py= s tD) _ $D PO _ D _
1+ 1+i° D)  1+i
% dove MD = -2 & la DURATION MODIFICATA.

144
* Al fine di approssimare una variazione percentuale piccola A nel

tasso, si utilizza

AP(i)
PG
> Al secondo ordine: F”(z’)/F(i) = (Conv+ D)/(1+14)%

—MD Aj
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... DURATION

>

Esempio: coupon bond, cedole semestrali, scadenza 5 anni, cedole
2.5%, P = 87.23, YTM r=8% (i=8.33%, i2=4.08%), duration e
convexity D = 4.44, Conv = 21.23.

Ar (b.p.) | AP $D $D & $Conv | AP/P (%) D D & Conv
—400 17.08 1549 16.98 19.58 17.76  19.46
—300 12.50 11.62 1245 14.33 13.32  14.28
—200 8.13 7.75 8.12 9.32 8.88 9.31
—100 3.97 3.87 3.97 4.55 4.44 4.55

—80 3.16 3.10 3.16 3.62 3.55 3.62

—60 2.36 2.32 2.36 2.70 2.66 2.70

—40 1.56 1.55 1.56 1.79 1.78 1.79

—20 0.78 0.77 0.78 0.89 0.89 0.89

20 -0.77 =0.77 —-0.77 —0.88 -0.89 —-0.88
40 —1.53 —-1.55 —1.53 —1.76 —-1.78 —-1.76
60 —2.29 =232 -2.29 —2.63 —2.66 —2.63
80 —-3.04 —-3.10 -—-3.04 —3.49 —3.55 —3.48

100 —-3.78 —-3.87 —-3.78 —4.34 —4.44 —4.33

200 -7.39 =775 —-7.38 —8.47 —8.88 —8.46

300 —10.83 —11.62 —10.79 —12.41 —13.32 —12.37

400 —14.11 —15.49 —14.01 —16.17 —17.76 —16.07
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... DURATION
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DURATION DI UN COUPON BOND

> Nel caso specifico di un coupon bond, sia I, = I per
h=1,....n—1el, =14 C, dove I ¢la cedolae C il
nominale; inoltre sia t, =t 4+ h per h = 1,...,n (senza perdita
di generalita abbiamo preso A = 1, cioé cedole annuali).

> La duration ¢ funzione decrescente del tasso cedolare I/C" al
crescere della cedola diminuisce il peso del rimborso a scadenza

oD

ai/c) <"

> La duration & funzione decrescente del tasso di rendimento

oD

— <0,
or

un incremento del tasso di rendimento penalizza piu le scadenze
pit lontane

0o
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... DURATION DI UN COUPON BOND

> All’aumentare del numero di cedole, il comportamento della
duration non é sempre monotono: € crescente se ¢ < é (bond
quota alla pari o sopra la pari), mentre & prima crescente poi
decrescente se i > é (bond quota sotto la pari).

> Indicata con D,, la duration per il titolo con n cedole, e P, il
prezzo corrispondente, &

Poy1 = P, + 0" — Cv™(1 —v),

D, P, + I(n+ 1)v"* — Cnov™(1 — v) + Co™ Tt
PnJrl

Dn+1 =

n

[(n = Dn)(a —1) 4 a

v
Dn+1 - Dn =
Pn-‘,—l

cona=(5+1)v>0. Quindisea>1 (casoi < L) e D,
crescente con n, se « < 1 & Dy41 > D, se e solo se
n <D, + ﬁ

o4
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.DURATION DI UN COUPON BOND

> In ogni caso D, converge verso un valore limite; sfruttando le

Z v 1—o" n
v —_— —nv" ),
1—1) 1—w

si ottiene
D _nvn<1_é ﬁ )+61vv11vv
n— I v n n
11 —v") Fv
da cui 143
7
lim D, = —,
n—-4o0o 1

che ¢ la duration di una rendita perpetua.
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... DURATION DI UN COUPON BOND

o _|
(2]
ﬁ - T T. T T T e e T
o
N
T
a -7
8 -}
— i>l/C
0 -- i=lC
o - i<l/c
I I I I
0 50 100 150

Ficura: C =100,7=4%, I =2, 4, 6.
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