Calcolo integrale: esercizi svolti
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2 Calcolo integrale: esercizi svolti

1 Integrali semplici

Esercizio. Calcolare i seguenti integrali indefiniti:

1
(@) /%dm log |z +sinz| +¢, ceR]
3.’E—|—2 3 5
() /x2+1dx 510g($ +1)+2arctanz +¢, c€eR
dx
© | s tanz —cotz+c, ceR]
Svolgimento

(a) Consideriamo l'integrale indefinito

/ 14 coszx
——dx
T+ sinx
Poiche 1 + cosz ¢ la derivata di x + sin x, si ha che

1
/mdwzlog\x—i—sinxl—i—c, ceR.
T +sinx

(b) Consideriamo l'integrale indefinito

/3$+2dac
x24+1
Si ha che

3+ 2 3x 1
T2 e = - dr+2 | —— dz =
/x2+1 v /(x2+1+m2+1) v 2/ 21t /g:2+1 .

3
:§log(:c2+1)+2arctanx+c, ceR.

(c) Consideriamo 'integrale indefinito

/ dx
sin? z cos? x

x =1, si ha che

1 sin? z + cos? m
5 dr = T e
sin“ x cos*x sin“ x cos

=tanxz —cotx +c¢, ceR.

Poiche sin? z + cos?

1
dr =
/ sin? z
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2 Integrazione per parti

Esercizio. Calcolare i seguenti integrali indefiniti, utilizzando la formula di integrazione

per parti:

(a) /arcsinx dx [az arcsinz + V1 — 22 +¢, c€R|

1 2 |
(b) /x2log2xdx {3 3<log x—glog:c—i-g)—l- ceR

N
N

1 2 |
/:1:3\/27x2dx. {3x2(2x2) 71—5(27:1:2) +¢, ceR

Svolgimento

(a) Consideriamo l'integrale indefinito
/ arcsinz dx.

Integrando per parti si ha che

dr = xarcsinz + V1 — 22 + ¢, ceR.

/ arcsin x dr = x arcsinx —

x
/ V1— 22
(b) Consideriamo 'integrale indefinito

/(:1: log z)% dx = /x2 log? x dz.
Integrando due volte per parti si ha che

1 2
/x2log2xdw = §x310g2x—§/x210ga:da;:

1 2 2
= §$310g21,_ §x3logx—|—§/x2d:n:

1 2 2
= §x310g2x — §x3logx+ 2—7563 +c=

1 2 2
:§x3 <log2:c—3log:c+9>+c, ceR.
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(¢) Consideriamo 'integrale indefinito
/:v3 V2 —a22dr = /x2 (a;\/Z —:C2> dx .
Integrando per parti si ha che

/ZL‘Q (:m/2—3:2) dx :—;x2(2—$2)3+§/x(2—x2)

Njw

3 Integrazione per sostituzione

Esercizio. Calcolare i seguenti integrali indefiniti, utilizzando la formula di integrazione

per sostituzione:

(a) / dz { L L. ceR]

x log? x 2 log?

sin 2z
1+sin?z

(b)

dx [log (1+sin’z) +¢, c€ R}

(©) /\/{f\/@ [2VF 393 + 60T —6log (VT +1) +c, ceR)|

Svolgimento

(a) Consideriamo l'integrale indefinito

/ dx
zlog®x’
Posto t = log x si ha che dt = %dw. Quindi
dz 1 1 1
= —dt:—i—kcz— +C’ CGR
/ z log® x / t3 2t2 2log?
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(b) Consideriamo 'integrale indefinito

sin 2x 2sinxcosx

——dr = | ————— dx.
1+sin?zx 1+sin?z

Posto t = sinx si ha che dt = cosx dz . Quindi

2sinx cosx

2t 2 . 2
mdﬂf:/mdt:log(l+t)+C:10g(1+sln CU)"‘C, CER

(c¢) Consideriamo l'integrale indefinito
/ dx
NEERVL
Posto x = t%, si ha che dx = 6t° dt. Quindi

dx t3 1
— =6 —dt=6 (P —t+1—— ) dt=
/ﬁ+% /t+1 /( * t+1)

=263 31>+ 6t—6log |t + 1|+c = 2v/2—3Yz+6Yz—6log (¥ + 1) +c, ceR.

4 Integrazione delle funzioni razionali fratte

Esercizio. Calcolare i seguenti integrali indefiniti di funzioni razionali fratte:

r+1 { || _

T g log —— + arct +c¢, ceR

(a) /x(l ) x og g arctanx +¢, ¢ |
1 Vitaz? 1 ]

C el [1°g|‘2:c2“’ R
3 2 _ 1 ]

(c) /%dw {2x2+2log|x—2|+310g|x+3]+c, ceR

dx 6 2 V2 z+1
d _ log \| —F—— — —— arct R
(d) /m(:c2+2:c+3) {og P romy3 g Actan 7 +c¢, ce

/x2—1096+10 [ 22 13 z+1
0g

m xZ. — — arctan -+ C, Cc € R

vz +2x+5 2
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Svolgimento
(a) Consideriamo 'integrale indefinito

/ z+1 d
c(1+a2) "

Si ha che

_a@+l A BetC_ (A+Bp?+Crtd [A=C=1
z(1+22)  z  1+a22 z(1+ z?)

Quindi

/Hldm _/<1+ 1—w)d$_
z(1+ 2?) B x 1422 B
1 1 x
= [yt [ e [ e

log || + arct 22
= 10g (T arctanxr — — —F ar =
& 2. 14 22

1
= log |z| + arctan x — ilog(l +2%) te=

2|
V1+ a2

= log + arctan x + c, ceR.

(b) Consideriamo l'integrale indefinito

1
/7363 1+ 2% dx.

Si ha che

1 _é+B:L‘+C d<D:U—|—E>_A Br+C Dz +2E _
B(1+22) =z 1422  dr z? Sz 1422 w3

A=-1

4 3 2 B=1
_ (A+B)z*+ (C - D)2’ + (A—-2E)2* — Dx — 2FE

a a3(1+ 2?) C=D=0

1

E=—_.

2
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Quindi

[ T ) P
23 (1 + 22) B z 1422 dx\ 222 B
1 1 2x d 1
[ Cde s [ (L [
/a: x+2/1+$2 x+/dx< 2x2) o

1 1
:—log|wl+§log(1+x2)——+c:

22
V1 2 1
:logﬁ——ch, ceR.
|| 222

(c¢) Consideriamo l'integrale indefinito

/x3+1:2x
——dx.
22+z—-6

Eseguendo la divisione fra i polinomi si ha che

42—z 5

224+x—6 _I+m2—|—x—6.

Quindi
4+’ —x T 1 5%4
———dr = ) dx = ~2? /—d.
/x2+a:—6 g /<x+x2—|—x—6) Tt e ™
Si ha che
Sx A N B  (A+B)x+3A-2B A=2
(r—2)(z+3) -2 x+3 (x —2)(x + 3) B=3
Quindi
42—z 1 %4
L A /—d =
/x2—|—x—6 v 2" (x —2)(x +3) v

1, 2 3
_im +/($—2+x+3) du =

1, 1 1
_ L2, dr + 3 dr =
2x+/x—2x+ /a:+3”’C

1
:§x2+210g]az—2]+3log\x+3|+c, ceR.
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(d) Consideriamo 'integrale indefinito

/ dx
z(z? 42z +3)

Si ha che
1 _ A, BriC
r(x2+2r+3)  x 224+22+3
A=t
3
_(A+B)a*+ (24+C)z + 34 1
B z(x? + 2z + 3) — B__§
2
C=-:
3

Quindi si ha che

/dﬂf _/(1_1ﬂf+2)dx_
r(z2 +2r+3) 3z 322+42r+3 B

2z + 2 1 1
log |z| — / der — - | ————dz =
-3 6/) 22+22+3 3 22422 +3

1
310g|x\—710g(ﬂz +2z 4 3) —

- 4
3/x2+2x+3 v

x+1)2 ,
+ 1|, si ha che
(\/i ]

essendo 22 +20+3=(z+1)>+2=2

1 1
log|1:\—flog(33 +2x+3)—6 W
=)’ 41
2

z+1 1
osto t = , 81 ha che dt = — dx, quindi
p NG} /2 q
1 V2 1
3log\x]—flog(x +2$+3)—? o

1 1 2
:310g|33|—610g(:172+2x—|—3)—\Gfarctant—l—c:

1 1 2 1
:3log|x|—610g(m2—|—2m+3)—farctanx_‘_

+c=
6 V2

2 2 1
’ I —iarctani+c, ceR.

—log ¢ — X
C\V2r2:+3 6 V2



4. Integrazione delle funzioni razionali fratte

(e) Consideriamo l'integrale indefinito

/x2—10x+10 /x2—10x+10
rorr g [ T Y
23 + 222 + bx x(z? + 22 +5)

Si ha che
z2 — 10z + 10 A Bx+C

2125 45) 2+ 20+5

A=2
(A+ B)x?> + (2A+ O)x +5A
— =-1
x(z? + 22+ 5)
C=-14
Quindi
/:E—IO:L"—i—lO /< r+ 14 )
R — = dr =
(22 4 22 +5) x24+2x+5
/(2 4+ 1 13 )
pry _— — d.’L‘:
z 2242x+5 x24+2x+5
20+ 2 1
—ologle|— = [ -2 gp 13— 4
og [z 2/x2+2x+5 “ 3/x2+2x+5 “
1
=21 1 2 5 —-13 | ———dz
oglz| — og (z? + 2z + /$2+2$+5
Poiche )
1
242 +5=(x+1)2+4=4 (x;r ) +1],
si ha che

dx

| o :/W 2/

1
+c, ceR.

\+
v w\»—t

1
= —arctan
2

Quindi

/x2—10x+10

1 1
doz =21 — ~log(z® + 2z +5 —13/761
x(z? + 22+ 5) v oglel 2 og (¢" 42 +5) 22 +20 45

r+1

1 13
:210g|x]—ilog(m2+2x+5)—?arctan +c

z2 13 r+1
= log —— — — arctan

+ec, ceR.
Va2 +2x+5 2
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5 Integrazione con sostituzioni speciali

Esercizio. Calcolare i seguenti integrali indefiniti utilizzando la formula di integrazione

per sostituzione:

(a) /si111:n dz {log

(b) __dr [_1
2 V4 + 22 22+ xva? +4

. )
tanz‘—kc, ceR

+¢, ceR

dx [ T — |
c —_— arcsin +¢, ceR
(© /\/14—2:1:—;1:2 V2 ]
Svolgimento
(a) Consideriamo l'integrale indefinito
1
/ - dx.
sin x
Posto t = tan § si ha che dz = 1ft2 dt. Poiche sinx = %, si ha che
1 1
/ - da::/dt:log|t|+c:logtanx‘+c, ceR.
sin t 2

(b) Consideriamo l'integrale indefinito

/ dx

224+ 22

Posto z = 2sinht, quindi ¢ = settsinh § = log (% + %\/1’2 +4), da cui dzx =
2 coshtdt, si ha che

dx 1 1 et
/7:*/- 2 dt:/ 2t th'
224 +22 4 sinh®t (e —1)
Posto z = €!, cioe z = g+ %\/xQ + 4, da cui dz = e dt, si ha che
/ dx / e?t dt / z d 1 1 n
—_—m —_— = —_— 2= 7" C =
22 V4 + 22 (e2t —1)2 (22 -1)2 222 -1

1
=+, celR.

a2 + Va2 +4
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(¢) Consideriamo 'integrale indefinito

/ dx _/ dx
Vit2e—a2 ) V2—(z-1)2
Posto z—1 = /2sint, pert € [—Z, 2], si ha che t = arcsin £2, cost = v/1 — sin®¢

V2
e dr = /2 costdt. Quindi

= dt:t+c:arcsinx;+c, ceR.

6 Integrazione di funzioni definite a tratti

Esercizio. Calcolare i seguenti integrali indefiniti di funzioni definite a tratti:

ze? sex <0 elx—1)+c sex<0
(@) f(z)= ceR
sinz sex >0 —cosx +c¢ se x > 0,
—z3 sin (7 + m2?) sex <1
() flz)=
2 —8x+7 se x> 1.
1 1
—%:1:2 cos (mx?) + 2.3 sin (m2?) +¢ sex <1
ceR
1 1 10
§x3—4x2+7x+c+%—§ sex > 1,
Svolgimento
(a) Consideriamo la funzione
ze® sex <0
flz) =
sinx sex > 0.

Determiniamo una generica primitiva F' di f su R. Si ha che

/xe’”dm :xem—/e“d:c:xex—ex—i—cl:em(x—l)—i—cl, c1 € R,

/sinxdm = —CosSZT + o, co € R.

Quindi

ez —1)+c1 sex <0
|

—CcosST + ca se x > 0,
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dove c1,co € R sono tali che la generica primitiva F' ¢ continua in 0. Quindi deve

essere
F(0) = lim F(x).
(0) = lim F(z)
Poiche
F0)=1¢ —1, lim F(x)=cy—1,
z—0t

si ha che ¢; = ¢9. Quindi, posto ¢ = ¢y, si ha che una generica primitiva di f ¢

F(x) =

ez —1)+c sex<0
ceR.

—cosx + ¢ se x > 0,

Consideriamo la funzione
—23 sin (7 + m2?) sex <1
f(z) =

22 —8x 47 se x > 1.

Determiniamo una generica primitiva F' di f su R. Si ha che
—/ Ssin (r + ) de = /xS sin (72?) do = /x (332 sin (77:172)) dx =

integrando per parti

1 1
= —%xQ cos (mx?) + = /xcos (mx?) dx =
= —ixQ cos (mz?) + 1 sin (722) 4 ¢, ca €R,
27 272
1
/(x2—8m+7)da: :§x3—4x2+7x+02, e € R
Quindi
—i:cQ cos (mx?) + L sin (m2?) 4 ¢ sex <1
27 272 -
F(x) = )
1
g3 — 42 T+ o sex >1

3

dove c1,co € R sono tali che la generica primitiva F' & continua in 1. Quindi deve

essere
F(1) = lim F(x).
(1) = lim F(z)
Poiche
1 . 10
Fl)=c+ —, lim F(z)=co+ —,

2 z—1t 3
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13
si ha che
n 1 10
co=c+———.
2 TTor 3
Quindi, posto ¢ = ¢y, si ha che una generica primitiva di f &
1
2 2 . 2
—5.C cos (mz”) + WSID(WIE )+c sex<1
F(x) = ceR.
1 1 10
§x3—4x2+7x+c+%—§ se x> 1,
7 Integrali definiti
Esercizio. Calcolare i seguenti integrali definiti:
(a) / |62 — 7| sinz dx [6m — 6]
0
0 2sin?x + 3si 3 3 ]
(b) / .sm T 51121:10 + cos z dx £7r —2log2
—z (sinz — 1)(sin®z + 3) 6 |
% 1 \/5 T
e
g dx. —V2—-21 1——
(c) /e z(1—Iogz —1) v l V2 0g< 2 )_

Svolgimento

(a) Consideriamo l'integrale definito

™
/ |6x — 7|sinz dz.
0

Si ha che

™ z ™
/ |6;U—7r\sinxda::—/6(633—7T)Sinxdx+/ (6 — 7)sinxdx =
0 0 z

integrando per parti

= |:(6£C—7T) cosa:}g —6/g cosz dx + {—(63:—#) cosa:ﬁ +6/ coszdr =

=7 —6{811156}

S ol

+57T+6[sinac} = 61 — 6.

ol A
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(b) Consideriamo 'integrale definito

cosz dzx.

/0 2sin?z + 3sinz + 3
- . _ . 2
—z (sinz — 1)(sin“z + 3)

Posto t = sinx, da cui dt = cosx dx, si ha che

0 2sin?z+ 3sinz + 3 0 2t24+3t+3
/ : ) cosxdx:/ PRI IETY
—z (sinz — 1)(sin” z + 3) —1 (t—=1)(t2 +3)

2

Si ha che
2t + 3t +3 A Bt+C (A+B)t*+(-B+0O)t+3A-C
(—1)E+3) -1 #+3 G- 1)E+3)
A=2
= < B=0
C=3

Quindi si ha che

0 2t24+3t+3 0/ 2 3
————dt = —— ) dt=
/_1(t—1)(t2+3) /_1<t—1+t2+3)

1
[1og\t—1y +f/ *)f dt =
t 1 \f
= —-2lo 2+\/§{arctan} — 2log 2.
g 7l =6 g

(¢) Consideriamo 'integrale definito

nlw

e 1
dx.
/e z(1—+logz —1) v

Posto t =logx, da cui dt = %dx, si ha che

Nlw

€ 1 2 1
d :/ ———dt.
_/e z(1—+/logz —1) Tho1iviod
Posto y = v/t — 1, da cui t = y? + 1 e quindi dt = 2ydy, si ha che

2 1
/ dt—2/ dy—2/ (1—)dy:
1 0 1—-y

V2
2 2
:2{—y—log|1—y”02 —_— 2—210g<1—\2[>.
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8 Altri esercizi

Esercizio 1. Scrivere lo sviluppo di McLaurin arrestato al sesto ordine della funzione

f(x) = arctanx - / et dt.
0

Svolgimento

E ben noto che se g ¢ una funzione continua definita in un intorno di 0 e se a > 0, allora
€T
o) =o(al). v-0 — [ gdt=o(la"!), =0,
0
Quindi utilizzando gli sviluppi di McLaurin delle funzioni arctanx e e€® si ottiene

f(z) = arctanx - / e dt =
0

<x ;x3+;x +0(:c5)>-/0x<1—t2+;t4+0(t4>> dt =
(m—;x3+;x5+o<x5)>-([t—;t3+110t5}:+0<x5)>:
:(JJ—;Z‘3+;IE5+O(5)>-(1‘ §$3+110:L‘5—|—0(:E5)):

2 37
$2—§$4+%$6+0( 6), xz — 0.

Ne segue che lo sviluppo di McLaurin arrestato al sesto ordine di f e

2 37
f(x)—xZ—gx —I—%x +0( 6), x — 0.

Esercizio 2. Scrivere lo sviluppo di McLaurin arrestato al nono ordine della primitiva

della funzione
f(z) = cos 22>

che si annulla in z = 0.

Svolgimento

Essendo f continua, per il Teorema fondamentale del calcolo integrale, la funzione
X X

= / ft)dt = / cos 2t dt & la primitiva di f che si annulla in z = 0. Inoltre, &
0 0

ben noto che se g ¢ una funzione continua definita in un intorno di 0 e se o« > 0, allora

s@=olla”), 20 — [“gyar=o(ja"*), z—o0.
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Quindi utilizzando lo sviluppo di McLaurin della funzione cos s si ottiene

T T 2
F(x) = / cos 2t2 dt = / <1 —at+ 8 40 (t8)> dt =
0 0 3

= ([t—§t5+2t9r+0(x9))—x—2x5+2x9+0(x9), z — 0.

27 ) 27

Ne segue che lo sviluppo di McLaurin arrestato al sesto ordine di F' e

0

2 2
F(x):x—5x5+§x9+o(x9), x — 0.

Esercizio 3. Calcolare 'area delle seguenti regioni di piano:

1 1. (1+]log2\]

(@) A={(z,y)eR*: 1<2<2,0<y< ——— {log()
x(1—10g2x> 2 1—log2/]

2

b) B={(zr,y) eR*: —V5<z< 1, v <0} [10 3- 2
) {( v) Zra/E—1 0" 1

(¢) Cz{(x,y)eRQ: léxée,ng<yéx2}. {1<e3+1—\ﬁ)]

Svolgimento

(a) Posto f(x) = m, osserviamo che per 1 < x < 2 si ha che f(x) > 0. Quindi
Parea di A ¢ data da

2 2 1
Areay = / f(x)de = / ———dux.
1 L x (1 — log? a:)

Posto t = logx, da cui dt = %dx, si ha che

2 1 log 2 1 1 rlog2 1 1
—da::/ 7dt:f/ (+) dt =
/1x(1—1og2x) o 1—1¢2 2 Jo 1—t 1+t

1 log2 1 1+t\]82 1 1+1log2
= _|—log|l —t|+log|l +t = _ |log [ —— =Zlog [ —=2).
[ log |1 — 1] +log 1+ 4l] 2{°g(1—t>}0 2 Og(l—log2)

. <19 . N _ l 1+10g2
Quindi I'area di A ¢ Areas = 5 log (1_10g2).
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(b)

Posto f(x) = Mﬁ, osserviamo che per —/5 < 2 < —1 si ha che f(z) < 0.
Quindi 'area di B e data da

-1 -1 T

postot =22 —1,dacui 2? =t> + 1 e zdx = tdt,

-1 T 0 t 0 1 1
:_/ —dx:—/ 7dt:—/ ( _ >dt:
VB a2+ 222 -1 2 (t+1)2 2 \t+1 (t+1)

log ¢ + 1] + — r log 3 — 2
— llo = 10 —_ —.
& t+1)), 2773
Quindi I'area di B ¢ Areap = log3 — %

— ez i <z < esi < a2
Posto f(x) YT osserviamo che per 1 < z < e si ha che f(z) < =z
Infatti,

~ logz _ logz
x\/4 + 3log?x \/4+ 3log?z
P _ log x — .3 : ’:

e le funzioni g(z) 7\/‘% e h(z) = z° sono crescenti nell'intervallo [1, €] con
0<g(x) < \1[ < h(x) < €3 per ogni = € [1,e]. Ne segue che g(z) < h(z) per
ogni z € [1,¢], cioe f(x) < x* per ogni = € [1,e]. Quindi 'area di C' & data da

Area, / ’ z? logz dx { } / _ losz
C = _——_— =

1 x\/4 + 3log?x x\/4 + 3log? x
posto t = log z, da cui dt = %dx,

501 [ =5 (2 -0) - [ sy

:1(63—1)— B\/mrz

1
3 o 3

(63+1—ﬁ).

Quindi 'area di C' & Areag = % (e3 +1-— ﬁ)



