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1 La derivata direzionale

In questa sezione, E sara un sottoinsieme aperto di RY, x, un punto di F
e f : E — R una funzione. Vogliamo estendere il concetto di derivata gia
introdotto nel caso N = 1. Iniziamo con il fissare una “direzione”, ossia un
vettore v € R tale che ||v]| = 1 (detto anche “versore”). Chiamiamo, se
esiste, “derivata direzionale” di f in @, nella direzione v il seguente limite

lim f(xo +tv) — f(xo)
t—0 t

Y

che verra indicato con il simbolo

0
L ).

Se v coincide con un elemento e;, della base canonica (ei, es,...,ey) di RY,
la derivata direzionale si chiamera “derivata parziale” k—esima di f in x( e si
indichera con

of
3_xk<w0)
Se zo = (29,29, ...,2%), si ha quindi:
OF () — i L0t 1) = S(@0)
afk- 0 t—0 t
i S et aR) — flaf b af . a)
t—0 t ,

per cui si usa parlare di “derivata rispetto alla k—esima variabile”.

Esistono delle funzioni che, pur avendo derivate direzionali in tutte le possi-
bili direzioni, non sono continue. Ad esempio, la funzione f : R? — R definita

da o
fo0) ﬁ se (z,y) # (0,0),
l',y =

0 se (xay> = (070)7



ha tutte le derivate direzionali nulle in @y = (0,0), ma non ¢ continua in tale
punto, come si vede considerando la restrizione alla parabola {(z,y) € R? :
y = 2%}. Questo fatto ci porta a cercare una generalizzazione piu appropriata
del concetto di derivata.

2 1l differenziale di una funzione a valori sca-
lari

Definizione. Diremo che la funzione f e “differenziabile” in x, se esiste una
applicazione lineare ¢ : RN — R per cui si possa scrivere

f(®) = f(zo) + Uz — x0) +7(x),
dove r ¢ una funzione tale che

m &) .
==ao |2 — |

Se f e differenziabile in x(, 'applicazione lineare ¢ si chiama “differenziale” di
f in x( e si indica con il simbolo

df (zo) .

Teorema. Se f e differenziabile in x, allora f e continua in x.

Dimostrazione. Sappiamo che 'applicazione ¢ = df(x(), essendo lineare, &
continua e £(0) = 0. Ne segue che

lim f(x) = lim [f(x) + l(x — xo) + ()]

r—xT( T—x0
= f(xo) + £(0) + lim r(x)
x—x0
~ flao) + lim —® i ||z — o
a0 || — @] 20
= [(=o) -

Seguendo un’abitudine consolidata per le applicazioni lineari, si usa spesso
scrivere df (xo)h invece di df (xo)(h).

Teorema. Se f e differenziabile in x, allora esistono tutte le derivate di-
rezionali di f in xy: per ogni direzione v € RY si ha

of

a,U(a:o) = df (xo)v .



Dimostrazione. Usando la definizione di differenziale, abbiamo

f(@o + tv) — f(x0) df (zo) (tv) + 1(xo + 1v)

lim = lim
t—0 t t—0 t
~ im tdf (zo)v+ r(xo + tv)
t—0 t
t
t—0 t
d’altra parte, essendo ||v|| = 1, si ha
t
lim M = lim M:O,
=0 2o [T — @]
da cui la tesi. ]

In particolare, se v coincide con un elemento ey della base canonica (e, es,
.,en), si ha:
of

8—3%(270) = df(m(])ek
Scrivendo il vettore h € RY come h = hie; + hsoes + ... + hyen, abbiamo
df((l?g)h = hldf(wo)el + hgdf(wo)ez + ...+ hNdf(.’Bo)eN

= gL o) + g (o) + -+ iy (),

8 (w0)+h28 o

ossia

$0 h Z 0xk

Introducendo il vettore “gradiente” d1 f in x

V(o) = (j—gi(wo), I (oo %@co)) ,

df (zo)h =V f(z0) - h

si puo scrivere

3 Funzioni di classe C!

Il seguente risultato ¢ noto come “teorema del differenziale totale”.

Teorema. Se f possiede le derivate parziali in un intorno di & ed esse sono
continue in xq, allora f é differenziabile in x.

Dimostrazione. Supporremo per semplicita di notazioni N = 2. Definiamo
'applicazione lineare £ : R? — R che ad ogni vettore h = (hy, hy) associa



Vedremo che ¢ & proprio il differenziale di f in xy. Intanto, e lineare, come si
vede immediatamente. Inoltre, scrivendo g = (29,29) e & = (21, 23), per il

teorema di Lagrange si ha

f(@) = flxo) = (f(z1,22) — f(ad,22)) + (f (2], 22) — f(a7,23))

0 0
= L) — o) + &) e — ).

per un certo &; € 2%, 21 e un certo & € |29, xo[ . Quindi,

r(x) = f(x) — f(xg) — l(x — xp)

{8f (€1, 72) — gfﬂfl (xl,xg)} (21 — 29) +
0 0
+ [afz( 1,6) — afz(acl,xg)] (20 — 23,
ed essendo |z — 29| < [|& — x| e |z2 — 23| < ||& — 0|,
@l _|of 0f o |, |05 0f (0 1o
Ha:—a:OH ‘ (517 ) a_xl($1a$2) +‘8 ( 1752) xQ(:El,xQ)

Facendo tendere & a @, si ha che (&1, 22) — (29, 29) e (29, &) — (29, 29) per

cui, essendo g—mfl e gf continue in xy = (29, 29), si ha

@)

— O7
== [ — |

da cui la tesi. n

Diremo che la funzione f ¢ di classe C! su E se f possiede le derivate
parziali ed esse sono continue su tutto £. Dal teorema precedente segue che
una funzione di classe C! ¢ “differenziabile su E”, ossia in ogni punto di E.

4 Derivate parziali successive

Supponiamo, per semplicita, N = 2. Consideriamo E, un insieme aperto di

R? e una funzione f : E — R che abbia le derivate parz1ah %, % in tutti i

punti di E. Se esse posseggono a loro volta derivate parziali in un punto x,
queste si dicono “derivate parziali seconde” della f in x( e si denotano con i

simboli

o*f o of O f 90 of
8_35%@30) Dy Oy B, (T0) x50 (@o) = Dy By B, (@0
o*f o of O*f o of

T0r0m, P = 5y A, ) gz (®0) = 55, (@)



92 f o%f
Oxo0x1’ 011072

Teorema (di Schwarz). Se esistono le derivate parziali seconde
in un intorno di xqy ed esse sono continue in xq, allora
0 f o f

Tn) =

833281’1 0 81‘18.’132 (:BO) ’

Dimostrazione. ! Sia p > 0 tale che B(xg,p) C E. Scriviamo xy = (29, 29) e
prendiamo un @ = (x1,22) € B(xo, p) tale che z1 # 29 e 29 # 3. Possiamo
allora definire

fxy,@2) — f(21,23) fly, w2) — f(a}, 72)

i _
Ty — 13 o e, e) xy — Y

9(1'1, IQ) =

Si verifica che vale I'uguaglianza

g(a1,x2) — g(2},22) _ (@1, 22) — h(21,23)
ry — Ty — 1Y '

Per il teorema di Lagrange, esiste un &; €]z9, x,] tale che

8 P
g(z1, ) — g(af,x2) g %(fhxz) - 6—5(517958)

xy — Y COn (1w2) = Ty — ) ’
ed esiste un & € |29, x5 tale che
) 0
h(l’l,ﬂjz) — h<$1,£€g) oh 8_1i($1’§2) - %(l&)?f?)
0 = ($17§2) = 0 .
To — Ty Oa r1 — 19

Di nuovo per il teorema di Lagrange, esiste un 1, € |29, 75 tale che

%(5171‘2> - 38—51({1,178) . a2f

x2_$g - ax26$1 (€1a772)’
ed esiste un 7y € |29, z4[ tale che
(;97];(131752) - 5—{2(9:?,52> 0f (0. )
T1 —.Z'? N 811710372 ", s2) -

Quindi,
0% f *f
8@8331 (gh 172) N 8x18x2 (771’ §2> ’
Facendo tendere & = (1, 72) a o = (27, 29), si ha che sia (£, 12) che (ny,&)
tendono a xq, e per la continuita delle derivate seconde miste si ha la tesi. =

Diremo che la funzione f ¢ di classe C% su E se f possiede tutte le derivate
parziali seconde ed esse sono continue su tutto F. Dal teorema precedente
segue che se una funzione di classe C2, le derivate parziali “miste” sono uguali.

IDimostrazione solo accennata a lezione.



E utile definire la “matrice hessiana” di f nel punto xg:

Sl(xo) F2h (o)

8x% Oxo0x1

o (x0) 82_f(w0)

0x3
se f ¢ di classe C?, si tratta di una matrice simmetrica.

Quanto sopra si puo estendere senza difficolta alle funzioni di N variabili,
con N qualunque. Se f ¢ di classe C?, la matrice hessiana risulta allora una
matrice simmetrica del tipo N x N.

Procedendo per induzione, si possono definire le derivate parziali n—esime
di una funzione. Si dice che la funzione f & di classe C" su E se f possiede
tutte le derivate parziali n—esime ed esse sono continue su tutto E.

5 La formula di Taylor

Supponiamo ora che f : E — R sia una funzione di classe C"!, per un certo
n > 1.

Consideriamo come sopra, per semplicita, il caso N = 2. Introduciamo le
seguenti notazioni:

0 0
Dﬂm = 3. > Dwz = >
3:51 8952
3: = il ) DCC1D$2: > ) 925 = i )
L oz? 011019 2 0x3

e cosl via, per le derivate parziali successive. Si noti che, per un vettore
h = (hl,hg) € RQ, si ha

df (zo)h = h1 Dy, f(20) + haDa, f(x0),
che risultera conveniente scrivere
df(wo)h = [thm —+ hQDxQ]f(.’.Uo) .

In questo modo, possiamo pensare che f viene trasformata dall’operatore
[h1 Dy, + hoD,,| nella nuova funzione [hyD,, + hoD,,|f = hi Dy, f + hoD,, f.

Dati due punti xy e  in RY, si definisce il “segmento” che li congiunge:
[, ] = {xo+ t(x —x0) : t € [0,1]};
analogamente, scriveremo
Jxo, x[={xo +t(x —x0) : £ €]0,1] }.

Supponiamo ora che [@g, x| sia un segmento contenuto in F e consideriamo la
funzione ¢ : [0,1] — R definita da

o(t) = f(xg +t(x — x)) .

6



Dimostriamo che ¢ ¢ derivabile n + 1 volte su [0, 1]. Per ¢ € [0,1], essendo f
differenziabile in ug = xg + t(x — @), si ha

f(u) = f(uo) + df (uo)(u — uo) +7(u),

con
lim r(w) =0.
w—uo [|u — |
Quindi,
lim M — lim f(wO + S(CI) - Cﬂo)) - f(iB() + t(:c — w0>)
s—t s—1 s—t s —1t
— lim df (xg +t(x — x0))((s — t)(x — x0)) + (20 + 8(T — TY))
st s—t
= df (o + t(z — xo)) (@ — @) + lim r(xo +Ss(_:ct— x)) |
ed essendo
i | T @0t s@—mo))| . [r(w)] 12— o] = 0
s—t s —t wsug ||’LL—’LLO|| 0 5
si ha t
¢'(t) = lim M =df (xo +t(x — xo)) (T — ) .

s—t s—t

Con le nuove notazioni, ponendo & — &y = h = (hy, hy), abbiamo
¢'(t) = [hDq, + haDy,] f (o + t(x — x0)) = g(@0 + t(T — X0)) |

dove ¢ ¢ la nuova funzione [hyD,, + hoD,,|f. Possiamo allora iterare il pro-
cedimento, e calcolare la derivata seconda di ¢:

¢"(t) = [ Dz, + haDy,]g(@0 + t(x — o))
= [thxl + hQD:EQthDm + hQDZ-Q]f(mO + t(.’.U — wo)) .

Per brevita, scriveremo
¢"(t) = [h Dy, + ha Dy, ] f (0 + t(z — o)) -

Notiamo che, usando la linearita delle derivate parziali e I'uguaglianza delle
derivate miste (teorema di Schwarz), si ha

(M Dy, + hoDy, ) f = hiDZ2 f + 2hiho Dy, Dy, f + h3 D3, f
= [hiDZ, + 2h1heD,, D,, + h3D2 ] f .

Osserviamo che ’espressione

[h1 Dy, + hoDy,)* = [WD2, + 2hiho Dy, Dy, + h3D? ]

7



si ottiene formalmente come il quadrato di un binomio. Procedendo in questo
modo, si puo dimostrare per induzione che, per k =1,2,...,n+ 1, la formula
della derivata k—esima di ¢ ¢

¢W(t) = [ Dy + ho Dy, )" f (o + t(m — 20))
e che, usando formalmente la formula del binomio di Newton, si ha
ok o
D, + haD. )~ [z ( .)h';—m;Dﬁ:ngQ]
, J
7=0

(in questa formula, i simboli DY e DY vanno interpretati come l'operatore
identita).

Per poter scrivere agevolmente la formula di Taylor, introduciamo la no-
tazione

d* f(xo)h* = [ Dy, + hoDy, )" fa) .

Teorema. Sia f: E — R di classe C"™! e [z, ] un segmento contenuto in
E. Allora esiste un & € |xg, x| tale che

f(@) = pn(@) + r0(),

dove

1 1
pn(x) = f($0)+df($o)(w—$o)+ngf(wo)(w—wo)2+~ : *Ednf(ﬂ?o)(w—iﬂo)n
e il “polinomio di Taylor di grado n associato alla funzione f nel punto x,” e

(@) = —— " F(€) (@ — 20)"™

(n+1)!
e il “resto di Lagrange”.

Dimostrazione. Per la formula di Taylor applicata alla funzione ¢, si ha

o(t) = ¢(0) + ¢'(0)t + §¢"(0)t2 +.+ aéﬁ( ()" + m¢( e
per un certo & €10,¢[. La formula cercata si ottiene prendendo t = 1 e sos-
tituendo i valori delle derivate di ¢ trovati sopra. ]

Il polinomio di Taylor si puo anche scrivere nella forma compatta
"\ 1
pul@) = 3 2 (o) — wo)F
k=0

con la convenzione che d°f(zo)(x — x)°, il primo addendo della somma, sia
f(x0). Si ha quindi

n

1

pu(@) = 3 gyl = #)Ds, + (2 = YD a0
"1 k L ok - N
- ; %l <Zo <]) Wlfajm(wo) (21 — 29 (2 — xQ)j) .



Puo essere utile la seguente espressione per il polinomio di secondo grado:

po(@) = flao) + V(o) - (z — 20) + %(Hf(a:o)(a: _ w0)> (@ — x0).©

Il teorema sopra dimostrato resta valido per qualsiasi dimensione N, pur
di interpretare correttamente le notazioni: ad esempio, per un vettore h =
(hi,ha, ..., hy), si dovra leggere

d* f(xg)h* = [M Dy, + hoDy, + ...+ hy Dy )" f(20) .

6 1l differenziale di una funzione a valori vet-
toriali

Sia E un sottoinsieme aperto di RY, &g un punto di E e f : E — RM una
funzione.

Definizione. Diremo che la funzione f é “differenziabile” in xo se esiste una
applicazione lineare { : RN — RM per cui si possa scrivere

f(®) = f(zo) + Uz — x0) +7(x),
dove r & una funzione tale che

lm &) o
T |

Se f é differenziabile in x, I'applicazione lineare { si chiama “differenziale” di
f in x( e si indica con il simbolo

df (xo) .

Siano fi, fa, ..., far le componenti di f, per cui

f(x) = (filz), falz),..., fu(x)).

Teorema. La funzione f é differenziabile in xq se e solo se lo sono tutte le
sue componenti. In tal caso, per ogni vettore h € RY si ha

df (zo)h = (dfi(zo)h, dfs(zo)h, . . ., dfr(zo)h) .

Dimostrazione. Considerando le componenti nell’equazione

f(@) = f(zo) + l(x — o) + 1(x),

possiamo scrivere

fi(@) = fi(zo) + {j(x — x0) + 15(2)

con j=1,2,..., M, e sappiamo che

limﬂ:0 = limﬂzo perogni g =1,2,.... M,
a0 ||z — x| a—eo ||z — x|
da cui la tesi. n



