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Integrali curvilinei e integrali doppi
1 — Integrali curvilinei di prima specie

Prima di iniziare la trattazione di questo argomento diamo la definizione di curva. Per curva nello
spazio R® intendiamo un sottoinsieme vdi R? i cui punti sono definiti da tre funzioni: x =x(1),

y=y(t) e z=2z(t) con ¢ variabile in un sottoinsieme di R . Quando parliamo di arco di curva in-

tendiamo che 7 varia in un intervallo [a,b] chiuso e limitato. In genere ci si occupa di archi di curva.

Il sistema di equazioni

(1)
(1)
(1)

si chiama rappresentazione parametrica di ¥. In generale una curva ha infinite rappresentazioni pa-

x=x
(1) y=y con tela,b]
2=z

rametriche. I punti A=(x(a),y(a),z(a)) e B=(x(b),y(b),z(b)) sono detti estremi della curva.

Una curva v si dice chiusa se ogni rappresentazione parametrica ¢ tale che A=B.

Una curva v si dice semplice se ogni suo punto ¢ estremo di non piu di due curve 7y; e ¥, contenute
in Y.

Se si fa variare il parametro ¢ da a a b, la curva 7y viene percorsa in un verso; facendo variare t da b
ad a la curva y viene percorsa in senso opposto. Uno dei due versi si chiama positivo, 1’ altro negati-
vo. Quando su di una curva 7y viene fissato un verso positivo (scelta del tutto arbitraria), la curva si
dice orientata. Sono molte le situazioni in cui ¢ importante la scelta del verso di percorrenza della
curva.

Figura 1 — Arco di curva Figura 2 — Curva semplice Figura 3 — Curva non Figura 4 — Curva
semplice regolare. regolare chisa semplice generalmente regolare

Se le funzioni x=x(¢), y=1y(t) e z=2z(t) sono derivabili in [a,b] e le derivate non sono tutte

contemporaneamente nulle, allora la curva di dice regolare. Si ha quindi:
x?()+y?(t)+27(¢)>0.

In questo caso si diche anche che le (1) costituiscono una rappresentazione regolare della curva

regolare .

Ricordiamo inoltre che se Py ¢ un punto della curva regolare v, corrispondente al valore #,, in Py esi-

ste la tangente alla curva y e questa ¢ rappresentata dalle equazioni:

x—x(to) _ y—y(lo) _ Z_Z(to)

x'(1,) y'(1) z2'(1,)
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Si intende che se uno dei denominatori ¢ nullo il rapporto che lo contiene non compare nella catena
di uguaglianze['].

Quando la curva 7y ¢ orientata si attribuisce un’orientazione anche alla tangente. Tanto per le idee se
la curva ¢ orientata nel verso determinato dai valori crescenti del parametro, sulla tangente alla cur-
va in Py si prende come verso positivo quello per il quale i coseni direttori["] risultano uguali a:

@) x'(t,) , y'(1) , ' () .
\/X'Z(to)"'y,z(to)"'zrz(to) \/xlz(to)"'y'z(to)"'z'z(to) \/X'Z(to)"'y,z(to)"'zrz(to)

Supponiamo che l'intervallo [a,b] in cui sono definite le x=x(¢), y=y(r) e z=2z(t) si possa
dividere in un numero finito di intervalli parziali mediante 1 punti: a =¢, <t, <t,<...<t _, <t =b,

in modo che al variare di 7 in ognuno di questi intervalli parziali, la curva sia semplice e regolare. Si
dice allora che le equazioni rappresentano una curva generalmente regolare.

Sia ora f(x,y) una funzione continua in un insieme D < R’ e siay un arco di curva semplice e re-
golare contenuto in D. Dividiamo Y in N archi disgiunti v, V2, V3, ..., ¥i» ... Yn € sia /; la lunghezza
del generico arco v; , indichiamo con & = max{/;, i = 1,...,N}. Si prenda sulla curva ¥y; un punto

N
Qi(xi,yi) e si scriva la quantita Z f(x,y)-L. Sotto le suddette ipotesi esiste il limite
i=1

N
lim E f(x,y,)-1 esiscrive
80 L -

p

limif(xi,yi)-li =J.f(x,y)ds.

350 L

Chiameremo questo integrale: integrale curvilineo della funzione f(x,y) lungo la curva y.

Se la curva y ha una rappresentazione parametrica tipo

(1) ;z);((tt)) con tela,b]

allora si puo0 scrivere:

y_y(to) _ Z_Z(tO)
y,(to) Z,(to)

["] In geometria analitica i coseni direttori di una retta sono i coseni degli angoli convessi che la retta forma con gli assi
coordinati. I coseni direttori sono individuati in valore e segno se la retta ¢ orientata. Nello spazio i coseni direttori altro

['] Per esempio, se x’(to) =0 allora ’equazione della tangente ¢

non sono che le componenti del versore associato alla retta. Se una retta » ¢ individuata dal vettore v = (vx,vv,vZ ) ,1co-

seni direttori sono:

cos (rx) =
—~ Vv

cos (ry) =

—~ v”
COS(}"Z): =
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) [ £ Gas=[ 5 (xte) W= @)+ (0 e

Y

Se la curva 7y ha una rappresentazione cartesiana del tipo y = h(x), con x € [p,g] allora si pu0 scrive-
re:

4) J.f(x,y)ds=J.:f(x,h(x))4/1+h'2(x)-dx.

Vale la seguente proprieta: se sull’arco di curva regolare v, di estremi A e B, si fissa un punto P e si
indica con Y’ I’arco di estremi A e P e con Y"' I’arco di estremi P e B, si ha:

[ £ Ce)ds=[ 5 (xy)ass [ 5 (xy)as

E facile capire che se f(x,y) = 1, Iintegrale curvilineo altro non & che la lunghezza della curva e dal-
la (3) si deduce che

ds=/x"(t)+y™(t)dt ["].

Se I’integrale curvilineo viene esteso ad una curva ¥ chiusa, spesso si utilizza il simbolo (JS

Y

Prima di fare degli esempi diamo un sistema di coordinate mol-
to utile: il sistema di coordinate polari. Nel piano, un punto vi

P(x,y) pud essere individuato anche dalla coppia di numeri

(p,0) che sono legati ad x e y dalle relazioni:

|
x=pcos0 P :
y =psend :
e |
Nella figura ¢ illustrato il legame tra le grandezze. p € 6 sono l w

chiamate coordinate polari nel piano. Figura 4 — Coordinate polari ¢ coordina-

te cartesiane.

le equazioni inverse si ricavano facilmente e si ottiene:

['] Da cid segue, per una curva nello spazio di equazioni parametriche (1), che ? = \/x'Z (t) +y7 (t) +z7 () e quindi
t

i coseni direttori dell’asse tangente ¢ in un punto generico della curva, possono essere scritti nella forma:

cos ) = <) _dedr _de
\/x’z (1)+y?2(t)+z7(r) drds ds
cos()/’\t)= > tO) =dy a =ﬂ
\/x’z(t)+y'2(t)+z'2 (r) dtds ds

~ (1) _dzdi _dz

COS(ZI

)=\/x’2(t)+y'2(t)+z'2 () Cdrds  ds
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p=yx’+y’
th)zZ
X

Nella seconda equazione si ha anche x=0, y>0 = 6=E ex=0, y<0 = Gz%.

2

ESEMPIO 1 - Calcolare 'integrale curvilineo j ~—ds dove 7 ¢ la circonferenza di centro

X +y
Y
I’ origine e raggio r.
Utilizzando le coordinate polari, le equazioni parametriche della circonferenza sono:
{x =rcos0

, 0£0<2m;
y =rsend

] x'=-rsend . .
si ha da cui segue, utilizzando la (3):
y'=rcos0

2 2 2 2 2n 2
J. 2y 5 dszj. > rzsen ? 5 \/rzsenze+r2 cos? Odezj. Mrdez
o r cos 0+r-sen0 0 /

2n

=Tr
0

{9—sen9c0s9}
2

0

ESEMPIO 2 —Calcolare I’integrale curvilineo J. xyds dove y ¢ I’arco, contenuto nel primo quadran-

Y
te, dell’ellisse avente centro nell’origine e semiassi a e b.

.. . . T ..
Le equazioni parametriche di Y sono: x=acos0, y=bsend con 0<0< R Si ha:

0

jxyds = jzab cos GsenG\/azsenZG +b* cos>0d0 = abjzcos Osene\/a2 - (a2 -b’ )cos2 0do
0
v

Quest’ultimo integrale si calcola ponendo u =cos> 0 da cui segue che du=-2cos0sendd0 e, per

0=0, u=1 e per e:g, 1 =0. Si ha quindi:

abj.ozcos 6sen6\/a2 —(a2 —bz)cos2 0d0 = —a—zbj.lo\/a2 —(a2 —bz)udu =
0

_ab_ 1 jl_(az_bZ)[az_(az_bZ)u}“du:

2 ad b
_ab 1 20, o, W2 O_ab(a2+ab+b2)
) az—b2[3(a (a*=2")) 1 = 3(ath)
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ESEMPIO 3 — Calcolare I'integrale curvilineo J. J1+ x> +3yds dove ye& I’arco di parabola y=x,
Y

per 0<x<3.
In questo caso, essendo Y data in coordinate cartesiane, possiamo utilizzare la (3). Essendo quindi
y'=2x,siha:

3 3

J‘«/l+x2 +3yds=j \/1+x2+3x2\/1+4x2dx:j (14427 ) dr =39,
0 0

Y

0

E naturale ’estensione ad integrali curvilinei su curve nello spazio. Sia f(x,y,z) una funzione

continua in un sottoinsieme D — R’ e sia Y un arco di curva semplice e regolare contenuto in D, di
equazioni (1). Allora

b
a

If(x,y,z)dszj £ (x(0), 9 (6) 2 (OW () + 7 (1) + 27 (1) -ar

ESEMPIO 4 — Calcolare I’integrale curvilineo j z’ds dove y e I’arco di curva di equazioni parame-
Y
triche x=cost, x=sent, z=¢' con 0<tr<2m.
Si ha:
27

27 o
jf(x,y,z)ds:f ez’\/sen2t+cos2t+e2’dt:j e”Wdtz%[(Hez’)m} _
0 0
v

0

:%[(1+e4”)3/2 —2@}

0

Gli integrali curvilinei di cui si ¢ appena parlato a volte vengono chiamati anche di prima specie,
per distinguerli da quelli detti di seconda specie di cui tratteremo nel prossimo paragrafo.

Una conseguenza importante ¢ che 1'integrale curvilineo di prima specie non dipende dal verso di
percorrenza della curva.

2 — Integrali curvilinei di differenziali di coordinate (o di seconda specie)

Sia y una curva regolare inclusa in un dominio D di R? di equazioni parametriche (1°) sulla quale si
sia fissato un verso positivo. Sia f(x,y) una funzione definita e continua in D — R? e siano
A= (x(a),y(a)) e B= (x(b),y(b)) gli estremi della curva . Si considerino inoltre su 7y i punti

P,=AB,P,..P,.,P P =B.Siindichino con (x,y,) le coordinate di P esia Q,=(&,n,) un

punto qualunque dell’arco P_ P ; infine si indichi con A la massima lunghezza delle corde

1

FF,PP,,...,P_P . Analogamente a quanto fatto in altre situazioni ¢ possibile scrivere le somme:
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Zi:f(&i’ni)(xi _Xi—l) € Zi:f(&i,ni)(yi —yi_l).

Si dimostra che nelle condizioni date sopra esistono i limiti:

5) lim > 1 (&) (3= 5)

A0 L

(6) lime(EJi’ni)(yi_yi—l)

1l limite (5) si chiama integrale curvilineo di f (x,y)dx esteso alla curva regolare orientata v ¢ si

indica con

J.f(x,y)dx.

1l limite (6) si chiama integrale curvilineo di f (x,y)dy esteso alla curva regolare orientata v ¢ si

indica con

If (x.y)dy.
Y
Se le (17) forniscono le equazioni parametriche della curva regolare v, risulta:
b
jf(x,y)dxzjf[x(t),y(t)]x’(t)dt
v a

se il verso positivo fissato su ycoincide con il verso dei valori crescenti del parametro, mentre risul-
ta:

jf(x,y)dxzjf[x(t),y(t)]x’(t)dt

se il verso positivo fissato su ye I’opposto del verso dei valori crescenti del parametro.
In modo del tutto analogo si ha

b
[ £ Geyyar=[ 1[0 y(0)]y (1) a
oppure Y “
[ £ Geyyar=[ 1) y(0)]y (1) a
a seconda del verso positivo fis;ato su v e del ilerso crescente dei valori del parametro.
PROPRIETA DEGLI INTEGRALI CURVILINEI DI DIFFERENZIALI DI COORDINATE

I) Se y ¢ una curva regolare orientata e — Yy la curva orientata in senso opposto, allora:

[reeyar=-[ra e [rnd==[r(xya.

IT) Se y ¢ un segmento orientato avente direzione dell’asse y, si ha:

J.f(x,y)dxzo

analogamente, se Y € un segmento orientato avente direzione dell’asse x, si ha:
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[ £z y)ar=0.

~

IID) Se cos ()/c\t) e cos ( yt) sono i coseni direttori dell’asse tangente positivo ¢ alla curva v, allora
jf (x,y)dx= jf (x, y)cos()/c\t)ds
¥ Y
J.f (x,y)dy= J.f (x,y)cos(yt)ds
Y Y
con 7Y indichiamo la curva y non orientata.

IV) Se la curva orientata y ¢ la somma di due archi y; e ¥,, si ha:

jf xydx jf xydx+jf xy

jf x,y)dy = jf X,y dy+jf x,y)d

V) Se M(x,y) e N(x,y) sono due funzioni continue nel dominio D contenente la curva orientata v, al-
lora:

J.[M (x,y)dx+N(x,y)dy]=J.M(x,y)dx+J.N(x,y)dy .

v ¥ ¥ Y
2
ESEMPIO 5 — Calcolare J.x2 vdy dove y ¢ I’arco di ellisse di -~
Y
2 y2 1
equazione 34_7 =1 situato nel primo quadrante e percorso
in senso antiorario. _ )
Le equazioni parametriche dell’ellisse["] data sono: 1 2 303

T . . . ;
x=3cost e y=2sentcon 0<t< ) e il senso crescente del | Figura 5 — Curva yrelativa all’esempio 5.

parametro ¢ ¢ concorde con il verso positivo indicato. Si ha pertanto:
/2 /2 1 /2
szydy = j 9cos’t-2sent -2 costdt = 36J~ cos’ t sent dt = —36[Z cos* t} =9;

0
v

0
ESEMPIO 6 — Calcolare J. ( yidx + xzdy) dove vy ¢ la curva chiusa, percorsa in senso antiorario, co-
Y

stituita dal segmento OA dell’asse x, A(1,0), dall’arco ;{79 della circonferenza di equazione

NalE

x> +yr=1, B(T 7} e dal segmento BO (vedi figura 6).

2 2
[] Pil in generale le equazioni parametriche di un’ellisse di equazione —2-|—b—2 =1 sono date da
a

X=acost, y = bsent con 0<t<2m
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Poiché la curva 7y ¢ costituita da tre tratti si ha: v

I(yzdx+x2dy) = j(yzdx+x2dy)+ I (yzdx+x2dy)+
Y OA AB / \

+J. (yzdx + xzdy)
8o ) A
— 1 X
I segmento OA dell’asse x ha equazione y = 0, quindi
J. (yzdx n xzdy) -0 Figura 6 — Curva Yy relativa all’esempio 6

OA

Lungo I’arco di circonferenza AB, scrivendola in coordinate polari: x=cost e y=sent con

OSth,siha:

/4 /4 /4
J. (yzdx+ xzdy) = j (—sen3t+c0s3 t)dt = —j (l—cos2 t) s entdt + j (1— senzt)cos tdt =
AB 0 0 0

/4
= Cost—lcos3t+sent—lsen3t :5\/5_4
3 37, 6

Lungo il segmento BO, essendo y = x, si ha:
0

0 0
J.(yzdx+x2dy)= I (xzdx+x2dx)=2j. xzdx=2{lx3} :—ﬁ.

B0 b/ N 3 ek
Riassumendo:

sVa-4 2 _2¥2-1)

6 6 3

j(yzdx+x2dy) = J.(yzdx+x2dy)+ j (yzdx+x2dy)+ J. (yzdx+x2dy) =
Y 0A AB BO

0

ESEMPIO 7 — Calcolare j (ydx+ xydy + xyzdz) dove g & I’arco di curva definito dalle equazioni
Y
parametriche: x=¢, y= t*, z=1> con 0 <t <1, orientata nel senso delle 7 crescenti.

Siamo in presenza di un integrale curvilineo nello spazio, non ci sono particolari difficolta

nell’introduzione della terza coordinata, per cui si ha:
1 1

j(ydx+xydy+xyzdz):”tzdtﬂ-tzd(tz)ﬂ.tz -t3d(t3)]:I[t2 +2r* +3t8]dt:

Y 0 0
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3 — Integrali contenenti un parametro

Sia f(x,y) una funzione continua in un rettangolo

D={(x.y)eR*:a<x<bc<y<d]. g
Assegnato un valore y, la f(x,y) diventa una funzione della sola va- | ¢
riabile x. Esiste quindi

b
D
J. f (% y)dx

Questo integrale ha un valore determinato per ogni y dell’intervallo ¢
[c.d]; esso definisce quindi una funzione F(y) definita in [c,d] e o
scriveremo: a B3

Figura 7 — Dominio rettangolare.

™M 1%”=ffﬁwﬂx

Questo integrale prende il nome di integrale definito dipendente dal parametro y. Si calcola consi-
derando la y costante.

ESEMPIO 8 — Ad esempio, si ha:

jx +x —y)dx= Loyl 2—3 Py
1 y > y 1 y] 2y y 4

Per la funzione F(y) definita dalla (7) si hanno i seguenti teoremi:

1) Se f(x,y) & continua nel rettangolo I, anche F () & continua nell’intervallo [c,d].

2) Se fix,y) ¢ una funzione continua insieme alla sua derivata parziale prima rispetto a y nel
rettangolo 7, allora F () & derivabile in ogni punto di [c,d ] e risulta

FUFEwaﬁﬂ=Lgmﬂw,

ciog, la derivata dell’integrale rispetto al parametro y si ottiene calcolando I’integrale della
derivata rispetto a y della funzione integranda.

ESEMPIO 9 — Calcolare la derivata dell’integrale:
2
F(y) =J.(xy2 +x'—y)dx
1

visto nell’esempio 8.
In base al teorema si ha:

2

F'(y) =aliyj(xy2 +x —y)alxzjaa—y(xy2 +x’—y)dx =I(2xy abc=[x2y—x]l2 =3y-1
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Utilizzando il risultato dell’esempio 8, ciog che F(y)= % Y-y +ZS’ derivando rispetto a y, si ot-

tiene: F'(y)=3y—1.

0
ESEMPIO 10 — Calcolare la derivata dell’integrale:
1
F(y)zjln(x+y)dx 2<y<3.
0
Si ha:
F'(y) —j-iln(x+ )dx—j- dx—[ln(x+ )T =In(1+y)—In —ln1+y
y I oy y vy Y, y y y .
Allo stesso risultato si perviene prima integrando e poi derivando.
0

La regola di derivazione data sopra puo essere generalizzata come segue:
Siano o(y) € B(y) due funzioni continue della variabile y nell’intervallo [c,d] e supponiamo che

risulti, per ogni y di [c,d]:
asa(y)<p(y)<b.

Esiste allora per ogni y di [c,d], I'integrale:
By

j) f (x,y)dx
)

a(y
ed ¢ una funzione F(y) della sola variabile y definita da

B(
F(y)=
(

oly

y

)
f(xy)dx
)

Sussiste il seguente teorema:

TEOREMA - Se f(x,y) una funzione continua insieme alla sua derivata parziale prima rispetto a y
nel rettangolo / e se le funzioni o(y) e B(y) sono derivabili nell’intervallo [c,d], allora F(y) &

derivabile e si ha:

B

y

®) F'(y)=

Q&|Q‘

B(y) (
I f(xy)dx=

y

o(y) oy

)
£ (e y)ax+ £[B(y),y B (y)- flo(y),y o' ().
)

ESEMPIO 11 — Calcolare la derivata della funzione:

10
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F(y)= T (x2+y)dx.

seny

Si ha:
d gy 1gy a |
F'(y):d_y J. (X2+y)dx= I 5(362+y)a')C+(tg2y+y)cos2 ) —(sen2y+y)c0sy:
seny seny
18y
:jdx+(tg2y+y) 12 —(sen2y+y)cosy=tgy—seny+—tg2y2+y—(sen2y+y)cosy
cosy cos” y

seny

Se prima integriamo e poi deriviamo si ha:
gy

F(y)= |

seny

1 S| 1
(x2+y)dx={§x3+xy} =—tg3y+ytgy—§sen3y—yseny
seny

e derivando

2
F'(y)=tgy — gy +— —senzycosy—seny—ycosy:tgy—seny+tgy#+
cos”y cos”y cos y
—(senzy—y)cosy
0
ESEMPIO 12 - Calcolare la derivata di:
y
F(y):Iln(1+x2+y2)dx
0
iny=1.
Si ha:
1 } 2
' X Y Yy 2
F'(y)=2y| ———=arctg —| +In(1+2y*)= arctg +in(1+2y
o) {ﬁ??’ ﬁT?L U2 = s e )
E quindi F’(l):x/iarctgg+ln(3) .
0

ESEMPIO 13 - Calcolare le derivate parziali prime della funzione:

X

F(x,y)= je_("")zdt :

In questo caso la funzione F dipende da due parametri (x,y). Le considerazioni fatte sopra valgono
ancora.

11
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X

aF X a —(x=1) —(x=x)* —(x=1)’ —(x=1) * —(x=y)
—=j—e( Vdt+e -1=I—2(x—t)e( )dt+1=[—e( )} +l=e
ox ox y

y y

e I 9 ot gy e = det —e ) o)
dy dy
y y

27

ESEMPIO 14 — Dimostrare che la funzione: F(x)= J.e““’”ydy ha un minimo relativo nel punto x=0.

0
Bisogna dimostrare che per x = 0 la funzione F(x) ha derivata prima nulla e derivata seconda positi-
va. Si ha:

27

2w
F' (x) = J.ie”‘""y dy = J. senye™™ dy
ox
0 0
27 27

Fr(x)= J.%(senye”‘””«" )dy = J.senzyexmydy
0 0
Inoltre:
27 o
F'(0)= jsenyeo'senydy = jsenydy =[-cos y](z)n o
0 0
e
2 o .
0)= J.senzyeo'”"ydy = ISenzydy - [wzycosy} =1>0
0

0 0
4 — Integrali doppi

E intuitiva I’estensione del concetto di integrale per le funzioni in due variabili considerate in un
rettangolo:

D={(x,y)e R’ :a<x<bhc<y<d].

Consideriamo una funzione f{x,y) continua nel dominio D; come ¥
abbiamo visto nel paragrafo precedente, se consideriamo y come un y

b
parametro, possiamo definire la funzione F (y) :J' f(x,y)dx. Se
a sua volta la funzione F(y) ¢ integrabile nell’intervallo [c,d], allo- m
y=ox
ra definiamo 'integrale doppio sul dominio D nel modo seguente: /\

J.J.f(x,y)dxdy:ji.dyj.f(x,y)dx:j.dxj.f(x,y)dy. o [

In questo caso I’ordine con cui viene svolta I’integrazione non & im- | Figura 8 — Dominio normale ri-

portante. spetto all’asse x

Siaora D c R? un dominio normale rispetto all’asse x, cioe:
D :{(x,y)e R*:a<x<bio(x)<y< B(x)} ;

12
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e sia funzione f{x,y) continua nel dominio D, sempre in relazione a quanto detto nel paragrafo pre-
cedente, possiamo definire 1’integrale doppio sul dominio D come:

jjf(x,y)dxdy =j.dxﬁjf)f(x,y)dy.
D « o)

In modo analogo, se D — R? & un dominio normale rispetto all’asse y (vedi figura 3) , cioe:

D:{(x,y)e R? .'aSySb;Oc(y)SxSB(y)};

¥
e f(x,y) una funzione continua in D, si ha: F — E
b B ’
J.J.f(x,y)dxdy = J.dy J. f(xy)dx.
D a a(y) \ x=a(y) /
A=)

Piu in generale: sia D R? un insieme limitato, chiuso, non vuoto e
misurabile['] e f(x,y) una funzione continua in D. Consideriamo ora
una decomposizione dell’insieme D in n porzioni chiuse, limitate e 4 —™ B
misurabili: Dy, D,, ..., D;, ... D,, non aventi a due a due punti interni
comuni. In ciascuno di questi scegliamo un punto arbitrario

X

P(&i,ni) (i=1,2,..., n) e consideriamo la somma: Figura 9 — Dominio normale ri-

. spetto all’asse y
©) > f(&.m)misD, .
i=1

E evidente che assegnato un numero positivo 8, minore del diametro[*'] di D, I'insieme D pud esse-
re decomposto in infiniti modi, tra loro diversi, in insieme parziali chiusi e misurabili, non aventi
punti in comune che ammettono & come massimo diametro. La somma (9) & pertanto una funzione
di 8, si ha quindi la seguente definizione:

DEFINIZIONE - Se esiste finito il limite
lim Y f(&,m,)misD,

-0 4

la funzione f(x,y) si dice integrabile secondo Riemann, nell’insieme D, e il valore di questo limite
si chiama integrale doppio della funzione f(x,y) esteso all’insieme D e si indica:

[] £ () aay.

PROPRIETA’ DEGLI INTEGRALI DOPPIL.

I) Se k € un numero qualsiasi € D un insieme limitato chiuso e misurabile, risulta:

j kdxdy = k - misD
D
da cui segue che I’area di D si ottiene da:

['] 11 concetto di misurabilitd per un insieme & abbastanza complesso ed esistono diverse teorie della misura. Per i nostri
scopi ¢ sufficiente un concetto elementare di misura di un insieme che deriva dalla teoria di Peano e Jordan. Un insieme
¢ misurabile se & possibile determinarne 1’area; la geometria elementare ci permette di determinare le aree di alcune fi-
gure piane (tutte quelle decomponibili in un numero finito di triangoli) e con 1’'uso degli integrali definiti abbiamo cal-
colato I’area di trapezoidi e di figure piti complesse. Indicheremo con misD la misura dell’area dell’insieme D.

["'] I diametro di un insieme D & la massima distanza tra due punti di D.

13
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I dxdy = area D

D
IT) Se k e h sono due costanti e f (x,y) e g(x,y) due funzioni integrabili nell’insieme D, allora:

jj[kf(x,y)+hg (X,y):ldxdy = kjjf(x,y)dxdy+hjjg (x,y)dxdy.

1) Se f(x,y) & integrabile nell’insieme limitato chiuso e misurabile D, anche ‘ f(x, y)‘ & integra-

bile in D, e si ha:

‘J]f(&y)dxdy Sjj‘f(x,y)‘dxdy.

IV) Se f(x,y) & integrabile nell’insieme limitato chiuso e misurabile D che & unione degli insiemi

D, e D; anch’essi limitati chiusi e misurabili, privi di punti interni comuni, si ha:

jjf(x,y)dxdy =IIf(x,y)dxdy+jjf(x,y)dxdy

V) Teorema della media — Se f (x,y) & integrabile nell’insieme

limitato chiuso e misurabile D, risulta:

”f (X,y)dxdy =A-misD

Dove A € un opportuno numero compreso tra 1’estremo inferiore
e superiore della f(x,y) in D.

Se f(x,y) ¢ una funzione continua e non negativa in un insieme D
limitato chiuso e misurabile, I’integrale doppio, geometricamen-
te, ¢ il volume del cilindroide compreso tra la funzione f(x,y) e il
dominio D del piano xy. Si ha anche che, se f(x,y) e g(x,y) sono

Figura 10 — Significato geometrico

due funzioni integrabili sull’insieme D limitato chiuso e misura- . :
dell’integrale doppio.

bile e se f(x,y) < g(x,y) in D, allora I’integrale doppio

([ Cev) = (5. 9) sty

¢ il volume dell’insieme
T:{(x,y,z)e R*:(x,y)e Deg(xy)<z< f(x,y)} )

ESEMPIO 15 — Calcolare j j (x+2y)dxdy dove D & il triangolo di vertici >
p B
0(0,0), A(1,0), B(0,1). !
Il dominio ¢ normale sia rispetto all’asse x, sia rispetto all’asse y, e pos- y=i-x
siamo scriverlo, considerandolo normale rispetto a X:
D
Dz{(x,y)eRZ:OSxSleOSyﬁl—x} . P
1 l-x 1 ! o
1-x

J.J.(.x+ 2y)dxdy:J.de. (X+2y)dy='|.dx[xy+y2:|0 = Figura 11 — Dominio rela-

D 0 0 0 tivo all’esempio 15.

14
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1 1

1 1
=J‘[x(1—x)+(1—x)2}dx=J‘[xyx/[+1—2x/—m/f}dx=J‘[l—x]dxz{x—%xz} _1
0 0 0 0
0
ESEMPIO 16 — Calcolare J. J. " Y dxdy dove D ¢ il quadrato di vertici ¥
+x
b g @ B
0(0,0), A(1,0), B(1,1), C(0,1). '
Il dominio ¢ normale sia rispetto all’asse x, sia rispetto all’asse y; si
ha: D
1 1 1 1
jj b4 dxdyzjdyj Y d)c=J.dy[ln(1+xy)]1 =jln(l+y)dy= ) A
1+ xy 1+ xy 0 1 3
D 0 0 0 0
= [(14. y)in(1+y)- y]l =2In2-1 Figura 12 — Dominio relativo
0 all’esempio 16.
0
ESEMPIO 17 — Calcolare j j xydxdy dove D ¢ la parte di piano rac- VA
D

chiusa tra le parabole di equazione y>=4x e x’ =4y.

Il dominio ¢ normale sia rispetto all’asse x, sia rispetto all’asse y; le
due parabole si intersecano nei punti x = 0 e x = 4; il dominio D ¢
quindi definito dalle limitazioni:

2

0<x<4, %SySZ\/; ©

Figura 13 — Dominio relativo
all’esempio 17.

Si ha quindi:

P A 1 2, 1 | 64
dxd =jdxjxd =Idx— g =I 28 ——x |dx=|=x ———x" | =—
HXy Y ya 2 1 32 30 1927 ), 3
D 0 x*/a 0 0
0
ESEMPIO 18 — Calcolare JAJA\M — y*dxdy dove D ¢ il cerchio di cen- Vi
D 1
tro (1,0) e raggio 1.
Consideriamo il dominio ¢ normale rispetto all’asse y. L’equazione o
della circonferenza & (x—l)2 +y*=1 e quindi x=1-41-y" e | - : >
x=14+41- y* . 1l dominio D & quindi definito dalle limitazioni:
—1<y<l, 1=4J1-y? < x<1+4/1-y? -t
Figura 14 — Dominio relativo
Si ha quindi: all’esempio 18.
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l+l)

ﬂﬂdxdy jﬂdy j dx= jﬂd[r jﬂd[ri;
=:[m[(1+m)—(l—m)}dyﬂj[(l—yz)dy=2{y—%y31=§

CAMBIAMENTO DI VARIABILE

Il problema del cambiamento di variabili nel caso degli integrali doppi ¢ ben pit complesso del caso
delle funzioni a una variabile. Consideriamo quindi una funzione f{x,y) definita in un insieme D li-
mitato chiuso e misurabile e supponiamo che le variabili x e y dipendano dalla coppia di variabili u,

v, cloe
x=x(u,v)
y=y(uv)

variabili in un dominio 7, anch’esso limitato chiuso e misurabile. E siano x(u,v) e y(u,v) funzio-

ni continue con le derivate parziali prime in 7.
Si definisce determinante jacobiano delle trasformazioni la funzione

ox ox

ou ov| 0xdy oxdy

1oy 9y| dudv v ou
ou ov

e lo si supponga sempre diverso da zero in 7.

Si ha allora:
jjf(x,y)dxdy =J‘J.f[x(u,v),y(u,v)]‘J(u,v)‘dudv.

ESEMPIO 19 - Calcolare ”«/xz + y’dxdy dove D & la semicorona circolare di ordinate non nega-

tive di centro nell’origine e raggi 2 e 3.

Effettuiamo una trasformazione in coordinate polari:
x=pcosO e y=psen0.Il determinante jacobiano ¢ quindi:

J(p.8)=

D viene trasformato nel dominio 7 delimitato da: 2<p<3 e
0<6<m. Siha quindi:

0 - 0
cos® —psen =p(cos? 8+ 5en*0) =p. T dominio ?

sen® pcosO

-3 -2 e 2 3 X
J‘J‘\/xz +y dxdy = jjpzdpde
I T Figura 15 — Dominio relativo all’esem-
pio 19.

da cui segue:
3 T 3
J.pzdpj.de{lpﬂ [9]“=—(27 8)n="0n
) ) 37 L0 3

Si osservi come in questo caso le due variabili siano separabili e quindi gli integrali sono indipen-
denti, cio significa che possono essere calcolati indipendentemente 1’uno dall’altro.
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ESEMPIO 20 ~ Calcolare “(x2 +y”)dxdy dove D & la re-

gione piana data in figura, ovvero la regione limita dall’asse ! B
x, dalla circonferenza di centro ’origine e raggio 1 e dalla
circonferenza di centro (1,0) e raggio 1. D

Effettuiamo una trasformazione in coordinate polari. La cir-
conferenza di centro (1,0) e raggio 1 ha equazione polare

8 1 2 X

=2cos 0, quella di centro I’origine e raggio 1 ha equazione
P q & &8 q Figura 16 — Dominio relativo all’esempio

20.

polare p =1; inoltre il punto B ha coordinate polari (1,%) , sl

p=2cosH
p=1
Ricordando che J(p,0)=p si ha:

ricavano risolvendo il sistema {

/3 2cos6

TE/3 2cos0 TE
jj(x2+y2)dxdyzjd9 j p%lpzjdﬁ{ip } —4jc0s ede——J'de
D 0 1 0

Ricordando che Icos“ 0do = %cos3 Osend + % send cos O+ % 0 si ha:

/3

1 3 3 7T 3 7\/_ 5n
II X +y )dxdy 4| —cos’ Osen® +=sen®cosO+—-0 ——[ ]n/ .

4 8 8 16 12

0

Come nel caso degli integrali in una sola variabile, & possibile calcolare anche integrali doppi im-
propri, sia per funzioni che non sono continue in tutti i punti del dominio D (¢ sufficiente che
I’insieme in cui la funzione non ¢ continua abbia misura nulla, per esempio un insieme costituito da
un numero finito di punti, ma non ci occuperemo di queste situazioni), sia nel caso in cui il dominio
non sia limitato. Di questo secondo caso daremo un esempio importante.

ESEMPIO 21 - Calcolare J.J' dxdy dove D ¢ tutto il piano xy.

Calcoliamo prima J. J. dxdy dove C ¢ il cerchio di centro I’origine e raggio r.

In coordinate polan si ha:

2n r r
—(x2+ 2) _ _p? _ 2n 1 iy _ _?
J.J.e ' dxdy—J.dGJ.e P pa’p—[e]0 [—Ee P l —n(l—e )

E intuitivo che J.J. dxdy = lim ”. dxdy quindi
D

F—>+oo

J.J. e_(xz+y2)dxdy = ,li’ﬁon(l —e” ) =7.
D

OSSERVAZIONE - 1l risultato ottenuto nell’esempio precedente consente di calcolare il valore
dell’integrale di Gauss:
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+oo

j e dx .

0
Indichiamo con @ il quadrato del piano xy che ha come estremi opposti i punti (-, —/) e (/,/), tenen-
do conto del risultato dell’esempio precedente, possiamo anche scrivere:

J‘J‘e_(xz-f—yz)dxdy — lllm J.J. e—(x2+y2)dxdy
D 9
2

1 1 1 1 1
jje_(x +y )dxdy = jdxj s )dy = je"xzdxj e dy = J.e_"zdx ,
[ -1 -1 1 —]

Quindi

ma per definizione:

+oo 1
J.e_xzdx = llim dx = lllm ”. dxdy llm J. J. dxdy \/J.J. e )dxdy Jr.

—oo -1 D

Essendo poi I e dx = ZI ¢ dx si ha:

)

I e dx =ﬂ .
2

0

5 — Formule di Green nel piano e teorema della divergenza

Un insieme D c R? si chiama dominio regolare rispetto all’asse x quando:

1) ¢ decomponibile in un numero finito di domini normali
D, rispetto all’asse x, a due a due senza punti in comune,

n
cioe: D:UD,.eDlﬂDj:Q sei#J; ™
i=1
2) la frontiera di ciascun dominio D; (che indicheremo con Dy
oD;) & una curva generalmente regolare;

3) I’intersezione delle frontiere di due qualsiasi fra i domini D,
D;, se non ¢ vuota, ¢ costituita al pitt da un numero finito
di curve generalmente regolari o da un numero finito di /
punti isolati. 3

Nella figura 17 & dato un esempio di dominio regolare rispetto Flil%ura 17 — Dominio regolare rispetto
all’asse x. all’asse x.

Scambiando la x con la y si puo introdurre il concetto di dominio regolare rispetto all’asse y.
Un dominio D si dira regolare se & regolare sia rispetto all’asse x sia rispetto all’asse y.

La frontiera di un dominio regolare (rispetto all’asse x o rispetto all’asse y) € sempre costituita da un
numero finito di curve generalmente regolari.
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Ogni curva di dD pud essere percorsa in due versi, quello positivo & quello secondo il quale deve
muoversi un osservatore per avere sempre alla sua sinistra I’interno del dominio D (nella figura 1 il
verso positivo della frontiera ¢ indicato dalle frecce.

TEOREMA - Se D ¢ un dominio regolare rispetto all’asse y e f(x,y) una funzione continua in D as-
sieme alla sua derivata parziale rispetto a x, frontiera inclusa, sussiste la seguente formula di Green:

(10) J;J‘g—};dxdyzi)f(x,y)dy.

Analogamente, se D ¢ un dominio regolare rispetto all’asse x e g(x,y) una funzione continua in D
assieme alla sua derivata parziale rispetto a y, frontiera inclusa, vale la formula:

(11 ng—idxdyz—é[)g(x,y)dx.

DIMOSTRAZIONE — Consideriamo per prima cosa il dominio D normale rispetto all’asse y e sup-
poniamo che abbia una frontiera costituita da curve generalmente regolari:

D: a<y<b, oy)<x<B©)

con oy) < B(y) internamente ad [a , b,]. Si ha:

b B(y) b
of Ny o BY)
J;J‘adxdy— dy .([)ax dx—J.[f(x,y)]a(y) dy =

[ ]
2 2

= [ (B(). )= 1 (a(y).5) ]y =

[ ]
2 2

= f(B(y),y)dy—jf(“(y),y)dy

o
a

La frontiera di D, percorsa in senso positivo a partire dal punto A | Figura 18 — Figura relativa alla dimo-
(vedi figura 18) si compone delle curve: strazione delle formule di Green.

e oy il segmento AB di equazione y = a con x che varia tra o(a) € P(a), in cui si ha
jf(x,y)dy =0 perche su 6, dy =0;

e 0, il tratto di curva di equazione x = PB(y) con y che varia tra a e b, in cui si ha

L4
)

e 0;: il segmento EF di equazione y = b con x che varia tra P(b) e oub) , in cui si ha

fx,y)dy = _[f(B(y),y)dy ;

f(x,y)dy =0 perche su 63 dy = 0;

L4
O3

e o4 il tratto di curva di equazione x = o(y) con y che varia tra b e a, in cui si ha
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[ 7tk = [ o) v

Pertanto

jf x,y)dy = _[f X,y dy+J'f X,y dy+J.f X,y dy+jf x,y)d

+0D

[ 1800

dy+J.f(oc

y)dy=jf(ﬁ(y) y)

dy—jf(a y).y)dy

Ci0 dimostra la (10) nel caso in cui il dominio D ¢ normale rispetto all’asse y.

Resta da dimostrare che la (10) continua a valere per un qualunque dominio D regolare rispetto
all’asse y. Per fare cio, basta osservare che un dominio regolare rispetto all’asse y puo essere de-
composto in domini D; normali rispetto all’asse y, e che ci sono tratti delle frontiere dei vari D; che
vendono percorsi una volta in un senso, un’altra volta in senso opposto. Per rendersi conto di ciod
consideriamo il dominio D della figura 18, infatti, applicando le formule di Green ai domini normali

D1, Dz, D3, D4, si ha:

.-af
dxdy =
axxy

.af
dxdy =
axxy

-af
dxdy =
axxy

[ gf dxdy =

D,

D,

+aD,

+0D,

19D,

f(xy)dy=

AB

f(xy)dy=

f(xy)dy=

7

™ \e

BA

F(xy) dy+jfxy dy+jfxy dy;

f(xy)dy+
f(xy)dy+

f(xy)dy+

v
FG

o
FE

AE

f(xy)dy+
f(xy)dy+

f(xy)dy+

cD

Q)'

C

EG

o
EF

f(x,y)dy+jf(x,y)dy;
f(xy)dy;

f(x,y)dy+jf(x,y)dy-

FB

Sommando membro a membro e ricordando che J. f(xy)dy=- j f(x,y)dy siha:
jj afd dy —J.J. dxdy+jj dxdy+”. dxdy+”. o dxdy =
}M+M+J‘fxydy+jfxydy+_[f dy +

jfxy@wﬂ/ywm5+ﬂ/pnm§+ﬂ/pw¢§+j

dy+

+W+If X,y dy+/%+jf(x,y)dy

In ogni punto non angoloso di dD si consideri la tangente ¢ orientata secondo il verso positivo e la

If X,y dy+ff X,y dy+ff X,y dy+jf X,y dy+jf X,y dy+jf x,y)d

BF

jfxy
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normale n orientata verso l’interno di D. Si ha, ovviamente

m=90°. Dalla geometrla elementare sugh angoli, si ha:

~

Xt = yn e yt = xn— 180°;
e quindi:
cosxt=cosyn € cosyt= cos(xn —180°) =—cos xn.
Dalla definizione dei coseni direttori di un asse orientato segue:

—~ ~ dy
COS XN =—CO0S yt =———

ds o :
—~ ~ d X
CcOS YN =CoS Xt =—
ds Figura 19 — Asse tangente ed asse
La (10) e la (11) possono quindi essere scritte nella forma: normale alla frontiera di un domi-
(12) nio D.

jja—fdxdy = —j f(x y)cos;a\fz ds .
ox
D oD
og ~

(13) Ija—dxdyz—Ig(x,y)cosyn ds.

D y oD
NOTA: in questo caso la frontiera di D non ¢ orientata.
ALCUNE CONSEGUENZE DELLE FORMULE DI GREEN NEL PIANO
TEOREMA DELLA DIVERGENZA

Se il dominio D ¢ regolare e se valgono simultaneamente la (10) e la (11) [o la (12) e la (13)], allora
sommando membro a membro si ottiene:

(14) jj(ai+a—gjdxdy= I[f(x,y)dy—g(x,y)dx]

y +0D
oppure
(15) J‘J‘(ai+a_gjdxdy :—J.[f(x,y)cos;a\fwg(x,y)cos ;ﬂds.
o D
- : . : . Jaf g
Se u ¢ un vettore, applicato al punto P(x,y), di componenti f{x,y) e g(x,y), la funzione 8_+8_ si
X oy
chiama divergenza del vettore u, e si indica con divu. Ricordando la definizione dell’operatore
of

nabla, si ha anche divu=V -u = +g—g (dove il punto sta per il prodotto scalare).

ox dy
Se indichiamo con 7 il versore normale, in P, alla frontiera di D, orientato verso I’interno di D, si

~

ha: n= (cos Xn,cos yn) . Ne consegue che il prodotto scalare tra u e n @& dato da:

—~

u-n= f(x,y)cos;c;wg(x,y)cos yn.
L’espressione (15) diventa:
(16) j divu dxdy = —J.u nds.

oD

La relazione (16) esprime il teorema della DIVERGENZA nel piano.
Il secondo membro della (16) si chiama flusso del vettore u uscente da 9D .
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INTEGRAZIONE PER PARTI
Si puo scrivere una sorta di espressione per 1’integrazione per parti per gli integrali doppi. Infatti

dalla relazione
jja(” dxd ”( ; jdd j v(xy)d
—+v— |dx X, X,
g ox yE ox  Ox yE y)v(xy)dy
JAJAu@dxdyz Iu(x,y)v(x,y)dy— ‘JAva—udxdy
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Analogamente da
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segue:

segue:

FORMULA DI RIDUZIONE PER GLI INTEGRALI DOPPI
Se f(x,y) ¢ una funzione continua in D regolare rispetto all’asse y e se si conosce una primitiva

. . oF .
F(x,y) rispetto a x, cio¢ se F f (x,) in tutto D, allora:
x

J.J.f X,y dxdyzj. a—Fdxdy

J.J.f x,y)dxdy = J.F x,y)d
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e quindi

Analogamente se D ¢ regolare rispetto all’asse x e della f(x,y) si conosce una primitiva G(x,y) ri-
. oG .
spetto a y, ciog se = = f(x,y) in tutto D, allora:
y

j f(xy dxdy——J.G( y)dx.
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CALCOLO DELLE AREE
Dalla (10) e dalla (11) si ha:

area D = J.J. dxdy = j xdy e areaD = J.J. dxdy =— J. vdx

+oD D +oD
da cui segue, sommando membro a membro:
1
(17) area D=5 j (xdy—ydx).
+0D
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ESEMPIO 21 — Calcolare J](x+2 y)dxdy dove D & il domi- Y, <~ 4
nio limitato dall’asse delle x e dall’arco di cicloide di equazio- D
) ) X =t—sent P
ni parametriche { con 0<r<2m. & I EL
y=1—cost
Dalla (11) segue: Figura 20 — Relativa all’esempio 21.
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jj(x+2y)dxdy=—f (xy+yz)dxz—j(xy+yz)dx—J.(xy+y2)dx

dove vy; ¢ il segmento orientato OP e Y, 1’arco di cicloide percorso nel senso PAO. Tenendo conto
chesuy; e y=0, siha:

jj(x+ 2y)dxdy =—j(xy+ yz)dx =

T2
0

= —J‘ [(t —sent)(1-cost)+ (1—c0st)2}(1—cost)dt =5n+3n’
2n
0
ESEMPIO 22 — Calcolare 1’area dell’ellisse di semiassi a € b.
Le equazioni parametriche dell’ellisse sono: x=acost e y=bsent con 0<¢t<2mw. Dalla (17) si
ha:
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2n
area D =% J. (xdy — ydx) =%J.(a cost-bcost+bsent -asent)dt = %abJ‘ dt = abm
0

+dD 0
0
1 ) .
ESEMPIO 23 — Calcolare I —ldxdy dove D ¢ la regione fini- VA
Jox+ .
ta di piano compresa tra le parabole di equazione y=x’ e i’
x=y’. 1 3=y?
Si osserva che L = i(ij , per cui: /
x+1 dy\1l+x v
1 0 >
j —dxdy = J:[— L dxdy = O 1 X
x+1 oy \1+x
b b Figura 21 — Relativa all’esempio 23.
:—I . dx:—j—y alx—J.—y dx
1+x 1+x 1+x
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dove 7y & la parabola y = x” percorsa nel senso delle x crescenti e 'y, & la parabola x = y*, ovvero la

curva di equazione y = Jx, percorsa nel senso delle x decrescenti. Si ha quindi:
1

1 > 1

de:J‘ al dx=J(x—1+Ljdx: lxz—x+ln(1+x) — Lo
I+x 01+x ’ I+x 2 0 2

Y
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nel secondo integrale si ¢ effettuata la sostituzione: ¢ = Jx . Siha quindi:

j dedy:—(—l+ln2j—(—2+£j=5_—n—ln2.
x+1 2 2 2

1
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dt:—2j 1- dt =-2|t—arctet| =-2+—
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