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Consideriamo le quadruple z,y € R* date da
x=(1,2,-1,0) e y=(0,-1,0,1).

Quanto “distano” e quanto sono “grandi” queste quadruple?
Consideriamo le funzioni f, g : [0,27] — R date da

f(t) =sint e g(t) = cost, t € [0,2n].

Quanto “distano” e quanto sono “grandi” queste funzioni?

Per rispondere a questo, introduciamo una nozione astratta di “distanza’”
tra due oggetti matematici, come pure una nozione astratta di “grandezza” di
un oggetto matematico. La prima nozione & quella di metrica su un insieme, la
seconda ¢ quella di norma su uno spazio vettoriale.

1 Metriche e spazi metrici

La nozione di metrica su un insieme permette di quantificare la distanza tra due
elementi dell’insieme.

Definizione 1 Sia M un insieme e sia p : M x M — R. Si dice che p é una
metrica su M se

1) Yu,ve M: p(u,v) >0 e p(u,v) =04 u=uv (positivita);
2) Yu,v € M: p(u,v) = p(v,u) (simmetria);
3) Yu,v,w € M: p(u,v) < p(u,w)+ p(w,v) (disuguaglianza triangolare).

Se p & una metrica su M e u,v € M, il numero p (u,v) ¢ detto la distanza
tra u e v nella metrica p.

L’insieme M con la metrica p su M, cioe la coppia (M, p), & detta uno spazio
metrico.



Gli spazi metrici sono un’astrazione del seguente esempio elementare di
spazio metrico.

Consideriamo la retta (M = R), il piano (M = R?) o lo spazio (M = R3) e
sia d: M x M — R l'ordinaria maniera di misurare la distanza tra punti: per
x,y e M

d (z,y) = lunghezza del segmento di estremi x e y.

Le proprieta nella definizione di metrica sono ovviamente soddisfatte per d: in
particolare la disuguaglianza triangolare esprime il noto fatto che in un triangolo
un lato non & maggiore della somma degli altri due. Quindi, d & una metrica su
M =R,R2 R3 detta la metrica euclidea.

Si osservi che, per z,y € R" con n € {1,2,3}, si ha

Per n =1 si ha

Vedremo nel seguito parecchie metriche diverse dalla metrica euclidea. Qui,
vediamo un esempio di metrica abbastanza particolare.
Sia M un insieme arbitrario e sia p: M x M — R data da

lseu=#wv

0 se 1= v , u,v € M.

plu) = {

Per tale p, le proprieta 1) e 2) nella definizione di metrica sono evidenti.
Esercizio. Provare la proprieta 3), vale a dire la disuguaglianza triangolare.
Chiameremo tale metrica la metrica 0 - 1 su M.

1.1 Palle aperte e palle chiuse

Sia (M, p) uno spazio metrico. Per a € M e r > 0, i sottoinsiemi di M

B(a,r):={ue M:p(a,u) <r}

B(a,r) :={ue M:p(a,u) <r}

sono detti palla aperta e palla chiusa, rispettivamente, di centro a e raggio r.

Nello spazio metrico (R, d), si ha

B(a,r) = (a—r,a+7)
B(a,r) = Ja—r,a+r].
Nello spazio metrico (]RQ, d), B (a,r) ¢ il cerchio di centro a e raggio r senza
la circonferenza e B (a,r) ¢ il cerchio di centro a e raggio 7 con la circonferenza.



Nello spazio metrico (R37 d)7 B (a,r) & la sfera di centro a e raggio r senza
la superfice sferica e B (a,r) ¢ la sfera di centro a e raggio r con la superfice
sferica.

Esercizio. Descrivere le palle aperte e le palle chiuse per la metrica 0 - 1 su
un insieme M.

2 Norme e spazi normati

La nozione di norma su uno spazio vettoriale permette di quantificare la grandezza
di un vettore dello spazio vettoriale.

Nel seguito il vettore nullo di uno spazio vettoriale, cioe ’elemento neutro
dell’addizione vettoriale, sara denotato con 0.

Definizione 2 Sia V' wuno spazio vettoriale e sia || - || : V — R. Si dice che
| - || ¢ una norma suV se

DYueV:|ul| >0 e |lul| =0 < u=0 (positivitd);
2) Vo e RYu eV : |aul = |aof||u|| (omogeneita);

3) Yu,v € V: ||lu+v|| < |ull + ||v]| (disuguaglianza triangolare).

Se || - || € una norma su V e w € V, il numero ||u|| & detto la grandezza di u
nella norma || - ||
Lo spazio vettoriale V' con la norma || - || su V, cioe la coppia (V.| - |), &

detta uno spazio normato.

Per una norma || - || su uno spazio vettoriale V', come conseguenza delle
proprieta 1), 2) e 3) nella definizione, si ottengono le seguenti ulteriori proprieta
4) e 5).

4) VueV: |—ul =|ul.
5) Vu,v € Vi [ |lul| = [lo]l | < [u—w].
Dimostrazione di 4): per u € V, si ha dalla proprieta di omogeneita
[=ull = [(=1) ull = [=1[{lull = [[ull
Dimostrazione di 5): per u,v € V, si tratta di provare che
—[lu = vl < flull = [Jo]] < [lu =] ;
Dalla disuguaglianza triangolare si ha
Jull = flu = v+l < [lu— ol + (o],

da cui
Jull = [Jv]] < flu =2



Poiche tale disuguaglianza vale anche con u e v scambiati, si ha
[oll = llull < {lv = ull = [[=(u = )| = lu —v]|
dalla proprieta 4) e pertanto

[ull = llvll = = flu = ol

Esercizio. Sia (V)| - ||) uno spazio normato. Provare che per ogni n €
{1,2,3,...} e per ogni v 4 . u(™ €V siha

u® 4+ 0@ 4+ u™ | < D)+ @) + -+ ™).

Dimostrare per induzione su n. Osservare che questa proprieta € una generaliz-
zazione della disuguaglianza triangolare, che ¢ il caso n = 2.

Gli spazi normati sono astrazioni del seguente esempio elementare di spazio
normato.

Consideriamo 'insieme dei vettori della retta (V' = V4), I'insieme dei vettori
del piano (V' = V4) o l'insieme dei vettori dello spazio (V = Vs)esia| - |: V = R
la funzione modulo: per ¥ € V

|| = lunghezza del segmento orientato rappresentante .

Le proprieta nella definizione di norma sono soddisfatte per | - |. Quindi, | - | &
una norma su V.

Introdotti dei versori ortogonali e considerando le componenti dei vettori
rispetto a tali versori, lo spazio vettoriale V;,, n € {1,2,3}, diventa lo spazio
vettoriale R™ e la funzione modulo diventa la funzione || - || : R®™ — R detta
norma euclidea su R™ e data da

lllly =
Per n =1 si ha
|2/l = |-
Esercizio. La norma euclidea su R (caso n = 1) ¢ il valore assoluto (o
modulo) | - |. Sia || - || : R — R. Provare che || - || &€ una norma su R se e solo

se ha la forma
lz|| = Clz|, = € R,

per qualche C > 0. Per la parte “solo se” esprimere z € R come z =z - 1.

Sia (V|| - ||) uno spazio normato e sia U un sottospazio di V.



Se consideriamo la restrizione
[-Io:U—=R

alUdil -] :V — R, questa risulta essere una norma su U, detta la norma
eredidata dal sopraspazio V.

La restrizione a U della norma su V & una norma su U in quanto le tre
proprieta nella definizione di norma sono valide per ogni u,v,w € V e, quindi,
in particolare anche per ogni u,v,w € U C V.

3 Metrica dedotta da una norma

Sia (V,]| - ||) uno spazio normato. Si pud introdurre su V una metrica nel
seguente modo.
Sia p: V x V — R data da

p(uv) = lo—ull, wve V.

Proviamo che p € una metrica su V. Positivita: per u,v € V|, si ha, dalla
positivita della norma,
p(u,v) =[lv—ul 20

pu,v)=|lv—ull=0 & v—u=0 < u=uo.
Simmetria: per u,v € V, si ha, dalla proprieta 4) della norma,
p(u,v) = llv—ul == (u—=o)| = lu=vl] = p(v,u).

Disuguaglianza triangolare: per w,v,w € V, si ha, dalla proprieta di disug-
uaglianza triangolare della norma,

p(uv) = v—ull=lv—-w+w—u|

IN

[o = wll + [w -

= p(w,v) +p(u,w)=puw)+p(wv).

La metrica p ¢ detta la metrica su V' dedotta dalla norma || - || su V.

Osservare che la metrica euclidea in R™, n € {1,2,3}, data da

n

d(x,y): Z(yz_‘rl)2:”y_‘r”27 xvyeRna
=1

¢ la metrica dedotta dalla norma euclidea.

Esercizio. Sia V uno spazio vettoriale con almeno un elemento diverso da 0.
Provare che la metrica 0 — 1 su V non ¢ una metrica dedotta da una qualche
norma.



3.1 Palle aperte e chiuse negli spazi normati

Sia (V,]| - ||) uno spazio normato e sia p la metrica su V' dedotta dalla norma

La palla aperta di centro a € V' e raggio r > 0 ¢ data da
B(a,r)={ueV:pla,u)=|u—al| <r}

e la palla chiusa da

B(a,r)={ueV:pla,u)=|uv—a| <r}.

Le palle
B(0,1) = f{ueV:|ul <1}

B(0,1)={ueV: | <1}

sono dette la palla aperta unitaria e la palla chiusa unitaria, rispettivamente,
dello spazio normato (V|| - ||)-

Ogni palla aperta (chiusa) nello spazio normato (V.|| - ||) si ottiene traslando
la palla aperta (chiusa) unitaria opportunamente scalata.

Infatti, per ogni a € Ve r >0, si ha

B(a,r)=a+rB(0,1) ser >0

B(a,r)=a+7rB(0,1).
Qui si usano la notazioni:

e aF, con « € Re F CV, per denotare l'insieme {av : v € F} dei vettori
ottenuti moltiplicando per « i vettori di F' (cioé scalando con fattore o i
vettori di F); questo spiega che cosa siano gli insiemi rB (0,1) e rB (0, 1);

e u+ FE conu€VeFE CV, per denotare 'insieme {u + v : v € E} dei
vettori ottenuti sommando u ai vettori di £ (cioe traslando di u i punti di
E); questo spiega che cosa siano gli insiemi a +rB (0,1) e a +rB (0, 1).

Nel caso r > 0, questo fatto & provato esprimendo un elemento u € V' come

1
u=a+rv, conv=—(u—a),
r

e notando che

u € B(a,r)

-

R
& flu-d= |-
=



Analogamente si ha u € B (a,r) se e solo se v € B(0,1) (i segni < diventano
<).

Esercizio. Completare la dimostrazione nel caso r = 0 per le palle chiuse.
Dire inoltre perché occorre assumere 7 > 0 per le palle aperte.

Concludendo si puo dire che per descrivere in uno spazio normato le palle
aperte (chiuse) basta descrivere la palla aperta (chiusa) unitaria.

4 Norme su R"

Consideriamo lo spazio vettoriale R™.
L’addizione vettoriale su R™ & definita come segue:

perz,y eR™ z4+y=(x1+y1,. -, T+ Yn)-
Il vettore nullo & la n—upla nulla:
0=(0,0,...,0).
La moltiplicazione per scalari ¢ definita come segue:

pera€RexzeR” ax = (axy,...,ax,).

4.1 Norma infinito

La funzione | - || : R™ — R data da
lzllog =, _poax 2|, = € R,

€ una norma su R™.
Verifichiamo le tre proprieta richieste dalla definizione. Positivita: per z €
R™, si ha

lzlloe = _pax |zl >
>0
e
|z|l, = max |z;| =0 &©Vie{l,...,n}:|z;|=0
ie{l,...,n} ~~
>0

eVvie{l,...,n}:2;, =0 &z =0.

Omogeneita: per « € Re z € R”, si ha

laz|, = jemax low;| = jemax || |24
= \alierrl{é?f }Ixil = |af [zl -



Disuguaglianza triangolare: per z,y € R", si ha

X = ma.
o+l = _max

ooy TV

}|93¢ + il
e avendosi, per i € {1,...,n},

lzi + il <l + [yl £ max |z;|+ max |y;| = [z + [yl
je{l,....,n}

je{1,...,n}
si ottiene
12+ ylloo < ll#lloe + 1Yl -
La norma | - ||, € detta la norma oo o norma del massimo su R™.

Esempio. Consideriamo le quadruple di R*
T = (1a25 _170) ey = (Oa _170’ 1)

di cui si voleva determinare la “grandezza”. Le grandezze di tali quadruple nella
norma oo Sono

|lz||,, = max{1,2,1,0} =2 e ||y|cc = max{0,1,0,1} = 1.

4.2 Norma 1

La funzione | - ||; : R — R data da

n
H'T’Hl = Z |xl| , T € Rn)
=1

€ una norma su R"™.
Verifichiamo le tre proprieta richieste dalla definizione. Positivita: per x €
R™, si ha

n
lzlly =) lzil 20
2.l
>0

x|, = | =0 oViel{l,....,n}:|z;|=0
=l ;I | { bl

>0
evie{l,...,n}:2;, =052 =0.

Omogeneita: per « € Re z € R", si ha

n n n
laz(l, =Y ol =Y lol ol = lal Y |ail = |af |||,
i=1 i=1 i=1



Disuguaglianza triangolare: per z,y € R", si ha

n n
lz+yll, = Z|$z+yz|<z sl + i) =Y sl + > [l
=1 i=1

1= =

L et
= Al +llyll, -

La norma || - [|; € detta la norma 1 su R".

Esempio. Consideriamo di nuovo le quadruple di R*
x=1(1,2,-1,0) e y=(0,-1,0,1).
Le grandezze di tali quadruple nella norma 1 sono

[z} =1+2+1+0=4 e |y[r=0+1+0+1=2.

4.3 Norma p e norma 2

Sia p € R con p > 1. La funzione || - ||, : R" — R data da

n ]
=], := (Z |xi|p> , T €R™,
i=1

¢ una norma su R™.

Verifichiamo le prime due proprieta richieste dalla definizione.

per z € R”, si ha

lll, = (Z Iwi|p> >0
i=1

1
]|, = <Z$i|p> =0 ®Z|wi|p=0<:>we{l, ,n}:
i=1

i=1

Positivita:

‘xz‘p

eVie{l,....,n}:|jx;|=0&Vie{l,...,n}:2;,=0 ©x=0.

Omogeneita: per « € Re z € R", si ha

1

o], = <§;waz > (Zj:lalplxz >;

n 5 n %
(wz m—w) o (z |x1-|p)
=1 =1

|ad {1,

]



La dimostrazione della disuguaglianza triangolare
Va,y e R": lz +yl, < lll, + llyll, ,

nota in questo caso della norma || - ||, come disuguaglianza di Minkowski, & pit
complicata e non sara data. Piu avanti si vedra la dimostrazione per il caso

p=2.
La norma [ - ||, & detta la norma p su R".

Casi particolari sono la norma 1

n % n
el = (zw) Yl s e R,
=1 =1

gia introdotta sopra e la norma 2, o norma euclidea,

1

n n n
]y = (Z |33i|2> = Z i = Zlﬁ r e R"™
i=1 i=1 i=1

M

gia introdotta sopra nel caso n € {1,2,3}.
Ancora una volta consideriamo le quadruple di R*
z=(1,2,—-1,0) e y=(0,-1,0,1).

Le grandezze di tali quadruple nella norma 2 sono

2l = V12422412402 = V6 =245 ¢ |[yla = V02 + 12+ 02 + 12 = V2 = 1.41.
Ricordando quanto precedentemente computato si ha:

lzlloo =2, ||z|li =4, ||z]]2 =2.45
Iyl =1, llylli =2, |lyll2 = 1.41.

Ovviamente, le grandezze di = e y dipendono dalla norma che si usa per mis-
urarla.

La norma oo puo essere vista come la norma p per p = +oo.

Teorema 3

n . — :
Vo €R": lall o = lm_|lell -

Dimostrazione. Sia z € R"™. Se z = 0, l'uguaglianza ¢ banalmente vera
avendosi ||z[|, =0 e [|lz[[, = 0 per ogni p > 1.

10



Supponiamo adesso = # 0 e quindi ||z||,, > 0. Si ha, per p > 1,

e <ilxi|p>;:<'x”§°i<|zflo>p>;

i=1 i=1
1
(3 (E))
= |z
AT\l
Sia ora m il numero di indici ¢ € {1,...,n} tali che
il = ll2llo = max |zl

Risulta, per p — 400,

D=

=\l P o0 i=1
|z | <[l oo |z |=l2]l oo
—0 =m
e quindi
1
n D
jzi| )"
Il = 17l <Z = > ol
i=1 oo
[

Per p € (0,1), la funzione || - ||, data da

n F
], = (va’) , & €R"

i=1

risulta ancora essere definita e soddisfa le proprieta di positivita e omogeneita.
Tuttavia, essa non & pitt una norma, in quanto viene a mancare la disuguaglianza

triangolare.
Infatti, per z = e = (1,0,0,...,0) e y = e® = (0,1,0,...,0), si ha

lzll, = 11(1,0,0....,0)|, =1
Hpr =/(0,1,0,... 70)”;; =1

Iz +yll, =1(1,1,0,...,0)[], =2

=

e quindi
1
]l + llyll, =2 <27 = [z +yl,.

11



4.4 Confronto tra norme p

Sopra, per le quadruple di R*
x=(1,2,-1,0) e y=(0,—-1,0,1),

si e visto che

zlly = 4, llzlly = 2.45, [lzfl = 2,

\

e quindi [lzfl, > [zl > [zl e lyll, = [yl > ¥l

generale. Si ha
Ve e R™: lzfly = [lzfly > 2]l

Infatti, sia x € R® e sia j € {1,...,n} tale che

ol = max  fwil = flello

[RRRE}

Si ha

Inoltre

i=1 =1

Z-Tz +ZZ|$z||x1|>Z|xl —HxHZ

i=1 j=1
J#i

>0

s = (Zr|>2 = (Zn:lwd) Zn:IIjI

e quindi [[z]|; = [l],.
Pil in generale ancora, vale il seguente teorema.
Teorema 4 Per ogni x € R™, la funzione
pe llall, s p e [1,+00),
e decrescente.
Come conseguenza si ottiene che, per ogni x € R",

el = Yim ol = _inf |,

12

Questo fatto vale in

n

2
D lail” = Nl
i=1

n o n
=> > lwillzl

i=1 j=1



Dimostrazione. Per provare che (1) & decrescente, si usa il fatto che, per
a,b>0e «a>1, risulta
(a+b)*>a* 40"

Osserviamo che la dimostrazione di questo fatto & banale per « intero positivo,
in quanto al membro destro della disequazione sono presenti solo alcuni dei
termini non negativi dello sviluppo di (a + b)“.

Per provare questo fatto in generale consideriamo, per o > 1 e b > 0 fissati,
la funzione f : [0, +00) — R data da

fla)=(a+b)*—a* =0 a>0.

Si ha
fO)=b*=b*=0

e, per a > 0,
f'(a) =a(a+ b)a_l —a* t=a ((a + b)a—l _ aa—l) >0

essendo a + b > a e quindi (a + b)o‘f1 > a®~! dal momento che a — 1 > 0. Da
cio segue, per a > 0,

——
20

fla (0)+ f'(c)de >0
o
20

Come conseguenza del precedente fatto si ha (provarlo come esercizio per
induzione su n): per aj,ag,...,a, > 0e a > 1, risulta

n @ n
(Z ai> > Z ay.
=1 =1

Ora, per provare (1) occorre mostrare che, per x € R™ e p,q € [1,+00) con

p <g,siha
n % n :
]|, = (Zwi|p> > =ll, = (Z Iafilq) ,
=1 i=1

esprimibile equivalentemente come

(ZnJmV’)g S

i=1

Si vede subito come questo sussista avendosi

(Z ') >3 (i) = 3 Jail”.



]
Come esempio della funzione (1) si consideri z € R™ con m componenti
uguali a 1 e n — m componenti nulle. Si ha

1
n P
lzll, = (Z |xi|"> — m» per ogni p € [1,4+0).
i=1

Esercizio. Trovare la funzione (1) per z € R™ con m componenti uguali a «
e n —m componenti nulle.
Esercizio. Provare che, per a,b > 0e a > 1, si ha

(a+b)" > a™ +b*.
Esercizio. Usando l'esercizio precedente mostrare che la funzione (1) & stret-
tamente decrescente se  ha (almeno) due componenti non nulle.

4.5 Metrica p

Sia p € [1,+00]. La metrica p, su R™ dedotta dalla norma p su R™ & detta
metrica p su R™ ed ¢ data da

1
n p

<Z |yiﬂfi|p> se p < +00

Pp (xvy) = ||y—$||p: =1 ) xanERn
max;eq1,..n} [Yi — | se p= +o0

La metrica 2

n

2 2 n
p2(xvy): Z‘yz_xz‘ = Z(yz_xl) ) xvyER 9
i=1

i=1

e detta anche metrica euclidea ed € gia stata introdotta sopra nel caso n €
{1,2,3}.

Notare che la metrica euclidea su R™ ¢ quella usata nell’analisi delle funzioni
reali di n variabili reali.

Le quadruple di R?* viste all’inizio
T = (1727 —1,0) € y= (Oa _1707 1)
distano:

p1(z,y) = |ly—=|, =1(1,2,-1,0) — (0,-1,0,1)|,
= (1,3, -1, -1} =1+3+1+1=6

nella metrica 1;
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p2(z,y) =y —zl, =|I(1,3, -1, -1)|, = V12 432412412 =12 = 3.46
nella metrica euclidea;

poo (z,y) = lly — 2l = (1,3, =1, -1)[ . = max{1,3,1,1} =3

nella metrica oo.

Ovviamente, la distanza tra = e y dipende dalla metrica che si usa per misurarla.

Vediamo ora come una distanza in R? o R? varia a seconda della metrica 1,
2 0 oo considerata.

Per i punti =,y € R? in figura, si ha

pr(z,y) = a+b, pa(z,y) =Va2+b?, ps (z,y) = max{a,b}.

La distanza ps(z,y) € la distanza “in linea retta”. La distanza pi(z,y) la
distanza sotto il vincolo che ci si possa muovere solo orizzontalmente o verti-
calmente: come accade nelle grandi citta dove si hanno strade parallele tagliate
a 90° da altre strade parallele; per tale motivo la norma (o la metrica) 1 ¢
chiamata anche norma (metrica) Manhattan.

Esercizio. Dare un significato alla distanza ps(x,y) in una grande citta
analogo a quello fatto per p;(z,y).
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Per i punti =,y € R3 in figura, si ha
P1 (.’L‘,y) :a’+b+c7 P2 (xay) = a2+b2+625 Poo (xay) :max{a,b,c}.

4.6 Palle nella norma p

Nel seguito denotiamo con B, (a,r) e B, (a,r) la palla aperta e la palla chiusa,
rispettivamente, di centro a € R™ e raggio r > 0 nello spazio normato R™ con
la norma p € [1, +o0].
Come visto in precedenza si ha
B, (a,r) =a+1B,(0,1) e By(a,r)=a+1rB,(0,1)

dove B, (0,1) e B, (0,1) sono le palle unitarie. Quindi basta descrivere le palle
unitarie per descrivere tutte le palle.

Per p,q € [1,+0o0] con p < g, si ha
B, (0,1) € By (0.1) e B,(0,1) C By (0,1)
Infatti, se z € B, (0,1), si ha, essendo ||z||, funzione decrescente di p,
l[z]ly < [lfl, <1
e quindi z € B, (0,1). Il caso delle palle chiuse ¢ analogo.

Descriviamo ora le palle unitarie in R? nelle norme 1, 2 e co.

16



Si ha

Bi(0,1) = {zeR*:||zf|, = |z1] + |za| < 1}

= {xGRzlezOerZOex1+x2<1}
U{$€R2521<0€x2206*CE1+£C2<1}
U{IZ’ER251'1<0€.’E2<06*$1*Z2<1}
U{xEstzlZOex2<Oex17$2<1}

= {x€R2:x1ZOe:cgzOex2<fx1+l}I
U{xEstzl<Oex22()emg<x1+l} II
U{zeR? 121 <0exy<0exy>—z; —1} III
U{xEstzlZOex2<OemQ>x171} IV.

Y

1 I\

-1 X=X, +1

X,= -x1-1
La palla aperta By (0,1) & l'interno del quadrato costituito da I, II, IIT e IV.
La palla chiusa B1(0,1) ¢ il quadrato comprensivo del bordo: ora si considera

< invece di <.
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Si ha poi

By (0,1) = {xeR2 Szl = v/ |e) 4 2] < 1} ={zeR’:af +23 <1}.

La palla aperta By(0,1) & I'interno del cerchio. La palla chiusa Bo(0,1) & il
cerchio comprensivo della circonferenza.

Si ha infine

B (0,1) = {z € R? : ||z]| . = max {|z1], |z2|} < 1}
={zeR’: |z <le |z <l}={zeR’:—1<z <le —1<ay<1}.

La palla aperta By (0, 1) & I'interno del quadrato. La palla chiusa B (0, 1) & il
quadrato comprensivo del bordo.
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Riassumendo:

e La palla unitaria (aperta o chiusa) nella norma 2 & il cerchio di centro 0 e
raggio 1.

e La palla unitaria nella norma 1 ¢ il quadrato inscritto nella circonferenza
con diagonali sugli assi.

e La palla unitaria nella norma oo € il quadrato circoscritto alla circonferenza
con lati paralleli agli assi.

Esercizio. Descrivere in R? le palle unitarie nelle norme 1, 2 e co.

4.7 Altre norme su R"

Sia || - || una norma su R™. A partire da || - ||, si pud ottenere una nuova norma
utilizzando una matrice A € R™*™ non singolare.
Precisamente, si consideri la funzione || - || , : R” — R data da

2]l 4 = [[Az], € R™.

Proviamo che || - ||, € una norma su R”.
Positivita: per z € R", si ha

2]l 4 = |Az]| = 0

lz]| , = |Az|]| =0 © Az =0< 2 =0 (essendo A non singolare).

Omogeneita: per a € R e z € R”, si ha
o]y = [|A ()| = [|eAz]| = |af [[Az]| = | [l 4 -
Disuguaglianza triangolare: per z,y € R™, si ha

[z +ylla = 1Az + )l = [|Az + Ayl < [[Az]| + [[Ayll = [zl 1 + [yl -
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Esercizio. Se A & singolare, allora la funzione || - || , non & una norma su R™.
Quale proprieta nella definizione di norma viene a mancare?
Esercizio. Dire se la seguente funzione R? — R:

T — |2$1 +3CL'2| + ‘1‘1 —1‘2‘ , T E RQ,
¢ una norma su R2. Poi, dire anche se la seguente funzione R?® — R:
x — max {|z1 + 2z2 + 33|, |21 + 22 + 223|, |—21 + 2 + 23]}, T € R3,

& una norma su R3.

Esercizio. Sia | - || una norma su R" e sia C' > 0. Provareche || - || : R" - R
data da
l]|" = Cllz]l, = € R
& una norma su R”, interpretandola come norma || - || 4 per una idonea matrice
A e R,

4.7.1 Norme p pesate

Come esempi di norme || - ||4 si hanno le norme p pesate.

Considerando la norma || - || ), con p € [1,400), e la matrice non singolare
] 1

A = diag(w?, ..., wh),

dove w; > 0 per i € {1,...,n}, si ottiene la norma p w-pesata (con w =
(wy,...,wp)):

1

1
lallpw <= IAxIIp—H(w{’whm,wr’an)

P
1 1
n 1 P n P
n
= E lwfz P | = g wilxz|P ], e R™
i=1 i=1
Considerando poi la norma || - || e la matrice non singolare

A = diag (w1, ..., wy),

dove w; > 0 per i € {1,...,n}, si ottiene la norma oo w-pesata:
[Zlloow == [Az]lec = [[(w121, ..., WnTs) oo
= max |wx;| = max wz], z€R™
i€{l,...,n} i€{l,...,n}

5 Norme su C([a,b])

Consideriamo lo spazio vettoriale C ([a, b]) delle funzioni [a,b] — R continue.
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L’addizione vettoriale su C ([a,b]) & definita come segue:
per f,g € C([a,0]), (f+9)(t)=F({t)+g(t), t<]a].
II vettore nullo 0 ¢ la funzione nulla
0(t) =0, t € [a,b].
La moltiplicazione per scalari ¢ definita come segue:

pera€Re feC(a,b]), (af)(t)=af(t), t €a,b].

5.1 Norma infinito
: C ([a,b]) — R data da

£l = mase £ (1) € C([a.b])

La funzione | - ||

¢ una norma su C ([a, b]).
Esercizio. Guardando alla dimostrazione del fatto che la funzione || - |/s :
R™ — R ¢ una norma, provare che anche || - || : C'([a,b]) = R & una norma.
La norma | - ||, € detta la norma oo o norma del massimo su C([a, b]).

La grandezza della funzione
F) =, te0,],
dove o > 0, nella norma oo &
| fllo = max [t*| = max t* = 1.

te(0,1] te[0,1]

Nella norma oo la grandezza di una funzione ¢ data dal suo massimo valore
assoluto e quindi, nella metrica dedotta

poo (£,9) = 19 = Flloo = max |9 (&) = F ()], f,9 € C([a,b]),

tela,b

la distanza tra due funzioni ¢ data dal massimo valore assoluto della loro dif-
ferenza.

N —
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Esercizio. Si considerino le funzioni f, g : [0, 27] — R viste all’inizio:
f(t) =sint e g(t) = cost, t € [0, 27].

Determinare la loro grandezza nella norma oo e la loro distanza nella metrica
0.

5.2 Norma 1l

Vi sono altri modi, oltre alla norma oo, di quantificare la grandezza di una
funzione in C' ([a, b]) e quindi la distanza tra due funzioni in C ([a, b]).
La funzione || - ||; : C ([a,b]) — R data da

b
111, :/|f<t>|dt, feC(ab),

& una norma su C ([a, b]).

Esercizio. Guardando alla dimostrazione del fatto che la funzione || - |1 :
R™ — R & una norma, provare che anche || - ||; : C'([a,b] ,R) — R ¢ una norma.
La norma || - ||; & detta norma 1 o norma integrale su C([a, b]).

La grandezza della funzione
ft)=t* tel0,1],

dove a > 0, nella norma 1 e

1 1 1
1 o 1
= t¥dt = [ t“dt = | ——t“ = .
I = [1etae = foeae— | —est] =
0 0

Nella norma 1 la grandezza di una funzione ¢ data dall’integrale del suo
valore assoluto e quindi, nella metrica dedotta

b

" (f,g>:/\g<t>—f<t>|dt, f.g€C (),

a

la distanza tra due funzioni e data dall’integrale del valore assoluto della loro
differenza.
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Esercizio. Si considerino di nuovo le funzioni f, g : [0,27] — R:
f(t) =sint e g(t) = cost, t € [0,2n].
Determinare la loro grandezza nella norma 1 e la loro distanza nella metrica 1.

Le grandezze e di conseguenza le distanze in norma oo e 1 possono essere
molto diverse.
Si e visto che per
ft) =1t te0,1],
risulta

1

171 ellflh =77

Per a grande, le grandezze di f nelle due norme sono molte diverse.

norma «=1=area quadrato

norma 1= area l:l
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5.3 Norma p e norma 2
Sia p € [1,+00). La funzione [ - ||, : C([a,b]) — R data da

1
P

b
91, = | [ 1 @ra) . fecia).

& una norma su C'([a, b]), detta la norma p su C ([a, b]).

Esercizio. Guardando alla dimostrazione del fatto che la funzione || - ||, :
R™ — R soddisfa le proprieta di positivitd e omogeneita, provare che anche
|- [l,: C([a,b],R) — R soddisfa tali proprieta.

Come nel caso di R”, la disuguaglianza triangolare per || - ||, : C' ([a,b] ,R) —
R prende il nome di disuguaglianza di Minkowski. La sua dimostrazione non
sara data.

Casi particolari sono la norma 1 gia introdotta in precedenza e la norma 2

b

1£ll, = /mﬁwmcmm.

a

La grandezza della funzione
f)y=1t% te[0,1],
dove a > 0, nella norma p &

1
1 P

L 1
i1, = | [era) = [era) = [era
0

0

1 1

- (=) )
ap+1 0 ap+1

Esercizio. Si considerino ancora una volta le funzioni f, ¢ : [0,27] — R viste
all’inizio:

=

f(t) =sint e g(t) = cost, t € [0,2n].

Determinare la loro grandezza nella norma 2 e la loro distanza nella metrica 2.
Come nel caso dello spazio R™, si puo dimostrare che si ha

vfeC(a,b]): 1 = 0o 2

fec(et): tm |17, =1l )

Inoltre, si ha che, per p € (0,1), la funzione | - ||p : C([a,b],R) — R,
pur soddisfacendo le proprieta di positivita e omogeneita, non € una norma in
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quanto non soddisfa la disuguaglianza triangolare. Esercizio. Provare questo
utilizzando le funzioni

f) =5 e glt) =y, t€lai)]

Infine, si puo dimostrare che si ha

Vf € C(la,b]) Vp,q € [1,+00] con p < q: | fll, < (b—a)? 7 ||flly-  (3)

Esercizio. Considerare la disuguaglianza (3) per [a,b] = [0,1]. Cosa c’¢ di
diverso rispetto allo spazio R™?

Esercizio. Provare la disuguaglianza nel caso ¢ = +oc.

Esercizio. Per la funzione

f@) =t tel0,1],
dove ae > 0, verificare che le due proprieta sopra (2) e (3) sussistono.

Come per lo spazio R™, anche nello spazio C([a,b]) si introducono le norme
p pesate.
Sia p € [1,+0o0]. La norma p w-pesata & data da

1

(fw(f) If(t)lpdt> ' se p < 400
11,0 =

a

» [eC(la,b]),
max;e(q,p W () | f (t)] se p = +oo

dove il peso w : [a,b] — R & una funzione non negativa integrabile per p < 400,
non negativa limitata per p = +o0, che si annulla in un insieme di misura zero.
Si dimostra che tale funzione || - ||, : C([a,b]) — R & una norma.

6 Equivalenza di norme

L’equivalenza di norme stabilisce quando due norme forniscono grandezze com-
parabili.

Definizione 5 Sia V uno spazio vettoriale e siano || - || e | - || norme su V.
Si dice che || - || ¢ equivalente a || - |’ se

3e,C>0Vu eV cl|ul <|ul <Clul.

Esercizio. La nozione sopra introdotta ¢ una relazione sull’insieme delle
norme su V. Provare che si tratta di una relazione di equivalenza, cioe che
gode delle proprieta riflessiva, simmetrica e transitiva. Questo spiega il nome
“equivalenza” usato per questa relazione.
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Notare che nella definizione di equivalenza di norme la condizione
VueV:elul < flull' < Cllu
puo essere sostituita da
Vu e VA{0} : el < Jlull” < Clull,

vale a dire ,
VueV\{O}:c§||||u|”§C,
u
in quanto ¢ ||ul| < [Jul” < C|ju| sussiste per u = 0.
Per cui, si ha che || - || & equivalente a || - ||" se e solo se

infA>0 e supA< +oo,

dove ,
[lull

Az{:ueV\{O}}.

il

6.1 Equivalenza in R"

Sia p € [1,+00). In R™, si ha che la norma oo ¢ equivalente alla norma p.
Infatti, per z € R™, si ha
cllzlloe < llzllp < Cllzllo

1
conc=1eC =nr:

n % n P i .
e, = (Z |ﬂfi|p> < (ZWH&) = (nz5)” =n¥ [zl
i=1 i=1
n n
si ha < in quanto Vi € {1,...,n} : |z;|” < ||z]|%, e quindi Z |z | < Z 2|2,
i=1 i=1

= inf < .
lelloo = _inf ol < ol

Come conseguenza del fatto che la norma co € equivalente a ogni norma p,
si ha che in R™ tutte le norme p sono equivalenti.

Infatti, per p,q € [1,+00), la norma p & equivalente alla norma co (proprieta
simmetrica) e la norma oo & equivalente alla norma ¢, per cui la norma p &
equivalente alla norma ¢ (proprieta transitiva).

Il prossimo teorema mostra che in R” la norma 2, che ¢ equivalente a tutte

le norme p in base a quanto appena stabilito, ¢ anche equivalente a tutte le
norme.
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Teorema 6 Sia || - || una norma suR™. Si ha che || - ||, é equivalente a || - ||.

Dimostrazione. Sia

A:{ el -xeR”\{O}}.

ey

e proviamo che
inf A>0 e supA < +oo.

A={ Lo crm @) =Gl iy e s) con s=fyer: Iyl =1

avendosi, per € R™ \ {0},

el _ ’ 1 ‘ 1 _ =l
= ||——a R B B

ENMIER fally I, = Tl
Consideriamo ora la funzione f = || - || : R" — R data da

fw) =1yl yeR",

per la quale
A={f():yeSt=r(5).
Se proviamo che f e continua e che S & chiuso e limitato, allora dal Teorema
di Weierstrass seguira che A = f (S) ha massimo e minimo. Per cui,

inffA=minA>0 e supA=maxA < +oco.

Esercizio. Provare che min A > 0.
Si sara quindi ottenuto

inf A>0 e supA<+oo

e pertanto 'equivalenza di || - ||z e || - || risulterd provata.

Proviamo che f ¢ continua.

Ricordiamo che in Analisi II si & usata la metrica euclidea per definire la
nozione di continuita di una funzione g : D C R™ — R: si dice che g & continua
inye D se

Ve>036>0VzeD: [[x—yl2<d = |g(z) —gy)| <&

poi si dice che g € continua se e continua in ogni y € D.
Particolari funzioni continue sono le funzioni Lipschitz continue (o lips-
chitziane): si dice che g & Lipschitz continua se

AL >0Ve,y e D g(z) —g(y)| < Lz = ylla.
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Proviamo che f & Lipschitz continua.
Osserviamo che si ha

vz €R™: iz <D lle@]l - Izl (4)
=1

Infatti, per 2 € R™, si ha

I Zzie(i)n < Z 2ie® | = Z 2] 1|
i=1 i=1 ~~

&l

i=1
<zl <l

IN

Do lzla 1@l = 1@l - =l -
i=1 i=1

Dalla (4) segue immediatamente che f & Lipschitz continua: per x,y € R™ si ha
@) = f@) = [zl = Iyl < e =yl <D 1@l - e = yll, -
i=1

dove il primo < segue dalla proprieta 5) delle norme e il secondo dalla (4) con
z=x—y.

Esercizio. Provare che l'insieme S & chiuso. Suggerimento: usare la carat-
terizzazione di un insieme chiuso tramite successioni e usare la continuita della
norma euclidea (la Lipschitz continuita segue dalla proprieta 5) nel caso || - || =
I lls: per z,y € R” si ha [z, — [lyll) < 2 — yll,)-

Esercizio. Provare che l'insieme S & limitato. m

Dal precedente teorema segue immediatamente che tutte le norme su R”
sono equivalenti.

Infatti, se || - || e || - || sono norme su R™, si ha che || - | & equivalente a
| - ll2e| - |2 & equivalente a || - ||" e, quindi, || - || & equivalente a || - ||'.

Osservare che nella precedente dimostrazione si ¢ anche mostrato che una

qualsiasi norma || - | : R" — R, la funzione f nella dimostrazione, ¢ una
funzione Lipschitz continua.

6.2 Non equivalenza in C([a,b])

Siano p, q € [1,4+00] con p < g. Nonostante si abbia

vf € C(la,b]) < £l < (0—a)> 7 |1l

la norma ¢ non & equivalente alla norma p, mancando 'altra disuguaglianza
richiesta dalla definizione.
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Infatti, consideriamo il caso [a, b] = [0, 1]. Posto

a={ep e,
1£1lq
proviamo che
inf A =0.

Esercizio. Si ha sup A = 4+00?
Si e visto che, dato a > 0, per la funzione

Falt) =t teo,1],

risulta

1 1
- 1 P ~ 1 q
o= (i) e Wada= (aamn) sea<voc
ap+ 1 se g = +o0.

Nel caso ¢ < +00, risulta

N ( 1 )% i
Ifallp  _ \epti)  (ag+1)a
= - 1 1
[ fallq ( 1 )q (ap+1)»
ag+1
+1\7
- 1 1 (aq P
= (aq+1)q P <ap+1>
— 0 (g) =0, a = +o0,
p

e quindi inf A = 0.
Esercizio. Provare inf A = 0 nel caso g = +oo.

Nel caso generale di un intervallo [a, b] qualsiasi, si considera, per a > 0, la
funzione

fa) =1a (32 ) sela,

b—a
per cui

: 5o, N3

~ s—a
1, = | [1taoras) = [|i(G=2)] @

1 »
~ Ss—a
= | [lof e-au) ==

Few[ at) == a)7 I fally



e, analogamente, per ¢ < +00,

Ifall, = (b= a)7 [|fallg-

Quindi, per g < +0o0,
Ifally _ (0= a)? | fally
Ifalle (b —a)a | full,

da cui inf A = 0.
Esercizio. Provare inf A = 0 nel caso g = +oc0.

AR

=(b—a)* Je
R

— 0, o — +o0,

In conclusione, si ha che in C ([a,b]) due qualsiasi norme p non sono equiv-
alenti.

6.3 Equivalenza di norme in spazi di dimensione finita

L’equivalenza di tutte le norme non si ha solo nello spazio R”, ma in ogni spazio
vettoriale di dimensione finita come ora proveremo.

Sia V uno spazio vettoriale di dimensione finita n.
Fissata una base v, ... v(™ per V, lo spazio vettoriale V & isomorfo allo
spazio vettoriale R™ tramite 'isomorfismo ® : V' — R" dato da

D (u) = (x1,...,%,), u€V,

dove x1,...,x, € R sono le componenti di « nella base v(¥, ... v(" cioé sono
gli unici scalari tali che

u=a0® 4.z,
Osservare che @~ ! : R” — V & dato da

o (z) =20V + - 4 2,0 e R

Sia ora || - || una norma su V. Consideriamo la funzione || - [|* : R* — R
data da
lz)” = 7" (@) | = [lero™ + - + 0™, « € R
Osservare che, per u € V, si ha ||u|| = ||®(u)|*.

Proviamo che questa ¢ una norma su R™.
Positivita. Per x € R", si ha

2| = wa(l) fodazo™| >0

Hx1v<”+---+xnv(") —0 o 200 4 fz,0™ =0

& xy=---=x, =0 (essendo oM. 0™ linearmente indipendenti)

< x=0.
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Omogeneita. Per « € R e z € R, si ha

||| Hamlv(l) + -+ az,v™

- HO‘ (mlv(l) I W,(n)) H

o wa<1> +eeet ™| = o] 2]

Disuguaglianza triangolare. Per x,y € R™, si ha

Jotyl™ = ||+ p) 0+t @t ) o

wa(l) oot o™ £ g™ 4 g™ H

< Jereo® o g g™
= Jlz[I" +llyll"-
Come esempio di spazio vettoriale a dimensione finita e di norma || - |*,

consideriamo lo spazio vettoriale II,, ([a,b]) delle funzioni [a,b] — R polinomiali
di grado < n, che & un sottospazio di C ([a,b]) di dimensione finita n + 1.
Una sua base e data dalle funzioni polinomiali

tst', t € [a,b], perie{0,1,...,n}.

Le componenti di un elemento f € II, ([a,b]) in tale base sono i coeflicienti
ag, a1, - - -, an nella forma canonica del polinomio f:

f(t) =ao+art+-- +ant", t € la,b].

Sia I, ([a,b]) ¢ dotato della norma || - ||, dove p € [1,+00], ereditata dal

sopraspazio C'([a, b]). La norma || - H; su R"*1 ¢ data da: per (ag,a1,...,a,) €
Rn+l
Y
l(ag, a1, ... ,an)H; = [|®7 (ag,a1,-.-,an) [|p
= [Ifllp

(con f(t) = ao +ait + -+ ant", t € [a,0])

P

b
<f|a0+a1t+~~+ant"|pdt> se p < 400
a

maXye[qp] |0 + a1t + - - - + a,t"| se p = +o0.

Esercizio. Descrivere nel caso n = 1, cioe nel caso di polinomi di grado <1
e [a,b] = [0,1] le norme || - |15, | - 5 el - |li- Questo vuol dire, dato
(ag,a1) € R?, determinare ||(ag,a1)||%, ||(a0,a1)|5 e ||(ao,a1)|%, come funzioni
diag e ag.

15
o

Tornando a parlare dello spazio vettoriale generale V' di dimensione finita n,
proviamo ora che in V tutte le norme sono equivalenti.
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Siano || - || e || - || norme su V. Poiché in R™ tutte le norme sono equivalenti,
le norme || - ||“ e || - | su R" sono equivalenti, cioe esistono ¢, C' > 0 tali che

Vo € R s clal” < 2™ < Clal”,

da cui
VueV:c|@) <) < Cl®w)”

vale a dire
Vu eV clull < Jlull” < Clul-
essendo
2" = llull e @)™ = ful".
Quindi sono equivalenti anche le norme || - || e || - ||" su V.

Come conseguenza si ha che, a differenza del sopraspazio C ([a,b]), nello
spazio I1,, ([a, b]) tutte le norme p ereditate da tale sopraspazio sono equivalenti.

6.4 Topologie dedotte da norme equivalenti

Il modo usuale di definire gli intorni di punti di R™ (visto in Analisi IT) & basato
sulla metrica euclidea.
Gli intorni di un punto x € R™ sono i sottoinsiemi U di R™ tali che esiste
una palla aperta B(xz,r) nella metrica euclidea, con r > 0, inclusa in U.
L’applicazione che associa ad ogni punto di R™ la famiglia dei suoi intorni e
detta la topologia di R™ dedotta dalla metrica euclidea.

In generale, una topologia T su un insieme M & un’applicazione che associa
ad ogni u € M una famiglia 7, di sottoinsiemi di M e che soddisfa certe proprieta
che qui non riportiamo (gli interessati vedano il paragrafo “spazio di Hausdorft”
nella la voce “topologia” su wikipedia).

I sottoinsiemi di M appartenti alla famiglia 7, sono detti intorni di u nella
topologia 7. Per cui, U € T, vuol dire che U & un intorno di u nella topologia
T.

L’insieme M con la topologia 7 su M, cioe la coppia (M, T), ¢ detta uno
spazio topologico.

L’introduzione di una topologia e quindi degli intorni permette di definire
nozioni come: insieme aperto, insieme chiuso, successione convergente e suo
limite, funzione continua, ecc.

Infatti, dato uno spazio topologico (M, T):

e un sottoinsieme di M si dice aperto se & intorno di ogni suo punto e si
dice chiuso se il suo complementare ¢ aperto;

e una successione {u,} in M si dice convergente al limite u* € M se

YU € Ty» In Yn2>n: u, € U.
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Inoltre, dati spazi topologici (M, T) e (N, S), una funzione g : D C M — N si
dice continua in v € D se

VU € Syuy IV €To: g(VND)CU.

In Analisi II sono state date questi definizioni per M = R™ e N = R™ dotati
della topologia dedotta dalla metrica euclidea.

Vediamo ora qual € il modo usuale di introdurre una topologia su uno spazio
metrico. Si tratta semplicemente di generalizzare a una metrica qualsiasi la
nozione di topologia dedotta dalla metrica euclidea.

Sia (M, p) uno spazio metrico. Consideriamo ’applicazione T che associa
ad ogni u € M la famiglia di sottoinsiemi di M

T. = {U C M : esiste una palla B(u,r) nella metrica p, con r > 0,

inclusa in U}.

Si prova che questa ¢ una topologia su M, in quanto soddisfa le proprieta (qui
non riportate) richieste dalla definizione di topologia. Essa e detta la topologia
su M dedotta dalla metrica p.

Esercizio. Descrivere la topologia su M dedotta dalla metrica 0-1, vale a
dire: quali sono gli intorni di un punto v € M in tale topologia?

Si puo ora introdurre una topologia anche in uno spazio normato e quindi poi
parlare di aperti, chiusi, successioni convergenti a un limite e funzioni continue:
basta considerare la topologia dedotta dalla metrica dedotta dalla norma, detta
topologia dedotta dalla norma.

Sia ora V uno spazio vettoriale e siano || - || e || - || norme su V. Siano poi p
e p' le metriche su V dedotte dalle norme || - || e || - ||, rispettivamente. Siano
infine T e T le topologie su V dedotte dalle metriche p e p’, rispettivamente.

Teorema 7 Se || - || ¢ equivalente a || - ||, allora
T=T, cio¢ YueV:T,=T,.

In altri termini, se due norme su V sono equivalenti, allora gli intorni di ogni
punto di V' sono gli stessi nelle due topologie dedotte.

Dimostrazione. Assumiamo || - || equivalente a || - ||', cioe esistono ¢,C > 0
tali che
Vu eV clull < Jlull” < Cllul -

Si ha quanto segue. Qui palla vuol dire palla aperta con raggio > 0.

(*) Per ogni u € V: ogni palla di centro u nella metrica p include una palla di
centro u nella metrica p'; e ogni palla di centro u nella metrica p’ include
una palla di centro u nella metrica p.
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Infatti, dato uw € V e r > 0, la palla B, (u,r) nella metrica p include la palla
B, (u, cr) nella metrica p’; e la palla B, (u,r) nella metrica p’ include la palla
B, (u, %) nella metrica p.

Esercizio. Provare queste inclusioni.

Proviamo ora che (*) implica Yu € V : T, = 7. Osserviamo che T, = T,
(uguaglianza di insiemi) vuol dire: per ogni U € T, si ha U € T, e per ogni
UeT!sihaUe€T,.

Sia u € V. Proviamo che per ogni U € T, sihaU € 7. SiaU € T,,. U
include una palla di centro u nella metrica p e quindi, valendo (*), anche una
palla di centro u nella metrica p’. Quindi U € 7,!. Analogamente si prova che
perogniU € T/sihaU €T, =

Come conseguenza del precedente teorema si ha che se V' ha dimensione
finita, allora le topologie dedotte da norme su V sono tutte uguali essendo le
norme tutte equivalenti.

Cosi, in uno spazio vettoriale di dimensione finita V' (ad esempio V = R"),
si hanno gli stessi insiemi aperti, gli stessi insiemi chiusi e le stesse successioni
convergenti con lo stesso limite, indipendentemente da quale particolare norma
si sia scelta su V.

Inoltre, dati spazi vettoriali di dimensione finita V e W (ad esempio V' =R" e
W = R™), si hanno le stesse funzioni continue D C V' — W, indipendentemente
da quali particolari norme si siano scelte su Ve W.

Questo perche tutte tali nozioni sono formulate in termini di intorni e gli
intorni di ogni punto sono gli stessi, indipendentemente dalla particolare norma
scelta.

Si osservi che I’equivalenza di tutte le norme implica che se una successione
{z,} in uno spazio vettoriale di dimensione finita V' converge a un limite z € V'
in una norma || - || su V, cio¢

lim |z, — | =0,
n—oo
allora converge al limite z in una qualsiasi altra norma || - ||" su V, cioe

lim ||z, — | = 0.
n—oo

Si ha anche che gli ordini di convergenza a zero (gli ordini di infinitesimo) sono
gli stessi: si ha

lzn = 2l" = O(llzn —2l)) e llon — 2l = O (lzn —2l), n — oo.

Esercizio. Provare quest’ultimo fatto. Ricordare che, date successioni {f,}
e {gn}, la notazione f,, = O(g,), n — oo, significa

ICZ0Vn: [fu| < Clgnl-
Se le successioni {f,} e {gn} sono infinitesime, questo vuol dire che l'ordine di

infinitesimo di {f,,} ¢ > dell’ordine di infinitesimo di {gy }.
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7 Prodotti scalari e spazi euclidei

Introduciamo ora la nozione di prodotto scalare su uno spazio vettoriale, la
quale permette di definire la nozione di ortogonalita tra due vettori.

Definizione 8 Sia V' uno spazio vettoriale e sia (-,-) : V. xV — R. Si dice che
( -) & un prodotto scalare su V se

) VueV:(uu)>0e(uu) =0%&u=_0 (positivitd);
2) Yu,v € Vi (u,v) = (v,u) (simmetria);

3) Va € R Yu,v € V: (u,av) = a (u,v) (linearitd);

4) Yu,v,w € Vi (u,v +w) = (u,v) + (u, w) (linearita).

Lo spazio vettoriale V' con il prodotto scalare (-,-) su V, cio¢ la coppia
(V,{-,-)), &€ detta uno spazio euclideo.

Osserviamo che se (-,-) & un prodotto scalare su V, allora, accanto alle
proprieta 1), 2), 3) e 4) della definizione, valgono anche le seguenti ulteriori
proprieta 3bis), 4bis), 5) e 6), che ne sono una conseguenza:

3bis) Yo € R Vu,v € V : (au,v) = a (u,v);
Infatti, per « € R e u,v € V, si ha

(qu,vy = au)  (simmetria)

(v
= a(v,u) (linearita 3))
a

o~ o~ =

= u,v) (simmetria).
4bis) Vu,v,w € V : (u + v,w) = (u,w) + (v, w) .
Infatti, per u,v,w € V si ha

(u+v,w) = (w,u+wv) (simmetria)
= (w,u) + {(w,v) (linearita 4))

= (u,w)+ (v,w) (simmetria).
5) Yu eV : (u,0) =(0,u) =0.
Infatti, per w € V si ha (u,0,) = (0,u) (simmetria) e

(u,0) = (u,0u) =0(u,u) (linearita 3))
= 0.

6) Yu,v € V: (u+v,u+v) = (u,u) + 2 (u,v) + (v,v) .
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Infatti, per u,v € V si ha

(u+v,ut+v)={(u+

= (u,u) + (v, u) + (u, >
= (u, u) + (u,v) + (u, v)
= (u, u) + 2 (u,v) + (v,

Esercizio. Sia (V,(-)) uno spazio euclideo. Provare che per ogni n €
{1,2,3,...} e per ogni u,v™M, v@ ... v €V siha

+ (u+wv,v) (linearita 4))
v,v)  (linearita 4bis))

;u)
+

+ (v,v) (simmetria)
v).

(u, v + 0@ 0™y = (oMY (0@ 4 (0™,

Dimostrare per induzione su n. Osservare che questa proprieta & una general-
izzazione della linearita 4), che & il caso n = 2. Si formuli poi e si dimostri la
corrispondente generalizzazione della linearita 4bis).

Sia (V, ( - )) uno spazio euclideo e sia U un sottospazio di V.
Se consideriamo la restrizione

()w:UxU—=R

aUdi(-):V xV — R, questa risulta essere un prodotto scalare su U, detto
il prodotto scalare eredidato dal sopraspazio V.

La restrizione a U del prodotto scalare su V' & un prodotto scalare su U in
quanto le quattro proprieta nella definizione di prodotto scalare sono valide per
ogni u,v,w € V e, quindi, in particolare anche per ogni u,v,w € U C V.

8 'Trasposizione di matrice

Ricordiamo che la trasposta di una matrice A € R™*" & la matrice AT € R"*™
le cui colonne sono le righe di A (equivalentemente, le cui righe sono le colonne

di A):
AT (i.5) = A(5,1), () € {1,....n} x {1,...,m}.
Proprieta della trasposizione di matrice:
1) VA e Rmm: (AT)T = 4;
2) YA, B € R™*": (A4 B)T = AT 4+ BT;

4

)
)
3) Va € RVA € R™*" : (aA)T = aAT;
) VA € Rm*" YB € R"*P : (AB)T = BT AT,
)

5) VA € R"™™" : A non singolare = A non singolare e (AT)~! = (A=1)T.

Queste proprieta sono note dal corso di Geometria. Esercizio. Provare la 5) a
partire dalla 4).
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9 Prodotti scalari su R"

Consideriamo lo spazio vettoriale R™ e la funzione (-,-) : R™

<1’7?J> = JUTy = thyu T,y € Rn7
1=1

Proviamo che (-,-) & un prodotto scalare su R"™.
Positivita. Per € R™ si ha

3

2 =0 & 2?2=0peric{l,...,

i=1 "'70
< z;=0perie{l,...,n} e x=0.

Simmetria. Per x,y € R™ si ha

n
T y> = inyl Zyle = y7
i=1

oppure anche

x R™ — R data da

n}

zTy & uno scalare, cioé una matrice 1 x 1, e quindi coincide con la sua trasposta

(r,y) = aTy=(aTy)"
— T (xT)T =T
= (yax>

Linearita 3). Per « € R e 2,y € R" si ha

xay Zxayz—azxzyz_al‘gA

oppure, usando una proprieta del prodotto di matrici (la A(aB) = aAB),

(r,ay) = 2" (ay) = a(z"y) = a(z,y).

Linearita 4). Per z,y,z € R™ si ha

(v,y +2) = sz Yi + %) Z(%yri—xizi) sziyi+zxizi= (z,y) + (z, 2)
i=1 i=1 i=1
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oppure, usando una proprieta del prodotto di matrici (la distributivita della
moltiplicazione matriciale rispetto all’addizione matriciale: A(B + C) = AB +
AC),

(r,y+z)=al(y+z)=aly+alz=(r,9) +(z,2).

11 prodotto scalare (-,-) & detto il prodotto scalare canonico su R™.

Un’importante proprieta del prodotto scalare canonico € la seguente, che
spiega anche il ruolo che ha la matrice trasposta nell’algebra lineare.
Siano (-, - )gm € (-, - )gn 1 prodotti scalari canonici su R™ e R™. Si ha

VA € R™" ¥z € R™ Yy € R"™ : (z, Ay)gm = (AT 2, y)rn.
Infatti, per A € R™*" z € R™ e y € R, si ha
(@, Ay)gm = 2" Ay = (AT2)"  y=(ATz,y)p-.
=aT(AT)T =T A
Naturalmente, per la simmetria del prodotto scalare si ha anche
(Ay, 2)gm = (2, AY)zm = (AT2, y)me = (y, A ).

Pertanto, cambiandola con la sua trasposta, una matrice puo essere spostata
da un argomento all’altro di un prodotto scalare canonico mantenendo lo stesso
valore del prodotto scalare.

9.1 Altri prodotti scalari su R"

Sia (-, -y un prodotto scalare su R™. A partire da (-, -) , si pud ottenere un nuovo
prodotto scalare su R™ utilizzando una matrice A € R™*™ non singolare.
Precisamente, si consideri la funzione (-,-) , : R® x R™ — R data da

<w7y>A = <A$,Ay> , T,Y S Rn

Proviamo che (-,-) , € un prodotto scalare su R".
Positivita: per z € R”, si ha

(z,x) 4 = (Az, Az) > 0

(x,2) , = (Az,Az) =0 < Az =02 =0 (A ¢ non singolare).

Simmetria: per z,y € R" si ha

(2,y) 4 = (Az, Ay) = (Ay, Az) = (y,7) 4 -
Linearita 3). Per « € R e z,y € R" si ha

(z,ay) o = (Az, Alay)) = (Az, ady) = a (Az, Ay) = a(z,y) 4 -
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Linearita 4). Per x,y,z € R™ si ha

ey +2)a = (Az, Aly+2) = (Az, Ay + A2)
= <A$,Ay> + <AJ,‘,AZ> = <Ivy>A + <$7Z>A .

Esercizio. Se A & singolare, allora la funzione (-, -) , non & un prodotto scalare
su R™. Quale proprieta nella definizione di prodotto scalare viene a mancare?
Esercizio. Sia (-,-) il prodotto scalare canonico su R™. Provare che

VA € R™™" non singolare Vz,y € R" : (z,y) , = (z, AT Ay) = (AT Az, y).

Esercizio. Si consideri il prodotto scalare canonico (-,-) su R? e la matrice
non singolare
1 2
A= .
1 -1
Trovare un’espressione per (z,y),, dove z,y € R2, cioe esprimere (x,y) 4 in
termini delle componenti x1, 2, Y1, Ys.

Considerando il prodotto scalare canonico (-,-) e la matrice non singolare

A = diag (Vwi, ..., /wn),

dove w; > 0 per i € {1,...,n}, si ottiene il prodotto scalare w-pesato (con
w = (wy,...,w,)) suR"™:
(x,y), = (Az,Ay)

= <(mxlaamxn)7(mylaamyn)>
= Z VWi - /wiys

n
= Y wimiyi, 7,y €R™.

i=1

Esercizio. Sia (-,-) il prodotto scalare canonico su R™ e sia A € R™*" non
singolare. Mostrare che AT A ¢ non singolare. Poi, data una matrice B € R**",
trovare una matrice C' € R™*"™ tale che

Va,y € R" : (x,By)a = (Ca,y)a.

Cosa risulta essere questa matrice C' nel caso del prodotto scalare w-pesato?

10 Prodotti scalari su C ([a, b))

Consideriamo ora lo spazio vettoriale C ([a, b]) e consideriamo la funzione (-, -) :
C ([a,b]) x C ([a,b]) — R data da

b

(f.9) = /f(t)g(t) dt, f.9 € C([a,b]).

a
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Esercizio. Provare che (-, -) & un prodotto scalare.
Tale prodotto scalare & detto il prodotto scalare canonico su C ([a,b]).
I prodotto scalare w-pesato su C ([a, b]) & dato da

b

(f.q), == / w(t)f (£) g (t)dt, f.g € C([a.b).

a

dove il peso w : [a,b] — R & una funzione integrabile e non negativa che si
annulla solo in un insieme di misura zero.

Esercizio. Generalizzando quanto fatto nel precedente esercizio, provare che
la funzione (-,-), : C ([a,b]) x C (a,b]) — R & un prodotto scalare.

w

11 La disuguaglianza di Cauchy-Schwarz

Negli spazi euclidei vale la disuguaglianza di Cauchy-Schwarz.

Teorema 9 (Disuguaglianza di Cauchy-Schwarz). Sia (V, (-,+)) uno spazio eu-

clideo. Si ha
Vu,v € Vi [{(u, v)] < v/ (u,u) v/ {(v,v).

Dimostrazione. Siano u,v € V. Distinguiamo i due casi u = 0 e u # 0.

Se u = 0, allora (u,u) = 0 per la positivita del prodotto scalare e (u,v) =0
per la proprieta 5) del prodotto scalare. Pertanto la disuguaglianza vale con
I'uguale.

Sia u # 0 e quindi (u,u) > 0 per la positivita. Per ¢t € R, si ha

(tu + v, tu +v) >0 (positivita)

(tu + v, tu + v) (tu, tu) + 2 (tu,v) + (v,v) (proprieta 6))

t2 (u, u) 4 2t (u,v) + (v,v)  (linearita 3) e 3bis)).
Per cui, il trinomio di secondo grado

p(t) = (u,w)t* + 2 (u, v)t + (v,v) = at> + bt + ¢ = (tu +v,tu+v), t € R,
—— —— ——
=a>0 =b =c

ha per grafico una parabola rivolta verso ’alto che non va sotto ’asse ¢ e quindi
tale trinomio non ha due radici reali distinte. Si ha cosi

A (b} >
0> Vil (2> —ac=(u,v)” — (u,u) (v,v)
da cui (u,v)* < (u,u) (v,v) e infine [(u,v)| < \/{u,u)r/(v,v). =
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Esercizio. Siano u,v € V' con u #0. Osservare che si ha

[(u, v)| = V/{u, u)v/{v,v)
se e solo se

1= (u,v)? = (u,u) (v,v) =0,

e questo si ha se e solo se il trinomio di secondo grado
p(t) = (u,u) t? + 2 (u,v) t + (v,v) = (tu+v,tu +v) >0, t €R,

si annulla per qualche ¢ € R. Mostrare che il trinomio si annulla per qualche
t € R se e solo se v & un multiplo di u. Per cui si € mostrato che, per u # 0, la
disuguaglianza di Cauchy-Schwarz

[(u, )| < V/(u, w) /{0, 0)

vale con l'uguale se e solo se v ¢ un multiplo di w. Poi, come visto nella di-
mostrazione, essa vale con 1'uguale anche nel caso u = 0.
Mostrare poi che se v € un multiplo non negativo di u, allora

(u,v) = v/ {u,u)\/{v,v)

e se v & un multiplo non positivo di w, allora

(u,v) = =/ {u,u)y/{(v,v).

Nel caso dello spazio euclideo (R™, (-,-),,) (il prodotto scalare canonico cor-
risponde a w = (1,...,1)), la disuguaglianza di Cauchy-Schwarz si legge:

n n n
2 2
E W TYi | < E W4 T3 E w; Y3
i=1 i=1

i=1
Nel caso dello spazio euclideo (C ([a,b]), (-,-),,) (il prodotto scalare canonico
corrisponde a w(t) = 1, t € [a,b]), la disuguaglianza di Cauchy-Schwarz si legge:

Vr,y € R :

b b b

Vg€ C([ab]): / w(t)f(t)g(t)dt| < / w(t) f(t)2dt / w(t)g(t)2dt.

a a a

Esercizio. Usando la disuguaglianza di Cauchy-Schwarz provare che
Vo €R™: [zl < Vallzllz e Vf € C([a,b]) : [[flh < Vb —alfll2.
La seconda ¢ la disuguaglianza gia vista

£l < (b —a)7 " | f]lq

perp=1leqg=2.
Esercizio. Generalizzare le disuguaglianze del precedente esercizio alle norme
1 e 2 w-pesate.
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12 Norma dedotta da un prodotto scalare

Sia (V, (-,+)) uno spazio euclideo.
Si puo introdurre su V' una norma nel seguente modo. Sia || - || : V — R

data da
||U|| =V <ua u>7 ueV.

Notare che per la positivita del prodotto scalare si ha (u,u) > 0, v € V, e quindi
la radice quadrata ¢ ben definita.

Proviamo che || - || € una norma su V.
Positivita: per u € V si ha

[ull = v/ (u,u) = 0
e, per la positivita del prodotto scalare,
lu]| = V{u,u)y =0 < (u,uy=0 < u=0.
Omogeneita: per « € Re u € V si ha

loul] = (o, auu)
= a2 (u,u) (linearita 3) e 3bis) del prodotto scalare)
= la[/(u,u) = |af |u] .
Disuguaglianza triangolare: per u,v € V si ha,

lu+v]®

(u+v,u+v)

(u, u) + 2 (u,v) + (v,v) (proprieta 6) del prodotto scalare)
2 2

[[all™ + 2 (u, v) + [Jo]]

con
(u,v) < [u,v)
< VA{u,u) /{v,v) disuguaglianza di Cauchy-Schwarz
=l {loll-
Si ha cosi
2 2 2
lutol™ = llull®+2(u,v) + |lvl
2 2 2
< lll™ + 21l ol + 1loll™ = (el + llvl)
da cui si ottiene
lu+ vl < flull + [|v]] -
La norma || - || cosi ottenuta & detta la norma su V' dedotta dal prodotto

scalare (-, ).
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Esercizio. Guardando alla dimostrazione della disuguaglianza triangolare
per la norma || - || dedotta dal prodotto scalare, provare che, per u,v € V si ha

[u+ ol = [|lull + [|v]]

se e solo se u = 0 oppure v & un multiplo non negativo di u. Suggerimento:
guardare all’esercizio dopo la dimostrazione della disuguaglianza di Cauchy-
Schwarz. Dire inoltre quando si ha

[+ ol = [ [lull =[] ]

e poi quando si ha
lu = vl = flull = [lo]| |

Osservare che, per la proprieta 4) e 5) delle norme, risulta comunque

l[w = ol = [ [lull = {lv]l |

lu+ ol = flu= (o)l = | flull =[] = ol | = | flull = [JoI

Riassumendo si puo dire che:

e da un prodotto scalare si deduce una norma (da uno spazio euclideo si
deduce uno spazio normato);

e da una norma si deduce una metrica (da uno spazio normato si deduce
uno spazio metrico);

e da una metrica si deduce una topologia (da uno spazio metrico si deduce
uno spazio topologico).

La norma dedotta dal prodotto scalare w—pesato su R™ & la norma 2 w—pesata
su R™ precedentemente introdotta: per x € R™, si ha

]| =/ (; ), =

In particolare, per w = (1,...,1) si ha che la norma dedotta dal prodotto scalare
canonico su R" & la norma 2 su R™.

La norma dedotta dal prodotto scalare (-,-) , su R", dove (-, ) & il prodotto
scalare canonico su R" e A € R"*" & non singolare, ¢ la norma || -[| 4 su R"
precedentemente introdotta: per x € R™, si ha

el =/ (z, 2) 4 = V{Az, Az) = [[Azlly = [|l2][5 4 -

n
> wia? = |z, -
=1

43



Esercizio. Si consideri di nuovo la matrice non singolare
1 2
A= [ b2 } .

di un esercizio precedente. Trovare un’espressione per ||z||, 4, dove z € R?, cioe
:
esprimere ||z||, 4 in termini delle componenti z1, z2.
:

La norma dedotta dal prodotto scalare w—pesato su C ([a,b]) & la norma 2
w—pesata su C ([a,b]) precedentemente introdotta: per f € C ([a,b]) si ha

1=/ {fs o =

In particolare, per w(t) = 1, t € [a,b], si ha che la norma dedotta dal prodotto
scalare canonico su C ([a,b]) & la norma 2 su C ([a, b]).

b
/ w(t) F 02 dt = {0 -

Notare che usando la norma || - || dedotta dal prodotto scalare, la proprieta
6) del prodotto scalare pud scriversi:
Vu,0 € Vi [lu+ol* = [lull® + 2 (u, 0) + [[o]*;
e la disuguaglianza di Cauchy-Schwarz puo scriversi:

Vu,v €V [(u, )] < flull {|vf] -

Per il prodotto scalare canonico su R" la disuguaglianza di Cauchy-Schwarz
si legge
Va,y € R™ : oyl < [l yll, -

Questa disuguaglianza & un caso particolare della disuguaglianza di Holder (che
non dimostreremo): per ogni p,q € [1,+00] con

1 1
4 =1
P q

si ha
Vo,y € R" : oyl < ||zl [lyll, -

La disuguaglianza di Cauchy-Schwarz ¢ il caso p = ¢ = 2.
Esercizio. Provare il caso p = 1 e ¢ = 400 della disuguaglianza di Holder:

Va,y € R" ¢ fzTy| < |zl yll -

La disuguaglianza di Holder vale anche in C([a,b]): per ogni p,q € [1, +00]
con



si ha ,
Vf,g € C([a,b,R) : /f(t)g(t)dt <[fl,lall, -

Esercizio. Provare il caso p =1 e ¢ = 400 della disuguaglianza di Holder:
b
¥f.g € Cllabl) s | [ F090dt) < 111, gl
a

12.1 Identita del parallelogramma

In uno spazio euclideo (V, (-, -)), per la norma dedotta || - || dal prodotto scalare
(+,-) vale la cosidetta identita del parallelogramma:

2 2 2 2
Vv €V flut ol + flu— ol =2 (Jlull® + loll) -
Infatti, per u,v € V si ha, dalla proprieta 6) del prodotto scalare,

2 2 2
lu+ 0" = fJull” + 2 (u, v) + o]

2 2 2
lu—olI” = lull” + 2 (u, —v) + [|-0]|
2 2
= ull” =2 (w,v) + o]l

Per cui, sommando membro a membro, si ottiene I’identita del parallelogramma.

L’identita del parallelogramma ha questo nome in quanto, nello spazio eu-
clideo V =R? o V = R? con il prodotto scalare canonico, essa esprime il fatto
che in un parallelogramma la somma dei quadrati delle lunghezze dei lati &
uguale alla somma dei quadrati delle lunghezze delle diagonali.

X+y

lyll,
X
1x Il

sy, /111l

Il

yll,
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La norma 2 su R" e la norma dedotta dal prodotto scalare canonico su R"™.
Siamo ora in grado di provare che essa & I'unica norma p su R™, dove n > 2, che
si deduce da un prodotto scalare su R™.

Infatti, per la norma p, con p € [1,+o0] \ {2}, non vale I'identita del paral-

lelogramma: per z = e} e y = e, si ha

lzll, = 11(1,0,0,...,0)]|, =1

p
Hpr =0, 1,0,... 70)”;; =1
Iz +yll, =11(1,1,0,...,0)]|, =2

1
Iz —yll, = (1, -1,0,...,0), = 27

=

e quindi
lz +yl2 + o —y|2 =227 =27
2 2
2 (llal + llyl;) = 2-2 =22

Pertanto, avendosi 1 4 2/p = 2 se e solo se p = 2, si ha

2 2 2 2
o+l + e = i} # 2 (13 + i) -

13 Ortogonalita

Sia (V, (-, -)) uno spazio euclideo e sia || - | la norma dedotta dal prodotto scalare.
Siano u,v € V. Si dice che u e v sono ortogonali se (u,v) = 0.

La nozione di ortogonalita puo essere estesa a piu di due vettori come segue.
I vettori oM, ..., v € V si dicono

e ortogonali se Vi,j € {1,...,1} coni#j: <v(i),v(j)> =0;

e ortonormali se sono ortogonali e Vi € {1,...,1} : <v(i),v(i)> =1, vale a
dire Hv(i)H =1.

Teorema 10 Vettori ortogonali non nulli sono linearmente indipendenti.

Dimostrazione. Siano vV, ..., v®) € V ortogonali e non nulli. Sia

l
3t =0,
j=1

dove a1, ...,a; € R, una combinazione lineare nulla di v*), ..., v(®). Proviamo
chea; =---=a;=0.
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Per i € {1,...,1}, si ha

—
e
Q
<
<
~_
Il
P
@/—\
Q
<
<
<
~—
Il
Q
<
P
<
3
<
S
~—

Per cui,
a; <U(i), v(i)> = 0.

Essendo v # 0, si ha (v, 0®) # 0 per la positivita del prodotto scalare.
Quindi ; =0. =

Sia V di dimensione finita n. Una base vV, ..., 0v("™ di V si dice una base
ortogonale se v, ... v(™ sono ortogonali e si dice una base ortonormale se
v .. 0™ sono ortonormali.

Dal teorema precedente si ha che:

e se v ... w(™ € V sono ortogonali non nulli, allora v, ..., v & una
base ortogonale di V;

e se v, ... 0™ € V sono ortonormali, allora v, ... v("™) & una base
ortonormale di V.

Nello spazio euclideo (R™, (-, -),,), un esempio di base ortonormale &

1 1
LG I S ()

o e

Infatti, per i,5 € {1,...,n}, si ha

T - 1 @ 1

N € B (J)> — E : . @ (4)
e, e = Wi e e
<,/wi 1/U}j w 1 £/ W; k ,/wj k

{Osei#j
oo L1 i — 9
w; NN 1sei=7.
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13.1 Processo di ortogonalizzazione di Gram-Schmidt

Ricordiamo che nel corso di Geometria e stato presentato il processo di ortogo-
nalizzazione di Gram-Schmidt, il quale permette di costruire una base ortogo-

nale w™, ..., w™ e una base ortonormale v, ... v(") di V a partire da una
qualsiasi base vV, ..., u™ di V.
Il processo ¢ il seguente. I vettori w®), ... w(™ €V definiti ricorsivamente

a partire da «(M, ..., u(™ come segue

w® = @

k
wk T = ¢ (k+ 1) Zak+1)jw(1) perk=1,2,...,n—1,
j=1
dove (1) (‘)>
U ,wlY .
Qpy1,5 = 7@)@ w(j)> , Je{1,.. k},

costituiscono una base ortogonale di V. Poi, i vettori (), ..., v(™ definiti da

cw® e {1,...,n},

costituiscono una base ortonormale di V.

Esercizio. Si consideri il sottospazio V di R*, avente per base u()) =
(1,1,1,1), u® = (1,1,1,-1) e u® = (1,1,—1,—1), con il prodotto scalare
canonico ereditato da R*. Determinare una base ortonormale di questo sot-
tospazio.

Esercizio. Si consideri lo spazio I ([0, 1]) dotato del prodotto scalare canon-
ico ereditato dal sopraspazio C ([0,1]). Determinare una base ortonormale per
Hl ([07 1])

Esercizio. Si ripeta per lo spazio Iy (]0,1]) quanto fatto nel precedente
esercizio.

14 Norme di matrice

Ricordiamo che R™*" D'insieme delle matrici m x n ad elementi in R, & uno
spazio vettoriale.

L’addizione vettoriale su R™*" & l'addizione di matrici con vettore nullo
la matrice nulla, indicata con 0, e la moltiplicazione di scalari per vettori e la
moltiplicazione di scalari per matrici.

Introducendo una norma sullo spazio vettoriale R™*"™ si ottiene una norma
che viene applicata a matrici m X n e quindi si € in grado di misurare la
"grandezza” di tali matrici.

Tuttavia, per norma di matrice si intende qualcosa di piu di una norma sullo
spazio vettoriale R"*™,
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Definizione 11 Una norma di matrice é una funzione

- U R™*™ = {matrici di dimensioni qualunque} — R

m,n interi
positivi
tale che:
1) ¥Ym,n interi positivi: la restrizione di || - || a R™*™ & una norma sullo

spazio vettoriale R™*™, cioé

— VAeR™™: ||A]| >0 e ||A|| =0 < A =0 (positivita);
— Va e RVA e R™*" : ||aA|l = |a] ||A]] (omogeneita) ;
— VA, B e R™*" : ||A+ B|| < ||A]| +||B|| (disuguaglianza triangolare);

2) ¥Ym,n,p interi positivi VA € R™*" VB € R"*? : | AB|| < || A||||B|| (pro-
prieta submoltiplicativa).

Si osservi che la proprieta submoltiplicativa coinvolge ||AB]|, [|A|| e || B]| che
sono valori della funzione || - || su matrici di dimensioni diverse. Questo & il
motivo per cui la funzione || - || deve essere definita sull’insieme delle matrici
di dimensioni qualunque.

14.1 Norma di Frobenius

Un importante esempio di norma di matrice ¢ il seguente.
Consideriamo la seguente funzione

e J R =R

m,n interi

positivi
data da
m n
JAlp =D a2, AcR™ "
i=1j=1
La proprieta 1) della norma di matrice & soddisfatta per | - || g

Infatti, per m e n interi positivi, vedendo lo spazio R™*"™ come lo spazio
R™" (isomorfo a R™*™), cioé vedendo una matrice m X n come un vettore di
dimensione mn (mettendo le righe, o le colonne, una dopo 'altra), si ha che la
restrizione di || - || a R™*™ & la norma 2 su R™".

Proviamo che || - || soddisfa anche la proprieta submoltiplicativa.
Dimostrazione. Siano A € R™*™ e B € R"*P. Scriviamo

(b)"
A:[a(l)...a(")},B: ,
(b))
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dove aM, ..., a™ € R™ sono le colonne di A e (b(l))T,...,(b(”))T € RI»»
sono le righe di B, con bV, ..., b(" e RP.
Si ha, con una moltiplicazione a blocchi,

n T
AB=Y"a® (bm) 7
k=1
dove, per k € {1,...,n}, a® (b(’“))T € R™*P ha, elementi

T
a(k) (b(k)> (Za.]) = aikbkja (27]) € {Lam} X {]wap}

Dalla disuguaglianza triangolare (ricordare che vale la la proprieta 1) per
| - || ) si ottiene

|ABI|, = a® (b))

~ ) ()T
> (1)

Ora, per k € {1,...,n}, si ha

n
<2
k=1

F

F

T m m P
CICON TN 9) SRR 3) SE1 3
F i=1 j=1 i=1 j=1
m P m p
= [ D0 = 2k | D%,
i=1 j=1 i=1 j=1
= [, [,
2 2
Quindi
n T n
< S 0] =5 oo, o
k=1 Foog=1 2 2
= 2 & 2
< [ 2 la® Il [ S e
k=1 k=1

questo segue in quanto dalla disuguaglianza di Cauchy-Schwarz risulta:

Zukvkg Zui Zviconuk,vkzo,/’ce{l,...m}7

k=1 k=1 k=1

n om n p
RPN
k=11:=1 k=1 j=1

= [AllgBllp-
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n
La norma di matrice || - ||r & detta norma di Frobenius.

Esercizio. Sia p € [1,+00] e sia

s U R R

m,n interi
positivi
data da
m n P
Iy = | 22 laul” |, AcR™™
i=1 j=1
1) Ripetendo e addattando la dimostrazione del fatto che || - ||z &€ una norma
di matrice, provare che || - ||, ¢ una norma di matrice per p = 1. Ad un

certo punto si deve usare

n n n
Zukvk SZuk'ka con ug,vr >0, ke {l,...,n}.
k=1 k=1

k=1

2) Considerando una matrice A € R™*™ con elementi tutti uguali a 1 cal-
colare || Al e [|A||( e, utilizzando questo calcolo, mostrare che || - || &
una norma di matrice solo se p < 2.

15 Norme di operatore

Siano (V|| - |ly/) € (W, || - |ly) spazi normati.
Sia L un operatore lineare da V in W, cioe una funzione lineare V. — W.

Al fine di definire la “grandezza” di L consideriamo i rapporti

grandezza dell'output L (u) || (u)|lyy,

grandezza dell'input .~ [ul[,,

al variare di u € V.
Esercizio. Com’e tale rapporto quando u = 0?7
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Definiamo IL ()]
u
L] == sup T
wevrioy  llully

la “grandezza” di L relativa alle norme || - ||\, e || - [|;;,. L’operatore lineare L
si dice limitato se | L] < +o0.

Fissati gli interi positivi m e n, vediamo ora di introdurre una norma su
R™*"™ che rispecchi il fatto che gli elementi di R™*"™ sono operatori lineari da
R™ in R™.

Infatti, ogni matrice A € R™*™ rappresenta 'operatore lineare L4 : R™ —
R™ dato da

Ly (z) = Az, z € R™

Per cui, data una norma || - ||g» su R", una norma || - ||gm su R™ e una matrice
A € R™*" definiamo

| Az ||
[|All ;= ||Lal| = sup ——F.
serr\{0} TllRn

Teorema 12 Siano ||+ ||g~ €| - ||[gm norme suR™ e R™, rispettivamente, e sia
A e R™*™. [L’operatore L4 ¢ limitato, cioé || Al < +oo, e si ha

||A|| _ max ||‘Ax||Rm

= max |Ay|lwm
seRM\{0} ||z 431l

Rn yeRn
lyllpn=1

Dimostrazione. Osserviamo che ||A|| = sup.A, dove

Az{”Ath:xeR"\{O}}.

]| gn

Si ha HA |
A= {”C :weR"\{O}} — ([ Ayllgn v € S}

[E/

con
S={y eR": lyllg. =1},
avendosi, per x € R™ \ {0},

A m 1 1
1] g [2llgn llgm [z/lgn/ llgm
con
’ 1 _ Jallg _
£ | P [

Il teorema & provato se mostriamo che A ha massimo.
A tal proposito, consideriamo la funzione f : R™ — R data da

f W) = 14yllgm , vy € R",
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per la quale

A={f):yeSt=r(5).
Se proviamo che f & continua e che S & chiuso e limitato, allora dal Teorema di
Weierstrass seguira che A = f (S) ha massimo.

Proviamo che f & Lipschitz continua.
Osserviamo che si ha

VZER: [Azllgn < [|4e)
=1

. )
Dzl 5)

Infatti, per 2 € R™, si ha

A i ze®
i=1

lAzllgn =

- (D)
;A(zze )

i z;Ae®
i=1

R™ Rm

R™

Ae(®) - ) (@)
< Xfsactl = sl e,
- T <zl <zl
< DNl ||| =37 [[4e]| - lsll, -
i=1 i=1

Esercizio. Da (5) e dall’equivalenza delle norme 2 e || - ||g» su R™ dedurre
|All < 4o0.
Dalla (5) segue immediatamente che f & Lipschitz continua: per z,y € R™

si ha

F@) = fl = [l Ae]gn ~ [Aylg.]
< [|Az — Ayllgnm
= 14 = 9)
< Yo |ae|| -l =l

i=1

dove il primo < segue dalla proprieta 5) delle norme e il secondo dalla (5) con
z=1x—y.

Esercizio. Provare che I'insieme S & chiuso. Suggerimento: usare la carat-
terizzazione di un insieme chiuso tramite successioni e usare la continuita della
norma || - ||gn (ogni norma su R™ ¢ una funzione Lipschitz continua, come
osservato alla fine della Sezione ”Equivalenza di norme”).

Esercizio. Provare che 'insieme S € limitato. Suggerimento: usare I’equivalenza
delle norme 2 e || - ||gr sSu R". m
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Siano || - ||jg» € || - |lgm norme su R™ e R™, rispettivamente. Visto il

precedente teorema si pud introdurre la funzione || - || : R™*" — R data da
A m A m
HAH — sup H xH]R — max || xH]R — max HAy||RM7 A c Rmxn.
zeR™\{0} ||£C|R,L zeR™\{0} H"E‘JR” yER™
llyllgn=1
Proviamo che || - || € una norma su R™*".
Positivita. Per A € R™*", si ha
Az gm
(4] = max A%lem o
zeR"\{0} [2[gn
>0
e
A m
A = max IA2llgm _ o vy ere \ {0} : || Az]jgm =0

veRM\{0} [|7[gn
>0
& VreR"\{0}:Ar=0
& A=0
( = seguedaVje{l,...,n}:
A(:,5) = Ael9) = 0).

Omogeneita. Per a € R e A € R™*", si ha

(@A) z|jgm
eeR™\{0}  [|z[lgn

| (A)||gm
cekr\{0}  [|2||gn

laf | Az|gm
cekR\{0}  [|2]|gn

| Az ||gm
zeR™\{0} [|z[|gn
lal || Al

laeAll =

= |af
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Disuguaglianza triangolare. Per A, B € R™*" si ha

A+ B) z|gm
z€R"\ {0} |z gn
. | Az + Bx|gm
sk \{(0}  [|2gn
_ A+ 1B
T eern\{0} 1l
Az gm Bz|gm
. (et , 15l
eR™\ {0} 1| []lgn
< ma TR max EEE =) Al B
< [lAlF+ 1B
Tale norma || - || su R™*™ & detta la norma di operatore o norma naturale
o norma indotta su R™*" relativa alle norme || - ||z, su R" e || - [|gm su R™.
Quandom =ne | - |[gn = - |[gm, si parla di norma di operatore su R™*"
relativa alla norma || - ||g. su R™.
Esercizio. Siano || « ||gr € || + ||ge norme su R™, siano || - |gm e || - ||gm

norme su R™, e siano ¢, C,d, D > 0 tali che

Vo € R clallzn < [lallpr < Clle]s

vy € R™ : dllyllem < [[¢llem < Dllyllrm-

Provare che J D
VAER™™: Z|A| < AN < )4,

dove || - || & la norma di operatore su R™*™ relativa alle norme || - ||z~ € || - ||gm
e | - | & la norma di operatore su R™*" relativa alle norme || - ||gn € || = [|gm-
Esercizio. Calcolare |1, ||, dove I, € R™*™ ¢ la matrice identita e || - || ¢ la
norma di operatore su R"*™ relativa alla norma || - ||g» su R™.
Esercizio. Calcolare ||I,||r, dove || - || & la norma di Frobenius. Concludere

che, per n > 1, la norma di Frobenius, quando considerata come una norma su
R™ ™ non ¢ la norma di operatore relativa a una qualche norma su R™.

Esercizio. Sia || - | la norma di operatore su R"*" relativa alla norma
I - [jrr su R™ e sia A € R"*™. Provare che per ogni autovalore A € R di A si
ha
Al = |Al-

Suggerimento: determinare il rapporto

| Az|[rn

|2 ||gn
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per un autovettore x € R”™ relativo a .

Esercizio. Siano || - ||g» €| - |[|gm norme su R™ e R™, rispettivamente, e sia
|| - |l la norma di operatore su R™*" relativa a tali norme. Data A € R™*",
sia x* € R™ \ {0} tale che

_ [Az|lgm _ [[Az*||rm
Al = max =

ceR\{0} [|7||gn [z

Rn

Anche az*, dove o € R\ {0}, soddisfa questa proprieta?

Esercizio. Si consideri 'operatore lineare integrale L : C ([a,b]) — C* ([a, b])
che associa ad ogni funzione f € C ([a,b]) la sua primitiva

Mﬂ@z/f@%ﬁemw

Provare che L & limitato relativamente alla norma del massimo su C'([a,b]) e
alla norma del massimo su C* ([a,b]) (ereditata dal sopraspazio C ([a,b])).

Esercizio. Si consideri I'operatore lineare derivata L : C* ([a,b]) — C ([a, b])
che associa ad ogni funzione f € C! ([a,b]) la sua derivata

L=/

Provare che L non ¢ limitato relativamente alla norma del massimo su C* ([a, b])
(ereditata dal sopraspazio C ([a, b])) e alla norma del massimo su C ([a, b]). Sug-
gerimento: considerare le funzioni

o= (1=2)  te b,

con o — +00.

15.1 Proprieta di compatibilita

Si osservi che la norma di operatore || - || su R"*" relativa alle norme || - ||z,
suR" e || - [|gm suR™ gode della seguente proprieta di compatibilita:

VA€ R™ Vo € R" : [ Azllgn < Al 2llg -

Tale proprieta segue immediatamente dalla definizione di norma di opera-
tore. Infatti, sia A € R™*" e x € R". Se z = 0, allora

[Az]gm = |0llgm = 0= [|A]l ||2[lgn
——
=[0llgn =0
e se x # 0, allora
A m A m
H xHR <  max H Z”R _ ||A||
[2llgn ~ serm\{0} [|z]lgn
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Piu in generale, data una norma || - || su R"™*" e norme | - ||z, su R" e
| - llgm suR™, || - || sidice compatibile con || - ||gn € || - ||gm s€

VA € R™" ¥z € R™ : ||Azgn < |IA] |l2|

R -

15.2 Proprieta submoltiplicativa

Le norme di operatore soddisfano la seguente proprieta submoltiplicativa:
Sia || - ||gm una norma su R™, sia || - ||g» una norma su R™ e sia || - ||p:
una norma su R’. Si ha

VA e R™" VB e R |AB|| < ||A| - | B,

dove:
|AB]|| ¢ la norma di operatore su R™*! relativa alle norme || - ||pi € || “||gm,
|Al| & la norma di operatore su R”*™ relativa alle norme || - ||gn € || * ||gms
| B| & la norma di operatore su R"*! relativa alle norme || - |[gi € || * ||gn-
Infatti, per A € R™*" ¢ B € R"*!, si ha
|(AB) z|[gm
JAB] oo LD Tl
ve®R\{0} [zl
_ 4 (Ba) g
ser\{0}  [z]lg
Al | Bz ||
< M (dalla proprieta di compatibilita)
eeR\{0} |2 ||p
| Bz|gn
— Al m :
2eR\{0} ||
= [AlIBI-

Osservare che la proprieta submoltiplicativa sopra presentata ¢ diversa dalla
proprieta submoltiplicativa della definizione di norma di matrice.

Nella proprieta submoltiplicativa sopra [|AB|, || Al e || B]| sono tre valori di
tre funzioni diverse (le norme di operatore) definite su R™*! R™*" ¢ R™*!
rispettivamente. Invece, nella proprieta submoltiplicativa della definizione di
norma di matrice ||AB||, ||A] e ||B|| sono tre valori di una stessa funzione (la
norma di matrice) definita sull’insieme delle matrici di dimensione qualunque.

Esercizio. Sia || - || la norma di operatore su R"*™ relativa alla norma || - |gn
su R™ e sia A € R™*™ non singolare. Provare che
1
A7 >
1Al

Suggerimento: usare la proprietd submoltiplicativa e il fatto che A1 A = . ..
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16 Norme p di matrice
Sia p € [1,+00]. Consideriamo la funzione

-, J R -R

m,n interi
positivi
data da
|A [, = norma dioperatore di A relativa alle norme p su R" e R™
[Az]], S
= max ———, AeR .
vek™\{0} [z]|,
Proviamo che || - ||, ¢ una norma di matrice.
La proprieta 1) delle norme di matrice & verificata: per ogni m,n interi
positivi, la restrizione di || - || » @ R™*™ & una norma di operatore e quindi una

norma su R™*",

Anche la proprieta submoltiplicativa delle norme di matrice & verificata:
segue dalla precedente proprieta submoltiplicativa delle norme di operatore
prendendo la norma p su R™, R” e RE.

La norma di matrice || - ||, & detta norma p di matrice.

Esercizio. Fissati gli interi positivi m e n, trovare costanti ¢, C > 0 tali che
VA e R™" : cf|All, < || Allg < CllAl,
per (p,q) = (1,2),(2,1), (1, +00), (+00,1), (2, 400), (+00, 2). Suggerimento: usa-

re un esercizio precedente.

16.1 Formule per la norma 1 e la norma oo di matrice

In generale, non ¢ facile calcolare la norma p di una matrice A € R™*™ utiliz-
zando la sua definizione

|| Az||
I ||p: max £
ser™\{0} ||z|,

Per p =1 0 p = + 0 esistono pero delle formule che permettono di calcolarla in
modo immediato.

Teorema 13 (Formula per la norma 1) Per ogni A € R™*™ si ha

m

1Al = max > a|

je{1,...,n} =
Inoltre si ha .
Jaj, = Iz
(e
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per x* = el dove j* € {1,...,n} ¢é tale che

m m
Z la;j+| = max Z la;] -
i=1 Vio

je{1,...,n
Cosi ||A||; si ottiene sommando in ogni colonna i moduli degli elementi e
prendendo il massimo di tutte queste somme.
Esempio: per

1 -2 )
A= 3 0 2
-1 1 —4

si ha
|All; =max{l1+3+1,2+0+1,5+2+4} =max{5,3,11} = 11.

Inoltre j* = 3 e quindi per z* = e si ha

[Az*[1
Al =
Dimostrazione. Sia A € R™*". Posto
m
L:= max Qi
je{1,..., n}lzz;l U'

mostriamo che valgono i seguenti due fatti:

A) Vo € R": ||zl < Lljo]l.

B) per z* come nell’enunciato si ha: [[Az*||; = L ||z*||;.
Da A) e B) seguira

[Azll, _ 1A=, _
ser™\{0} ||zl |zl

1Al =
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Dimostrazione di A). Sia € R"™. Si ha

m m n
lAzll, = D I(Az)l=>" | aiz
i=1 i=1 j=1
\W_/
n
Sleau%\fZ laijl-z;]
=
m n n m
< ZZ“‘M |x1‘—22|a1j|'|$j|
1=15=1 j=11i=1
=Y Yl
j=1 i=1
\_\,_/
ke{la LZ|alk| L
<

ZL%\ = LZ 25| =L ||z, -
j=1 j=1

Dimostrazione di B). Per z* come nell’enunciato si ha

[l = lle¥ ]l =1

Azl

1= [AG, 59

«|=L=L||z"|.

HAe(j*)
m

Teorema 14 (Formula per la norma co) Per ogni A € R™*" si ha

n

Al = o > las.
141 o ieg}é}fm}jzllaul

Inoltre, si ha
[ Az [|oo

[Eagl[P®

[A]loo =

per ¥ € R™ tale che

= sign (a se apx; #0
q;;k: (lj) v ,je{l,...,n},
1seai*j:O

dove i* € {1,...,m} é tale che

n n

ixq| = max Z Qg5 -
2 el 2l

j=1
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Cosi || Al si ottiene sommando in ogni riga i moduli degli elementi e pren-
dendo il massimo di tutte queste somme.
Esempio: di nuovo per

1 -2 5
A= 3 0 2
-1 1 -4

si ha
|All, =max{l1+2+53+0+2,1+1+4} =max{8,5,6} =8.

Inoltre i* = 1 e quindi per z* € R3 tale che

Qe lsej=1
= sign (a se a; # 0 J
x;:{ lgn (ai-;) i 70 _ —lsej=2 ,je{1,2,3},

se agy =0 lsej=3
si ha 1Az
| oo
1Al =
[|2* [lo

Dimostrazione. Sia A € R™*". Posto

M := max Z\am

i€{1,.. ,m}

mostriamo che valgono i seguenti due fatti:

A) Vo € R : || Ae], < M Jall.;

B) per z* come nell’enunciato si ha: ||Az*|| = M ||z*|
Da A) e B) seguira

A Ax*
= max | Az]lo = I gi [ =M.
ser\{0} [zlle Nzl

4]

Dimostrazione di A). Sia z € R™. Si ha

n
| Az|| o ieg}éfm}l( ), e fhax ) @i
N————
n n n
<3 laigasl=3 laisl |T5] <3 laillel
j=1 j=1 ~~—~ =1
<llzll oo
n n
= max Z agj X = max Z agj xr
B i Fl'”‘ ]l ie{l,__ﬂm}jﬂm e
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Dimostrazione di B). Per z* come nell’enunciato si ha

z* = ma ¥ =1
o'l = _max lajl =1

in quanto tutte le componenti di £* sono 1 o —1, e

n

2 : *

g ai*jxj
Jj=1

1Azl =, max [(Az7);] = [(Az7);.

e}

n

n n
= Z CL,L'*jI; = Z ai*jsign(ai*j) = Z |ai*j|
Jj=1 J
ai*j;é()

=1 j=1
ai*j;éO ai*j;éO

n n
= Y laisl| = lairjl = M = M|j2"| .
j=1

j=1

Quindi || Az*||co > M||2*||co- Avendosi anche
[Az™]| o < M|2"[|oo

dal fatto A), si conclude che [[Az*|| = M||z*|oc. m

Esercizio. Nel precedente teorema, ¢ fondamentale che il vettore z* € R™\
{0} tale che ||As = A2l abhia componenti x} uguali a 1 per a;-; = 07

IE

Tali componenti possono anche essere diverse da 17

Pit avanti daremo una formula anche per || A]|,, pero pitt complicata rispetto
alle due precedenti, nel senso che ||A[|, non & immediatamente calcolabile dagli
elementi di A come lo sono [|Al|; e ||A]| ..

Una delle ragioni per considerare norme su R™ diverse dalla norma euclidea,
come la norma 1 e la norma oo, € che, per quest’ultime, le corrispondenti norme
di matrice si trovano immediatamente con le formule date sopra. Si osservi che
anche la norma di Frobenius ¢ immediatamente calcolabile dagli elementi della
matrice.

Esercizio. Sia z € R™. Vedendo x come vettore colonna, cioé come matrice
n X 1, determinare le norme di matrice 1 e oo di z con le precedenti formule.
Determinare poi le norme di matrice 1 e oo del vettore riga 7, che & una matrice
1 xn.

Esercizio. Determinare la norma p di matrice, p € [1,40c], del vettore
colonna x € R™*! usando la definizione di norma p come norma di operatore.

Esercizio. Usando la definizione di norma p come norma di operatore,
provare che la norma p di matrice del vettore riga 7 € R'*"™ & minore o
uguale a ||z||,, dove ¢ € [1,+00] & tale che % + % = 1. Suggerimento: usare la
disuguaglianza di Holder.
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Esercizio. Data A € R™*"  quale relazione intercorre tra [|Afl; e || AT ||oo?

Esercizio. Data

_ a1 2x2
A= { 9 b } e R=*)
disegnare nel piano R? I'insieme

{(a,0) e R ¢ || Al|, > (1Al . } -

Esercizio. Sia A € R"*". Sj consideri una successione di vettori z(®, 2 23
data ricorsivamente da

s * D = A2k =0,1,2,...

Sia || - || la norma di operatore su R™*™ relativa alla norma | - ||gr su R™.
Sotto quale condizione su ||A]| si ha
2]

2 2 o @z > o]

g > ?
Sotto quale altra condizione su || A si ha

lim [z ||g. = 0?

k—o00

Suggerimento: usare la proprieta di compatibilita.

Esercizio. Consideriamo un paese dove non si ha né immigrazione ne em-
igrazione. Si vuol studiare come evolve nel tempo la popolazione di questo
paese.

Dividiamo la popolazione in quattro fasce d’eta: la prima da 0 a 20 anni, la
seconda da 21 a 40, la terza da 41 a 60 e la quarta da 61 a 80. Non consideriamo
gli individui con pit di 80 anni.

Per k € {0,1,2,...} e i € {1,2,3,4}, sia 2" il numero di individui nella
fascia t—esima al tempo 20k e sia

20 — (xgk), mék)’xz())k))xik)) c R4,

Per k € {0,1,2,...}, risulta

(k)

2D () (k) ®) 4 42l

=a12; " + a2y " + azxs
xng) =(1-b) xik)

wgkﬂ) = (1—b9) xgk)

K 2 (1 ) o

dove
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e a;, >0,i€{1,2,3,4}, & il tasso di natalita della fascia i—esima in 20 anni
(a; & il numero di figli generati in 20 anni da individui nella fascia i—esima
rapportato al totale degli individui nella fascia)

e b, €[0,1], 7 € {1,2,3},e il tasso di mortalita della fascia i—esima in 20
anni (b; € il numero degli individui nella fascia i—esima che muoiono in 20
anni rapportato al totale degli individui nella fascia).

Si ha cosi
*D = Ax® k=0,1,2,...
con
ax as az a4
. 1—-b; 0 0 0 4x4
A= 0 1—by 0o o|SFT
0 0 1—-b3 O

Mostrare che se
a1 < by, as <by, a3 <bs e ag <1

allora la popolazione si estinguera. Suggerimento: considerare la norma 1
nell’esercizio precedente.
Mostrare che la popolazione si estinguera anche quando

a1 +as+az+as <1 e by,by, bz, by >0.

Suggerimento: considerare la norma oo nell’esercizio precedente.
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