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1 Gli spazi vettoriali ,,(R")

Consideriamo, per ogni numero naturale M, gli insiemi Q3/(RY), formati dalle
funzioni M —lineari antisimmetriche su RY, a valori reali, con la convenzione che
Qo(RY) = R. Essi sono spazi vettoriali su R. Se scegliamo degli indici iy, ...,7x7
nell’insieme {1, ..., N}, possiamo definire I'applicazione M —lineare antisimmetrica
dx;, ...y ¢ € quella funzione che associa ai vettori
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Si noti che se due indici coincidono, si ha ’applicazione nulla. Se due indici ven-
gono scambiati, 'applicazione cambia di segno. Richiamiamo il seguente risultato

algebrico.

Proposizione. Se 1 < M < N, lo spazio QM(RN) ha dimensione (ﬁ) Una sua
base & data da (dx;, . i\ )1<ii<..<iy<N. Se M > N, si ha Qy(RY) = {0}.

Dimostrazione. Vediamo che gli dx;, . con 1 < i1 < ... < iy < N, sono

linearmente indipendenti: sia

E , Qiy,ing Wiy,ipg = 0.
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Fissiamo 1 < j; < ... < ju < N e dimostriamo che «j,, . ;,, = 0. Applicando
I’espressione scritta sopra alla M-pla di vettori della base canonica ej, ,...,€;j,, ,
abbiamo che
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(Qui 6;5 ¢ il simbolo di Kronecker: vale 1 se ¢ = j, altrimenti vale 0.) Si vede allora
che, siccome 1 <1 < ... <ipyy < Nel<j <...<jyu <N, tutti i determinanti
scritti sopra sono nulli tranne quello in cui {iy = j1,...,ip = jam}, che vale 1. Ne
segue che aj, ., = 0.

Resta da dimostrare che ,(RY) & generato dai da;, . ;,,. Sia dunque ¢ un
elemento di Qy7(RY). Allora
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Di questa somma dobbiamo considerare solo i temini con indici distinti, essendo ¢
antisimmetrica. Allora la somma per k1, ..., kys che vanno da 1 a N puo essere fatta
prendendo in tutti i modi possibili degli indici 1 < i1 < ... < i3y < N e considerando
tutte le loro permutazioni i, (1), ..., ix(ar), con o : {1,..., M} — {1,..., M }. Scriveremo
quindi
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Riordinando tuttii termini e; (1)7 > Cigar) © tenendo conto del fatto che scambiando

due vettori il valore di ¢ cambia segno, otteniamo

M
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dove g, denota il segno di ogni permutazione o : {1,...,M} — {1,...,M}. Per la



definizione di determinante, abbiamo quindi
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La dimostrazione € cosi completa. [ |

Ci interessa in particolar modo il caso N = 3. Andiamo a vedere piu da vicino
come sono fatti gli spazi Q1 (R3), Qa(R?) e Q3(R?).

Consideriamo €1 (R3), lo spazio delle applicazioni lineari definite su R?, a valori
in R. Indicheremo con dz1, dxre, dxs le seguenti applicazioni lineari:

U1 U1 U1
dri: | vo — V1, drs : | vo — Vg, dxg | v — V3.
U3 U3 U3

Si ha che Q1(R?) ha dimensione 3 e (dw1, dxs,dr3) ne & una base.

Consideriamo €2(R3), lo spazio delle applicazioni bilineari antisimmetriche def-
inite su R? x R3, a valori in R. Esso ha dimensione 3, e una sua base ¢ data da
(dxlg, dx173, dx273), con
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E utile ricordare che si ha:
diL‘l’l = d.1‘2,2 = dx373 = 0,

droy = —dx12, dr31 = —dr13, dr3p= —drs3.



Consideriamo Q3(R?), lo spazio delle applicazioni trilineari antisimmetriche def-
inite su R? x R? x R3, a valori in R. Indichiamo con dx1 2,3 la seguente applicazione
trilineare antisimmetrica:

vy V] vy vy vy vf
dzi23 : vo |, V], VY — det [ vg v vf)
U3 vh vl vg vh Y

Ogni elemento dello spazio vettoriale Q3(R?) ¢ multiplo di dz1 23. Si ha che Q3(R?)
ha dimensione 1. Ricordiamo che

dr123 = dra31 = dxr312 = —dr321 = —dw213 = —dT132

e, se due indici coincidono, si ha 'applicazione nulla.

2 Forme differenziali in RY

Definizione. Dato un sottoinsieme aperto U di RN, chiameremo forma differen-
ziale di grado M (o M—forma differenziale) una funzione w : U — Qp;(RY).

Se M > 1, considerata la base (dxi, . i, )i<ii<..<iy<N, le componenti della
M —forma differenziale w verranno denotate con f;, . i, : U — R. Scriveremo
quindi:

U.)(ZIZ) = Z fil,--.,iM (CI:) d$i1,~-,iM :

1<i)<..<ip <N

Pertanto, 'applicazione M —lineare antisimmetrica w(ax) ¢ determinata dal vettore
( Aj\;) —dimensionale

F(:C) = (fi1,---7iM (w))1§i1<...<iN1§N :

Una 0—forma differenziale non & altro che una funzione definita su U a valori in R.
Diremo che una M —forma differenziale ¢ di classe C* se tutte le sue componenti lo
Sono.

Si puo definire la somma di due M —forme differenziali: se w € come sopra e @,
anch’essa definita su U, ¢ del tipo

o(x) = Z Giteoing () dTiy iy

1< <..<ipy <N

si definisce in modo naturale w + & come segue:

WA+ @) = D (firing (@) + Giroooing (@) diy iy -

1<ii<..<iyy <N



Inoltre, se ¢ € R, si definisce cw, il prodotto dello scalare ¢ per la M —forma dif-
ferenziale w, nel modo seguente:

(cw)(x) = Z Cfirying (x) diy,. iy -

1<ii<..<iyy <N

Con queste definizioni, I'insieme delle forme differenziali di grado M risulta essere
uno spazio vettoriale.

Vediamo da vicino il caso N = 3. Consideriamo un sottoinsieme U di R®. Se
indichiamo con wjy; una M —forma differenziale, avremo, nei casi M = 1,2,3, le
seguenti possibilita:

wi(x) = fi(x) dry + fo(x) dze + f3(x) dz3,
wa(x) = fr2(x)dey o + fi13(x) dr 3 + fo3(x)dras,
w3(x) = fr23(x)dr123.

Si noti che wi(x) e wa(x) sono determinate dai vettori tridimensionali F(x) =
(fi(), f2(), f3(x)) e G(x) = (fr2(2), f13(), f23()), rispettivamente.

3 Prodotto esterno

Date due forme differenziali w : U — Qp(RY), @ : U — QM(RN), di grado M e M,
rispettivamente, vogliamo definire la forma differenziale w A &, di grado M + M, che
si dice prodotto esterno di w e @. Se

W(m) = Z fil,...,i]u (m) dxil,...,i]w )

1<iy<..<iyg <N

w(x) = Z i1sed a7 (x) dle?"wj]\:[ )
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si pone

(w A w)(m) = 1§i1<.;iM§N fi17~-~7’iM (w)gjhn-,j]gf (ZL') dajil,--~,2'1u,j17~--7]'1\"4 :
1551 <...<j g <N
Di solito si omette il simbolo A qualora una delle due ¢ una 0—forma differenziale,
in quanto il prodotto esterno assomiglia, in questo caso, al prodotto per uno scalare.
Si noti che nella sommatoria saranno nulli tutti gli elementi in cui un indice compare
due volte. Vediamo ora alcune proprieta.



Proposizione. Se w,®,® sono tre forme differenziali di grado M, M, M, rispetti-
vamente, allora:

se c € R, allora

Dimostrazione. Supponiamo che w e @ siano della forma scritta sopra, e sia

() = > y,oop - (T) Ay,
1<k <..<h 2 <N
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La prima uguaglianza si ottiene osservando che, per arrivare dalla sequenza di in-
dici 41, ..oy ing, J1s -5 Jyp @lla g1, .00, Gy, 71, -0, T, bisogna dapprima spostare ji verso
sinistra operando M scambi, poi fare lo stesso per 'eventuale jo, e cosi via fino a
Jxz- In totale, sono quindi necessari M M scambi di indici. Tenuto conto che ad ogni
scambio la forma differenziale cambia di segno, si ha la formula cercata.

La dimostrazione della seconda uguaglianza (proprieta associativa) non presenta
difficolta di rilievo, come pure le uguaglianze in cui compare la costante c.

Per quanto riguarda la proprieta distributiva, abbiamo:

1§i1<-;i]\JSN (f117~--7ll\4( )
1§k1<...<k]\-4§N
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FGir,ing (m)hkl,n-,k‘]\:{ (w)) dxil,-n,iM,kl,.--,k

= (WAD)+ (@ AD))(x).
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L’ultima uguaglianza si dimostra in modo analogo, oppure usando la prima e la
quarta. [ |



Se consideriamo il caso particolare delle due forme differenziali costanti
w(.’L‘) = dl’l s d)(m) = dxg

(per ogni @ € U), avremo che (w A @)(x) = dx1 2, per ogni © € U. Possiamo quindi
scrivere
dr1 N dxy = d$172 .

Piu in generale, in vista della proprieta associativa del prodotto esterno, possiamo
scrivere:
dl‘il VANAN dJUiM = d.%il,,_.,iM .

Nel seguito, useremo indifferentemente 1’'una o ’altra scrittura.

4 Differenziale esterno

Data una M —forma differenziale w di classe C', vogliamo definire la forma differen-
ziale de,w, di grado M + 1, che si dice differenziale esterno di w.

Se w & una 0—forma differenziale, w = f : U — R, il suo differenziale esterno
dezw () non sara altro che il differenziale df (), applicazione lineare definita in RY,
a valori in R. Essendo, per ogni v = (vy, ..., vn),

d d
df (x)v = <9a£(m) v+ ..+ 636{\](33) UN
si ha: N
d d o
df (x) = 8i(m)d$1 4+t ij(w)dm => %(w) Ay, .
m=1 m

Nel caso generale, se

w(x) = Z firying () dziy A ... A dzi,, ,

1< <..<iyy <N

poniamo

dezw () = > dfiy.ing () Adxiy Ao Adizy,,

1<i1 <. <iyy <N

0, equivalentemente,

Ofir,..i
degw(x) = Z Z M(a:) dzp A dzi, A ... Ndx;,, .

1<ii <. <ipyy<N m=1

Nel seguito, per comodita di scrittura, scriveremo sempre dw al posto di dezw. Ve-
diamo alcune proprieta del differenziale esterno.



Proposizione. Se w e & sono due forme differenziali di classe C*, di grado M e M,
rispettivamente, si ha:

dwA@) =dwAd+ (~1D)MwAdo;
seM:MeceR, allora
dlw+ @) =dw + do,
d(cw) = cdw;

se w ¢ di classe C?, allora
d(dw) =0.

Dimostrazione. Per quanto riguarda la prima uguaglianza, se w e @ sono come
sopra, si ha:

d(w A &) () =
o9
= 1§i1<;iM§N %(fz'l,...,z'ngl,...,jM)(w) AZmin,eoing g1 seing
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= (dw A @) () + (—1)M(w A dd)(z) .
La seconda e la terza uguaglianza seguono facilmente dalla linearita della derivata.
Per quanto riguarda 1’ultima uguaglianza, abbiamo:
N N
0 Ofir,.im
W@ = > DD g o ) s
1<i1 <. <iyy <N k=1 m=1

Tenuto conto che

a afil,‘..,i]\/[ . 8 afil,...,iM

ory,  Oxm  Oxm Oxp
e del fatto che dxy A dxy,, = —dxy, A dxyg, si vede che gli addendi delle sommatorie si
eliminano a due a due, per cui si ha d(dw)(x) = 0. ]



5 Forme differenziali in R3

Nel caso N = 3, se w1 e w1 sono due 1-forme differenziali,
wl(a:) = fi (CB) dxi + fz(.’B) dxs + f3(.’13) dxs,
01(x) = g1(x) dry + ga(@) dzg + g3(x) dxs,
usando le proprieta distributiva e associativa si ottiene:
w1 A@1 = (fige — fag1) dvi2 + (f193 — f391) dz13 + (fags — f3g2) dras .
Se invece w; € una 1-forma differenziale e wy € una 2-forma differenziale,
wi(x) = fi(x)dzr + fo(x)dxe + f3()dx3,
wa(x) = g12(x) dr12 + g13(x) dx1 3 + g2.3(x) dra3,
si ha:
w1 Awz = (f192,3 — fag1,3 + f3g91,2) dr123 .

Se abbiamo una 0-forma differenziale wy = f : U — R, allora

= gf(a:) dri + ﬁ(213) dxo + ﬁ@) drs.
I

(91'2 81‘3
Se abbiamo una 1-forma differenziale

wi(x) = fi(x)dzy + fo(x) dxe + f3(x) dxs,

dwo(w)

allora

dwi(x) = (gﬁ(:p) - gg@:)) dxy A dzoy +
dfs3 22!

(@ - 5

df3 0f2

Se abbiamo una 2-forma differenziale

(CU)) dri N dxs +

(m)) dxo N dzxs .

wa(x) = fi2(x)dxy Adzy + f13(x) dey Ades + foz(x) des Adxs,

allora 5 5 5
dws () = ( a{jf () — 82{’23 () + aﬁf (a:)) dzy A dao A das .

A questo punto, osserviamo che una scelta della base per lo spazio vettoriale
5 (R3) pilt adatta alle applicazioni potrebbe essere la seguente:

(dxog,dxs; ,dxi2) .

Infatti, in questo modo, associando



e a ogni funzione scalare f: U — R
una O0—forma differenziale wy = f, oppure
una 3—forma differenziale w3 = fdz123;
e a ogni campo di vettori F = (Fy, Fy, F3) : U — R3
una 1—forma differenziale wy = F} dx1 + Fs dxo + F3dxs, oppure
una 2—forma differenziale wy = Fy dxo3 + Fodrs 1 + F3dxy 2,
si ha che:

dwy corrisponde al gradiente di f :

g (91 0 of
& N 8$1781’2781‘3

dwy corrisponde al rotore di F':
((‘9F3 oF, OF, 0F3; O0F; 8F1>
rot F' = —

?

)

8:62 ({9563 ’ ({91‘3 8x1 ’ 8951 B 8.7:2
dws corrisponde alla divergenza di F':
oF, OF OF:
L e
8951 8x2 8563
Allora, presi due campi di vettori F e F, considerate le 1—forme differenziali
associate

w1 = Fydxy + Fodry + F3dxs, Q1=F1d$1+ﬁgdx2+ﬁ3dx3,

divF =

si ha che wy A @; corrisponde al prodotto vettoriale di F ¢ F :
Fx F = (FyF;— F3Fy, F3Fy — [ s, L — FyFy);
se invece di @y consideriamo la 2—forma differenziale
9 = Fy dag A dxs + Fydzs A dzy + Fydzy A das,
si ha che wy A @y corrisponde al prodotto scalare di F e F :
(F|F) = F\F| + FyFy + F3E3.
Le proprieta del prodotto esterno e del differenziale esterno permettono di di-

mostrare alcune formule in cui appaiono il gradiente, il rotore o la divergenza. Se
f:U=R, f:U—=R,F:U—R3eF:U — R3 abbiamo ad esempio le seguenti:

rot(grad f) =0,

div(rot F') =0,

grad(ff) = f(grad f) + f(grad f),
rot(fF) = (grad f) x F + f(rot F),
div(fF) = (grad f | F) + f(div F),
div(F x F) = (rot F | F) — (F | rot F) .
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