9 Incollamenti: il bordo orientato di un rettangolo

Supponiamo che oq : I1 = RY ..., ¢, : I, = RY siano delle M —superfici. Possiamo
facilmente trovare delle M —superfici equivalenti 61 : J; — RY ..., 6, : J, — RV,
con la stessa orientazione, in modo tale che i rettangoli Ji, ..., J,, siano a due a due
non sovrapposti e la loro unione risulti essere un rettangolo I.

Definizione. Chiameremo incollamento delle M —superfici o1, ..., 0, una funzione
o o
o : I — RN la cui restrizione a Ji, ..., J, coincide con &1 ,..., &, rispettivamente;

essa é differenziabile quasi ovunque, e possiamo definire fa w per mezzo della stessa
formula usata per le M —superfici di classe C'. Quindi:

/w:/ w+...+/ w.
o o1 On

Abbiamo cosi “incollato” le M —superfici o1, ..., 0, € definito un integrale che non
dipende dalla scelta delle M —superfici equivalenti, poiché esse conservano 'orienta-
zione. Nella pratica non sara mai necessario definire esplicitamente 'incollamento,
ma ci sara indispensabile la formula per l'integrale.

Supponiamo ora che I sia un rettangolo in RM+1 con M >1:

I = [al,bl] X ... X [aM+1,bM+1] .

Denotiamo con I, il rettangolo di RM ottenuto da I sopprimendo la k—esima com-
ponente:

Ik = [al,bl] X ... X [akfl,bkfl] X [akH,ka] X ... X [aM+1,bM+1] .
Consideriamo, per ogni k, le M —superfici a;“, 5,‘: : I, — RM+1 definite da

+ o —
ak (U]_, ooy Uy ..,UM+1) - (ulu vy Uk—1, ks U415 -+ UM+1) )

B]j(ul) "'7@7 "7uM+l) = (ulu "‘7uk—labk7uk+1) ...,UM+1),

dove il simbolo ~ sta ad indicare la soppressione della variabile sottostante. Con-
sideriamo inoltre delle M —superfici o, 3, : I — RM+1 equivalenti a 04; e ﬁ,‘:,
rispettivamente, con orientazione opposta. (Stiamo qui considerando la situazione
incui N =M +1.)

Definizione. Chiamiamo bordo orientato del rettangolo I una funzione 9I in-
collamento delle seguenti M —superfici:

(a) oy e 52’ se k & dispari;

(b) o e B, se k & pari.
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Se w & una M —forma differenziale definita su un sottoinsieme U di RM*! con-
tenente I'immagine di 91, avremo quindi:

M+1 M+1

[o= 2t [ e ;(—1)’“1/@%

k=1

Se M = 1, consideriamo il rettangolo [a1, b1] X [az, bs]. Allora, ad esempio:

al_:[az,bg]—HRZ, v+ (a1,ag + by — )
B i lag, ba] = R*, v (by,v)
af :lar,b] = R* | w s (u,a9)
ﬁz_:[al,bl]—)RQ, urr (ap + by —u,be).

Si puo visualizzare il bordo orientato d1 come incollamento dei lati del rettangolo 1
orientati in modo che il perimetro sia percorso in senso antiorario.

A -
b, B, -
+
v By
oy~ A
a, - o
a, b,
Se M = 2, abbiamo, ad esempio:
oy : [ag, ba] x [az, b3] = R® | (v,w) > (a1, a2 + by — v, w)
/Bf_ : [a27b2] X [a37b3] — R? ) (an) = (bl)v)w)
a;_ : [alabl] X [a37b3] - RS ) (u,w) = (U,CLQ,U))
By i a1, b1] x [az, b3] = R® | (u,w) = (u,ba, as + b3 — w)
ag a1, bi] x [az,ba] = R, (u,v) = (a1 + b1 — u,v,a3)
B3t a1, bi] X [ag,b] = R® | (u,v) > (u,v,b3)

In questo caso, si puo visualizzare il bordo orientato 01 come incollamento delle sei
facce del parallelepipedo I, tutte orientate in modo tale che il vettore normale sia
sempre rivolto verso l’esterno.
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10 La formula di Gauss

In questa sezione, I sarad un rettangolo di RY, con N > 2 (quindi, rispetto alla
sezione precedente, considereremo il caso N = M + 1). Nel teorema che segue, si
ottiene l'elegante formula di Gauss.

Teorema. Sew ¢ una (N —1)—forma differenziale di classe C'* definita su un aperto
contenente un rettangolo I di RN, si ha:

/dw:/w
I oI

Dimostrazione. Possiamo scrivere w nella forma

ZF Ydzy A .. Adxj A Aday .

Allora

N N F
Zza— E) dzy, Adzy A ... Adzy A ... Adzy

j=1m=1

N

8F
Z —1227 ()dry A ... Nday .
7j=1

Essendo le derivate parziali delle F; continue, esse sono integrabili sull’intervallo 7,
e possiamo usare la formula di riduzione di Fubini:

OF;
j 1
/dw g 8:):]( x)dzr...dry
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N
8F —
) a I

J:l j

N
E / Fj(@1, 00,051, bj, Tj41, 0, TN) —
I

j: J

—_

—Fj(xl, vy Lj—1,A5,T541, ...,ZL’N)] d$1d$]d$N s

per il teorema fondamentale. D’altra parte,

[ om0 [Loryen [ o

k=1 By
Si ha:
N
/ :Z Fdacl/\ Adzj A Ndzy
N —_—
:Z/ (Fjoqy) det(ozk)(1 g N)dxl...dxk...de
:/ Fr(xy, ..., cp— 1,ak,xk+1,...,:UN)dxl...gx\k...da:N,
essendo

0 sej#k
+y/ — '
det(ak)(l,...,j,...,N) o { 1 sej=k.

Procedendo similmente per 6,‘:, alla fine si ottiene:
3

e la dimostrazione ¢ completa. [ |

k 1
/ [Fk‘(xlv ey Ll—1, bk‘)xk-‘rla ceey IN)
k= 1 I

—Fi (21, ey X1, Ay Thot 1, -y TN )] d21 . dgpo dX N

11 Bordo orientato di una M —superficie

In questa sezione, I sara un rettangolo di RM*1 e ¢ : I — RN una (M +1)—superficie.

Definizione. Se 1 < M < N — 1, chiameremo bordo orientato di o la funzione
do = o o 01, che risulta essere un incollamento delle seguenti M —superfici:

(a) coa, eoop; sek édispari;

(b) coa; ecof, sek é pari.
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Data una M —forma, differenziale w il cui dominio contiene il supporto di do, avremo

quindi
M+1 M+1

/gw N ;(_M /goa;w ;(_1)k_l/gog;w'

Nota. E utile estendere la scrittura |, 5o w nel caso in cui o : [a,b] — RV sia una
curva, con N > 1, e w = f : U — R una 0O-forma differenziale; in questo caso, si
pone:

/ w=f(o(b) - f(o(a)).

Esempi. Come illustrazione, consideriamo come al solito il caso N = 3. Cominciamo con tre
esempi di bordo orientato di superfici.

1. Sia o : [r, R] x [0,27] — R? con 0 < r < R, data da
o(u,v) = (ucosv,usinw,0).

11 suo supporto € un cerchio se r = 0, una corona circolare se » > 0. Il bordo orientato do & dato
dall’incollamento delle seguenti quattro curve:

coaj (v) = (rcosv,—rsinv,0),
o0 Bf (v) = (Rcosw, Rsinw,0),
ooaf(u) = (u,0,0),

cofy (u)=(r+R—1u,00).

La prima curva ha come supporto una circonferenza di raggio r, che degenera nell’origine nel caso
in cui » = 0. La seconda ha come supporto una circonferenza di raggio R. Si noti pero che il verso
di percorrenza di queste due circonferenze & opposto. Le ultime due curve sono equivalenti con
orientazioni opposte.

Y

—— N
-

v

Sia ora dato, per esempio, il campo vettoriale F'(z,y, z) = (—y, z,zye*). Si ha:

/(%(F|d£) :/Goa_(F|d£> + /Nﬁ+ (F|de)

27 27
= / [*7'2 sin® v — 72 cos” v] dv + / [R2 sin® v + R? cos® v] dv
0 0

=2r(R* —1?%).
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2. Consideriamo la superficie o : [r, R] x [0,27] — R?®, con 0 < r < R, definita da

o (1, v) = ((’"J;R + (uf “;R> cos(%)) cos v,
(TJ;R + (u— TZR) cos (g)) sinv,
(-538)m ().

il cui supporto € un nastro di Mdbius. In questo caso, il bordo orientato ¢ dato dall’incollamento

di:
goar(v) = <<"+2R + R;Tcos (g)) cos v,
_ (”"J;R n %cos (%)) .
gt (3)),
0B (v) = ((”‘;R n RQ_T cos (g)) cos v,
(453
Tt (3).

ooad (u) = (u,0,0),
oo By (u) = (u,0,0).
Si noti che in questo caso le ultime due curve sono identiche.
3. Consideriamo la superficie o : [0, 7] x [0, 27] — R® definita da
o(¢,0) = (Rsin¢cosf, Rsin ¢sin b, Rcos @),

il cui supporto ¢ la sfera di raggio R > 0 centrata nell’origine. In questo caso, il bordo orientato &
dato dall’incollamento di:

coa; (0)=(0,0,R),
oo ﬂf(e) = (0’07 7R)7

30



an;(fﬁ) = (Rsin¢,0, Rcos ¢),
o0fBy (¢) =(Rsing,0,—Rcos o).

Si noti che le prime due curve sono degenerate in un punto, mentre le ultime due sono equivalenti
con orientazioni opposte. Quindi, qualsiasi sia il campo vettoriale F; si avra faU<F\d€> =0.

Vediamo ora un esempio di bordo orientato di un volume in R3. Sia o : [0, R] x [0, 7] x [0, 271] —
R? il volume definito da

a(p,¢,0) = (psingcosh, psin ¢psin b, pcos @) ,

il cui supporto & la palla, centrata nell’origine, di raggio R > 0. Il bordo orientato do & dato
dall’incollamento delle seguenti sei superfici:

goaj (¢,0)=(0,0,0),

oo B (¢,0) = (Rsin¢cosh, Rsin ¢sinb, Rcos @),
goaz (p,0) =(0,0,p),

o0 By (p,0) =(0,0,—p),

o003 (p,6) = (R — p)sin,0, (R — p) cos §).

)= (

+
0W363(p7¢) (
Si noti che la prima superficie ¢ degenerata in un punto (l'origine), la seconda ha come supporto
la sfera intera, la terza e la quarta sono degenerate in due curve mentre le rimanenti due sono
equivalenti con orientazioni opposte. In questo esempio, quindi, dato un campo vettoriale F, si avra

sempre
/<F|dS>:/ (F|dS) .
do ooﬂf

psing, 0, pcos @) .

12 La formula di Stokes - Cartan

Enunciamo la seguente generalizzazione del teorema di Gauss, in cui si ottiene I'im-
portante formula di Stokes - Cartan.

Teorema. Sia 0 < M < N —1. Sew : U — Qu(RY) & una M —forma differenziale
di classe C' e o : I — RN una (M + 1)—superficie il cui supporto é contenuto in U,

si ha:
/dw:/ w.
o oo

Si noti che il caso M = 0, N = 1 e o(u) = u & una versione del teorema
fondamentale, anche se qui si richiede che la derivata di w sia continua.

La dimostrazione generale del teorema di Stokes-Cartan ¢ data nell’appendice 2.
Ci limiteremo qui a considerare alcuni corollari che si ottengono, nel caso N = 3,
quando M assume i valori 0, 1 e 2. E interessante dimostrare direttamente questi
corollari, adattando la dimostrazione generale a questi casi particolari.
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Il caso M = 0. Consideriamo una 0-forma differenziale f : U — R e otteniamo il
seguente

Teorema. Sia w = f : U — R una funzione scalare di classe C' e o : [a,b] — R3
una curva con supporto contenuto in U. Allora:

/ (grad fldl) = f(o(b)) — f(o(a).

Dimostrazione. Consideriamo la funzione G : [a,b] — R definita da G(t) =
f(a(t)). Essa & di classe C!, e per il teorema fondamentale si ha

/b Gt dt = G — Gla).

Siccome G'(t) = (grad f(o(t))|o’(t)), ne segue la formula cercata. |

Nota. L’integrale di linea del gradiente di una funzione f non dipende dalla curva
scelta, ma soltanto dal valore della funzione nei due estremi o(b) e o(a).

Esempio. Siano dati il campo vettoriale

F(x,y,z):—( x Y z )

[x2+y2+z2]3/2’ [1,2+y2+22]3/2’ [x2+y2+22]3/2

e la curva o : [0,47] — R® definita da o(t) = (cost,sint,t). Vogliamo calcolare I'integrale di linea
[, (F|dt). Osserviamo che F' = grad f, con

1

flz,y,2) = NCET T
e quindi:
1
/0<F|d€> = flolm) = 10) = o= =

Il caso M = 1. Consideriamo una 1-forma differenziale
w(az) =F (iB) dri + Fg(w) dxs + F3(:B) dxs

e otteniamo la formula di Stokes-Ampere.

Teorema. Sia F: U — R3 un campo di vettori di classe C e o : a1, b1] x [az, ba] —
R3 una superficie con supporto contenuto in U. Si ha:

/U<rot FldS) = /80<F|d€).
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A parole. I flusso del rotore del campo F' attraverso la superficie o coincide con
P'integrale di linea di F' lungo il bordo di o.

Dimostrazione. Posto I = [aj,bi] X [ag, b2, definiamo la seguente 1-forma dif-
ferenziale @ : I — Q1 (R?) :

o(u,v) = <F(a(u, v))

0o
%(u, v)> du + <F(J(u, v))

0
a—g(u, v)> dv.
Iniziamo a valutare il suo integrale su o :
bz 0o
/ &):/ F(o(ai,as + by —v))| — —(a1,a2 + ba —v) ) dv
a; az ov

:/MI_ (F|dt).

Si verificano poi le analoghe uguaglianze per 'integrale su ﬁf , a; e By , per cui si

ha che
/ o= / (Flde) .
oI oo

Supponiamo ora che ¢ sia di classe C2. Allora @ ¢ di classe C' e, con un po’ di conti,
si trova:

9 do 0 do
— au<F(U(u, v))‘av(u,v)>— (91;<F(U(u’v)) %(u, v)>] du A dv

= <rotF(U(u,v))‘gZ(u, v) X ZZ(u,U)> du A dv,

/Iddz _ /J(rotF|dS>.

La formula di Gauss applicata a @ permette quindi di concludere.

L’ipotesi che o sia di classe C? puod infine essere tolta con un procedimento di
approssimazione: & possibile costruire una successione (o), di superfici di classe C2
che convergono a o assieme a tutte le derivate parziali. La formula di Stokes-Ampére
vale quindi per tali superfici e, passando al limite, per il teorema della convergenza
dominata, abbiamo la conclusione. [ |

per cui
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Esempio. Sia F(z,y,2) = (—y,2,0) ey : [0,27] — R? la curva definita day(t) = (Rcost, Rsint,0);
vogliamo calcolare l'integrale di linea f,y (F|d¢). Abbiamo gia visto come calcolare questo integrale
facendo uso diretto della definizione. Procediamo ora in un altro modo: definiamo la superficie
o : [0, R] x [0,27] — R® data da o(p,0) = (pcos b, psin ,0). Osserviamo che v = o o B}, per cui si

" /7<F|d4> = /aoﬁr (Flde) = /affF'd@ B /a<th|dS> '

Osserviamo che rot F(z,y,2) = (0,0,2) e

do do

7(p70) X %

ap (p7 0) = (07079) .

Ne segue che
R 27
[wiae = [~ [ 10.0.2/0.0,0) dodp = 21
¥ 0 0
Il caso M = 2. Consideriamo una 2-forma differenziale
U.)((B) =N (ZE) dxo N\ drg + FQ(iL‘) drs N\ dxry + Fg(ZE) dri N dxo

e otteniamo la formula di Stokes-Ostrogradski.

Teorema. Sia F: U — R? un campo di vettori di classe C' e supponiamo che
o : I =[ay,bi] x [az, ba] x [as3, b3] — R3 sia regolare e iniettiva su I con deto’ >0, e

o(I) Cc U. Allora:
/ divF:/ (F|dS) .
o(I) o

In termini intuitivi. L’integrale della divergenza del campo F' sull’insieme
V = o(I) coincide con il flusso di F' uscente da V.

Dimostrazione. Consideriamo la seguente 2-forma differenziale & : I — Qo(R3) :

99 )y x 27
8'[,62 6U3

w(u) = <F(G(U))

(u)> dug N duz +

99y x 97
8U3 8U1

+ <F(0(U))

(u)> duz A duy +

Oo oo

+ <F(a(u)) Tm(u) X auQ(u)> duy A dug

Considerata la superficie ﬁf , si ha:

IS
Bl
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90

do
g (b1, ug, u3) x o (b1, ug, u3)> dug dus

ba b3
— / / F(b1>u27u3)
as Jasz

:ié#FMSf

Calcolando analogamente gli integrali sulle altre cinque superfici che compongono

01, si conclude che
/w:/ﬁmw»
ol oo

Supponiamo ora che o sia di classe C?. Allora @ ¢ di classe C! e, facendo i conti,
con un po’ di pazienza si ha:

0
o <F<a<u>>

0
o <F<a<u>>
2 <F<a<u>>

do(u) =

do 0o
87@(“) X 8u3(“)> +
o) % §;<u>> .

do do
871“(“) X au2(u>>] dui A dus A dug

=div F(o(u)) det o’ (u) duy A dug A dus .

OU3

Quindi, si ha:
/dd} = /div F(o(u))det o’ (u) du .
I I

D’altra parte, siccome o induce un diffeomorfismo tra I e o(I) con deto’ > 0, per
il teorema di cambiamento di variabili

/divF(U(u))deta’(u) du:/ div F(x)dx .
I o(l)

La formula di Gauss applicata a @ permette quindi di concludere.
L’ipotesi che o sia di classe C? puo infine essere tolta con un procedimento di
approssimazione, come nel teorema precedente. ]

Esempio. Si voglia calcolare il flusso del campo vettoriale
Fz,y,2) = ([2° + 9"+ 2%Jo [2* + 9" + 2y, [2° + 47 + 2°)2)
attraverso una superficie sferica parametrizzata da 7 : [0, 7] x [0, 27] — R? :

1n(¢,0) = (Rsin ¢ cosf, Rsin ¢sinf, Rcos @) .
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Ci ricordiamo che n = o o 8, dove o : I = [0, R] x [0, 7] x [0,27] — R?® & il volume dato da
o(p,¢,0) = (psingcosh, psinpsin b, pcos @) .

Abbiamo quindi:

/n<F\dS> I/%(Flds) =/ div F.

Essendo div F'(z,y, z) = 5(z% +y° + 22), passando a coordinate sferiche si ha:

27 T R
/ div F = / / / (50°)(p° sin ¢) dp d¢pdf = 4w R® .
o(I) 0 o Jo

13 Risultati analoghi in R?

Supponiamo che U sia un sottoinsieme di R? e troviamo due interessanti corollari
del teorema di Stokes-Cartan. Analogamente al caso N = 3, si definisce 'integrale
di linea di un campo di vettori F' = (F}, F,) lungo una curva o : [a,b] — R? :

b
/ (Flde) = / [Fi(o(8))0 (1) + Falo())ob () dt

Abbiamo il seguente risultato, analogo a quello ottenuto nella sezione precedente nel
caso N = 3.

Teorema. Sia f : U — R una funzione scalare di classe C' e o : [a,b] — R? una
curva con immagine contenuta in U. Allora:

[(Gan)
o 8.%1’61’2

Prendendo invece M = 2, otteniamo la formula di Gauss-Green.

d€> = f(o(b)) = flo(a)) .

Teorema. Sia F = (F1,Fy) : U — R? un campo di vettori di classe C! e
supponiamo che la superficie o : I = [a1,b1] X [ag, ba] — R? sia regolare e iniettiva
sul condeto’ >0, eo(I)CU. Allora:

oF, 8F1> /
972 9N [ (Fjae).
/U(I) <39€1 Oz aa< 146)
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Dimostrazione. Similmente a quanto fatto nella dimostrazione del teorema di
Stokes-Ampere, consideriamo la forma differenziale ausiliaria @ : I — 1 (R?) definita

0o 0o
%(u, v)> du + <F(U(u, v))‘av(u, v)> dv

/Maz:/%w\d@.

Se o & di classe C?, allora @ ¢ di classe C! e, facendo i conti, si trova

0o
%(uav)> -
oo
~ <F(J(u, v)) %(u, U)>] du A dv
8F2 8F1

— (axl(g(u,v)) - a—mg(a(u, v))) det o’ (u, v)du A dv .

O(u,v) = <F(O‘(’LL, v))

¢ verifichiamo che

do(u,v) =

0
- <F<a<u,v>>

0

Quindi,
/Iddj = /I <gi(0(u,v)) — (;Fl(o(u,v))> det o’ (u,v)du dv,

x2

e siccome o induce un diffeomorfismo tra I e o(I) con det o’ > 0, per il teorema di

cambiamento di variabili
/ 5 / <8F2 oF 1)
dw = —= - .
I o(I) 81'1 81’2

La formula di Gauss applicata a @ permette quindi di concludere.

Analogamente a quanto visto nel caso N = 3, si puo ora togliere 'ipotesi che o
sia di classe C? con un procedimento di approssimazione. [ ]
Esempio. Consideriamo la superficie o : I = [0,1] x [0,27] — R? definita da o(p,0) =
(Apcos@, Bpsinf), il cui supporto ¢ una superficie ellittica avente semiassi di lunghezza A > 0
e B > 0. Si prenda il campo di vettori F(z,y) = (—y, z). Essendo

oFs OF

%(.’E,y) - Ty(xvy) =2

| o= [ U

e (come nel caso del cerchio)

la formula di Gauss-Green ci da:

27T
/ 2dxdy = / ((—Bsin6, Acos0)|(—Asin8, Bcos0)) df = 2w AB.
o(I) 0

Se ne ricava l’area della superficie ellittica: p(o(I)) = TAB.
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14 Forme differenziali esatte

Ci interessiamo ora al problema di trovare in quali casi una forma differenziale
data possa essere scritta come il differenziale esterno di una forma differenziale da
determinarsi. In questa sezione, supporremo M > 1.

Definizione. Una M —forma differenziale w si dice chiusa se dw = 0; si dice esatta
se esiste una (M — 1)—forma differenziale & tale che dw = w.

Ogni forma differenziale esatta ¢ chiusa: se w = dw, allora dw = d(dw) = 0. 1
viceversa non sempre ¢ vero.

Esempio. La I-forma differenziale definita su R?\{(0,0)} da

-y

T
= d d
Wy = G mdrt m s
¢ chiusa, come facilmente si verifica: ponendo
—y T
F = —"— F: = —
1(,y) g 2(,y) Z g
per ogni (z,y) # (0,0), si ha
OF; 0

g(mﬁg) - aiy(xvy) .

Calcoliamo l'integrale di linea del campo di vettori F' = (Fi, F») che determina la forma differenziale
sulla curva o : [0, 27] — R? definita da o(t) = (cost,sint) :

/ (F|de) = /O "(F(o ()]0’ (1) dt

27
= / ((—sint, cost)|(—sint, cost)) dt
0
=27.

Supponiamo per assurdo che w sia esatta, cio¢ che esista una funzione f : R?*\{(0,0)} — R tale che
% =F e 2L = F,. In tal caso, essendo o(0) = o(27), si avrebbe:

oy
firw= (&)
= f(o(2m)) = f(a(0)) =0,

in contraddizione con quanto sopra.

La situazione descritta nell’esempio precedente non puo verificarsi se, ad esempio,
I'insieme U su cui ¢ definita la forma differenziale € un aperto stellato rispetto ad
un punto &, cioe contiene, per ogni suo punto &, tutto il segmento che congiunge x
a Z. Vale infatti il seguente teorema di Poincaré:
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Teorema. Sia U un sottoinsieme aperto di RN stellato rispetto ad un punto &. Per
1 < M < N, una M—forma differenziale w : U — Qp;(RY) di classe C* ¢ esatta se
e solo se essa é chiusa. In tal caso, se w é del tipo

W@y = > fiin(®) day A Adaiy,

1<ii<..<ipyg <N

una (M — 1)—forma differenziale & tale che dv = w é data da

M
w(x) = Yoo D )T i, — ) -

1<i1<...<ip <N s=1

1 —_—
. </ tM_lfil,..‘,iM (53 + t(w — .’E)) dt) dl’il A A dxz's VANPAN dl'iM .
0

La dimostrazione generale di questo teorema verra data nell’appendice 2. Come
nel caso del teorema di Stokes-Cartan, considereremo qui solo alcuni corollari che
si ottengono nel caso N = 3, fornendone anche una dimostrazione diretta. Per
semplificare la scrittura, supporremo senza perdita di generalita = (0,0,0).

Il caso M = 1. Un campo di vettori F' = (Fy, F, F3), di classe C!, definito su un
sottoinsieme aperto U di R?, determina una 1-forma differenziale

w(w) =N (w) dri + Fz(w) dzo + F3($) drs .

Essa ¢ chiusa se e solo se rot /' = 0. In questo caso, il campo di vettori si dice
irrotazionale. Diremo invece che il campo di vettori ' ¢ conservativo se esiste
una funzione f : U — R tale che F' = grad f. In tal caso f si dice un potenziale
scalare del campo F. 6

Teorema. Se U é stellato rispetto all’origine, si ha che il campo di vettori F :
U — R3 & conservativo se e solo se esso é irrotazionale, e in tal caso una funzione

f:U — R tale che F' = grad f é data da:
1
f@) = | ()i ar.

Ogni altra funzione f : U — R tale che F = grad f si ottiene da f aggiungendo una
costante.

In meccanica spesso ¢ la funzione — f a chiamarsi “potenziale”.
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Dimostrazione. Poniamo & = f : U — R. Verifichiamo che do = w. Usando la
regola di Leibniz, abbiamo:

8333 / 83:] Fltz)le) dt

Definendo ¢(t) = tFj(tx), si ha che

-3 (5

=1

> + Fj(tx),
e per il teorema fondamentale si ha quindi:

—(x) = Fj(x
8$] ( ) J( ) )
il che dimostra che F' = grad f. La seconda parte del teorema segue dal fatto che, se

grad f = grad f, allora f — f deve essere costante su U. [ |

Esempio. Consideriamo il campo di vettori F(z,y,z) = (2zz + vy, z,22) che, come si verifica
facilmente, ¢ irrotazionale. Si trova:

1
flz,y,2) = / ((21621’22 + tzy) + txy + t2x2z) dt = zy + z°2.
0

Il caso M = 2. Un campo di vettori F' = (Fy, F, F3), di classe C!, definito su un
sottoinsieme aperto U di R3, determina una 2-forma differenziale

w(a:) =N (ac) dxo N dxg + FQ((E) drs A\ dx1 + Fg(w) dri Ndxsy .

Essa ¢ chiusa se e solo se divF = 0. In questo caso, il campo di vettori si dice
solenoidale. Si dice che F' ha un potenziale vettore se esiste un campo di vettori
V = (V1,Va, V3) tale che F =rot V.

Teorema. Se U é stellato rispetto all’origine, si ha che il campo di vettori F': U —
R3 ha un potenziale vettore se e solo se esso ¢ solenoidale, e in tal caso un campo di
vettori V : U — R? tale che F =rotV ¢é dato da:

via) = ( /0 ' Ey(tw)s — F(ta)ms) dt
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1
/ t(Fg(tCE)QZl — Fl(tm)xg) dt,
0
1
/ HF (t)zs — Fa(tz)er) dt) ,
0
che scriveremo brevemente
1
V(x) :/ t(F(tx) x ) dt.
0

Ogni altro campo di vettori V : U — R? tale che F = rotV si ottiene da V
aggiungendo il gradiente di una qualsiasi funzione scalare.

Dimostrazione. Consideriamo la 1-forma differenziale determinata dal campo V :
1
(IJ(CL’) = </ t(FQ(ta’J)ch — Fg(tiB)fL‘Q) dt> dxy +
0
1
+ (/ t(Fg(t$):U1 — Fl(tw)l’g) dt) dxg +
0

+ ( /0 F ) — Fa(ta)n) dt> das

Dobbiamo dimostrare che do = w. Per la regola di Leibniz, tenuto conto del fatto

che w & chiusa, troviamo:

0

1
3721;2 /0 t(Fl (tiL‘)SUQ — Fg(tm)l‘l) dt —
o 1

Ox3 Jo

_ /0 1 <t2 <8F1(taz)x1 + 9B s + gﬂ(tmm) LR (m:)) dt

8:1:1 6%2 €T3

t(Fg(til}')l‘l — F1 (tl‘)x(;) dt =

= Fl(CL‘)

(applicando il teorema fondamentale alla funzione ¢(t) = t2Fy(tx)). Analogamente
si dimostrano le rimanenti due uguaglianze, concludendo la dimostrazione della for-
mula. La seconda parte del teorema segue dal fatto che, se rot V = rot V, allora,
per il teorema precedente, V — V & un campo di vettori conservativo. [ |

Esempio. Consideriamo il campo di vettori solenoidale F'(z,y, z) = (y, z, ). Si ha:

1
V(‘T7y7 Z) = / t(ty,tz,tx) X (.’L’,y,Z) dt = %(ZQ - xy,x2 - yzayz - .’L’Z)
0
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Il caso M = 3. Una funzione scalare f, di classe C', definita su un sottoinsieme
aperto U di R?, determina una 3-forma differenziale

w(x) = f(x)dr1 A dra A dzs.

Essa ¢ sempre chiusa, essendo dw una 4-forma differenziale definita su un sottoin-
sieme di R3.

Teorema. Se U e stellato rispetto all’origine, la funzione f : U — R é sempre della
forma f = divW, dove W : U — R3 & il campo di vettori definito da

W(x) = </01t2f(tw)dt> .

Ogni altro campo di vettori W : U — R3 tale che F = divW si ottiene da W
aggiungendo il rotore di un qualsiasi campo di vettori.

Dimostrazione. Usando la regola di Leibniz, si ha:

o [ o [, o [,

! of of af
= /0 <t3 ((9951<tw) + 8—@(@) + a:z:g,(tw)> - 3t2f(tw)) dt

come si vede applicando il teorema fondamentale alla funzione ¢(t) = 3 f(tx). La

seconda parte del teorema segue dal fatto che, se divW = div W, allora, per il
teorema precedente, W — W ha un potenziale vettore. [ |

Esempio. Consideriamo la funzione scalare f(x,y, 2) = zyz. Si ha:

1
1
W(z,y,2) :/ tayzdt (v,y,2) = g(nyz,nyz,xyzQ)-
0
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