15 La dimostrazione del teorema di Stokes-Cartan

Siano U un aperto di RY, V un aperto 7 di R” e ¢ : V — U una funzione di classe
ct

o(y) = (1(Y), -, N (Y)) ,
con Y = (y1,...,yp) € V. Data una M —forma differenziale w : U — QM(RN),

w(x) = Z Jiryoing (®) diy A A dsy,
1<i1<..<iy <N

resta definita una M —forma differenziale Tyw : V — Qp(R?), che chiameremo
trasformata attraverso ¢ di w, nel seguente modo:

Td)w(y) = Z fi1,~.-7iM (¢(y))d¢l1 (y) Ao A d¢iﬂ4 (y) :

1<t <..<ipg <N

Si noti che
P P
2oy, (Y)dy; | Ao A ; 5y, (y)dy;
P
020 () 300 )y A A
J1yenim=1 Yi Yim

(attenzione, qui gli indici ji, ..., ja7 non sono in ordine crescente). E immediato
verificare che, preso ¢ € R, si ha

Ty(cw) = cTyw;
se @ & una M —forma differenziale definita su U,
Ty(w A @) =Tyw N Tyo,
ese M =M ,
Ty(w+ @) = Tyw + Tyw .
Dimostriamo ora le seguenti proprieta.

Proposizione 1. Se¢y: W =V e¢:V — U, allora

Ty (Tpw) = Tyoypw .

"Nel caso in cui gli insiemi U e V non fossero degli aperti, si veda la nota a pag. 135.
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Dimostrazione. Per le proprieta di linearita viste sopra, sara sufficiente considerare
il caso di una forma differenziale del tipo

w(x) = fir, iy (®)dziy Ao ANdxyy, .

Abbiamo:
d 8¢11 a¢ZM
Ty(Tow) = | (firrire © ) > 00 B0t g g, A iy,
tagm=1 ZYn Yine

D’altra parte,
T¢0ww = (fil,...,iM o ¢ o QJZ)) d(¢ o w)h A A d(¢ o ¢)1M )

ed essendo

99
d(¢ 0 )i, = d(¢i, o)) = Z(m )dwy,

j=1

si ha l'uguaglianza. [

Proposizione 2. Supponiamo che ¢ sia di classe C?. Se w ¢ di classe C*, anche
Tyw lo &, e si ha:
d(T¢w) = T¢(dw) .

Dimostrazione. Anche qui basta considerare il caso w = fi, . i, dzi, A... Ndx;,, .
Abbiamo:

d(Tgw) =d(fiy,...ips © ®) Ndiy A ... Ndeiy, +
(fil, v © Q) d(deiy Ao N dgiy,)
d fn, i O¢)Ad¢zl AN Ad¢zM

6 7 d
[ f 1, -2 o) ¢> dgbm] A d¢21 VANPAN ¢’i]ﬂ .
D’altra partE, si ha

N
Ofiy,. . i
dw(x) = Z M(w) dzp N dzi, A ... Ndxi,,

— 0xm
per cui
N Ofs
T¢(dw) = Z <§;C7ZM ° (rb) d¢m A d¢7,1 ARTIRA d¢7,M )
m=1 m
e la formula ¢ dimostrata. []
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Proposizione 3. Se o : I — RN ¢ una M— superficie con supporto contenuto in

U, allora
/w = /Tgw.
o I

Dimostrazione. Come sopra, basta considerare il caso w = fi, .. i,, dTi, A...Adx;,,
Abbiamo:

M o do;
/Uw /f i (0(w) Y S (w) o (w) dugy A A dugy,

Jiseendm=1

/le7 7'LJVI )detO'( ,m’iM)(’u,) du

Passiamo ora alla dimostrazione del teorema di Stokes - Cartan, di cui riscriv-
iamo ’enunciato.

Teorema. Sia 0 < M < N —1. Sew: U — Qu(RY) ¢ una M—forma differenziale
di classe C* e o : I — RY una (M + 1)—supertficie il cui supporto & contenuto in U,

si ha:
/dw:/ w
o oo

Dimostrazione. Il caso M = 0 segue dal teorema fondamentale applicato alla
funzione w o o : [a,b] — R. Supponiamo ora 1 < M < N — 1. Essendo

w= To+w—/T+(Tw)—/ Tow,
/aner /Ik ooy I o o az o

con le analoghe uguaglianze per B,j si ha:

M+1 M+1
fom e[ e e
do k=1 ank oof3;
M+1 M+1
=Y 1)k/ aw+z k—l/ Tyw
k=1 oyl By
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Se ¢ & di classe C?, si ha che Tyw & di classe C! e, applicando la formula di Gauss

a Tyw, si ha
/ Taw:/d(Tg ).
oI I

/l d(Tyw) = /] T, (dw) = /U .

In definitiva, abbiamo visto che

e il teorema, in questo caso, ¢ dimostrato.

L’ipotesi che o : I — RY sia di classe C? puo essere tolta con un procedimento
di approssimazione: ¢ possibile costruire una successione (o), di M—superfici di
classe C? che convergono a o assieme a tutte le derivate parziali. La formula di
Stokes-Cartan vale quindi per tali superfici, ed ¢ sufficiente passare al limite facendo
uso del teorema della convergenza dominata per concludere. [ |

46



