17 La dimostrazione del teorema di Poincaré
Consideriamo 'insieme [0, 1] x U, e indichiamo i suoi elementi con
(t,z) = (t,x1, ..., zN).
Definiamo 'operatore lineare K che trasforma una generica M —forma differenziale
a:[0,1] x U — Qp(RVF
in una (M — 1)—forma differenziale
K(a):U = Q1 (RY)

nel modo seguente:

a) se at,x) = f(t,x) dt Adz;, A...Adz;,, , (sinotiche qui appare il termine dt),
allora

K(a)(z) = </01 f(t,a:)dt) dzi, A ... Adxiy,

b) se a(t, ) = f(t,x)dx;, A ... Ndx;,, (qui non appare il termine dt), allora

¢) in tutti gli altri casi, K ¢ definito per linearita (per gli addendi in una generica
M —forma differenziale «, il termine dt appare o non appare, e si applicano le due
definizioni precedenti).

Definiamo inoltre le funzioni ¢, £ : U — [0, 1] x U nel modo seguente:

w((L‘l, ...,mN) = (0,.%'1, ...,xN), g({L'l, ...,{L‘N) = (1,.%'1, ...,.%'N) .

Lemma. Per una M—forma differenziale di classe C* o : [0,1] x U — Qp(RV+1)
si ha:
d(K(o)) + K(da) = Tea — Tyyor.

Dimostrazione. Per la linearita, bastera considerare i due casi in cui la forma
differenziale « sia di uno dei due tipi considerati in a) e b).

a) Se a(t,x) = f(t,x)dt Ndx;, A ... \dx;,, ., per la regola di Leibniz si ha:

N
A(K () (@) = 3 (/01 %(t,w} dt) dom A da, Ao A daiy,
m=1 m
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d’altra parte,

of

do(t,x) = 5

ZL(t @) dt Adt Adag, A Adag,, | +

N
of
+> S (b @) o A dE A diy 1o A iy
m=1

:—Z ta:dt/\dxm/\dx“/\ Adxiy,

e quindi

22 (/]

m=1
—d(K(a))(z
Inoltre, si ha che Tyya = Tear = 0, essendo la prima componente di ¢ e di { costante;

quindi, 'uguaglianza in questo caso & dimostrata.

b) Se a(t,x) = f(t,x)dz;, A ... \dz;,,, si ha K(a) =0 e quindi d(K(«)) = 0;
d’altra parte,

87f t, CB) dt) dxm N\ dxil AN daZiM_l
)

0
a—{(t, x)dt Ndxi, A ... \Ndxi,, +

da(t,z) =
N
of
+ Z pr. (t,x) dem Adxi, A ... Ndx;,, ,
m=1

e quindi

-]

= (/f(

87f ) d.’Bil VANAN d{L‘Z’M
) — f(0, ) dziy, A ... Ndxy,,

Inoltre, si ha:

Tfa(w) = f(la 113) d§i1 (ZU) ARRA dgiM (.’B)
=f(1,x) dxi, A ... Ndx;,, ,

Tya(x) = f(0,@) dii, (x) A ... A diiy, ()
= f(O, 33) dzi, N ... A\ d:EiM .

La formula € quindi dimostrata anche in questo caso. [ |
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Possiamo ora intraprendere la dimostrazione del teorema di Poincaré, di cui
riportiamo ’enunciato.

Teorema. Sia U un sottoinsieme aperto di RV stellato rispetto ad un punto &. Per
1 < M < N, una M—forma differenziale w : U — Q7 (RY) di classe C' & esatta se
e solo se essa é chiusa. In tal caso, se w é del tipo

w(x) = Z firvosing () dxiy Ao A dzi,, ,

1<i1<...<ip <N
una (M — 1)—forma differenziale & tale che do = w é data da

M
w(x) = > > (=1 (g, — 1) -

1<i1<..<ipy <N s=1

1 ——
. </ tM’lfih_..JM(:E + t(a: — CI_'J)) dt) dziy N ... ANdzi, Ao A da:iM .
0

Dimostrazione. Per semplificare la scrittura, possiamo supporre & = (0,0, ...,0);
sia ¢ : [0,1] x U — U definita da
¢(t, X1y, TN) = (txl, ...,t:L'N> .

Consideriamo Tyw, la trasformata attraverso ¢ di w. Essa ¢ la forma differenziale di
grado M definita su [0, 1] x U come segue:

T¢w(t, .fU) =

= Z fz'ljm,iM(tiC)(xildt—|—tdl’z'1) JARTAN (.%'Z'Mdt—i-td.%'iM)
1<ii<..<iyy <N

= > Fivoing () [tM diy A oo Adiyy, +
1< <..<iyy <N

M
Y 0y e A, AT A )
s=1

Poniamo @ = K (Tyw). Resta da dimostrare che do = w. Essendo w chiusa, si ha:
K(d(Tyw)) = K(Ty(dw)) = K(Ty(0)) = K(0) = 0.
Per il lemma precedente, abbiamo che
dio = d(K(Tyw))
=Te(Tyw) — Ty (Tyw) — K(d(Tyw))
= Te(Tyw) — Ty (Tyw)
= Typoew — Thoypw .
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Essendo ¢ o £ la funzione identita e ¢ o ¢ la funzione nulla, si ha che Tyocw = w e
Tyoypw = 0, il che completa la dimostrazione. [ |
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