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Propedeuticità:

Non sono richieste particolari conoscenze preliminari se non quelle di base general-
mente studiate nei primi anni delle scuole secondarie di secondo grado.

Orario delle lezioni:

Le lezioni si svolgeranno nelle giornate di
luned̀ı 16 novembre 9.00 - 9.45,
mercoled̀ı 18 novembre 9.00 - 9.45,
gioved̀ı 26 novembre 11.00 - 12.45,
gioved̀ı 3 dicembre 9.00 - 10.45,
mercoled̀ı 9 dicembre 8.45 - 10.30,
gioved̀ı 17 dicembre 9.00 - 10.45.

Salvo diverse comunicazioni tutte le lezioni si svolgono in presenza presso la sede di
Valmaura.
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Ricevimento studenti e reperibilità docente:

Il ricevimento avverrà in forma telematica attraverso l’applicazione Teams su appun-
tamento.

e-mail: obersnel units.it

http://www.dmi.units.it/˜obersnel
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Testi consigliati:

In rete, nella mia pagina e nel sito Moodle dedicato, potete trovare alcune note schematiche sul corso,

dove sono riportate essenzialmente le cose indispensabili da sapere, senza esempi e discussione.

4



/ .

Testi consigliati:

In rete, nella mia pagina e nel sito Moodle dedicato, potete trovare alcune note schematiche sul corso,

dove sono riportate essenzialmente le cose indispensabili da sapere, senza esempi e discussione.

V. Villani, G. Gentili, Matematica: comprendere e interpretare fenomeni delle scienze della vita,
McGraw-Hill. (Buon testo con un approccio adatto a studenti di materie sanitarie)

M. Trombetta, Corso Introduttivo di Matematica, Forum Ed. Univ., Udine 2004. (testo utile per

rispolverare alcune nozioni base di matematica)
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reperibile nella mia pagina web e nel sito Moodle dedicato.

Le slides presentate a lezione saranno pubblicate nel sito Moodle.

Nel corso non studieremo matematica. Infatti non vedremo dimostrazioni di teoremi !

Nel corso illustreremo alcuni strumenti matematici fondamentali e cercheremo di com-
prendere qualitativamente alcuni concetti utili nelle applicazioni.

Gli argomenti principali che speriamo di riuscire a trattare nel tempo esiguo a nostra
disposizione sono i seguenti:

• funzioni e loro rappresentazione,

5



/ .

Programma

Il programma dettagliato del corso, aggiornato generalmente settimanalmente, sarà
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• operazioni tra funzioni, composizione con funzioni lineari e modifiche del grafico,
• decomposizione di un segnale periodico in armoniche, cenni alla serie di Fourier,
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Procedimenti valutativi.

Colloquio orale.

L’esito del colloquio orale sarà un semplice “approvato” o “non approvato”, senza
definizione di un voto.
Nel caso di esito negativo, lo studente può ripetere la prova dopo aver provveduto a
migliorare la propria preparazione.

Il calendario per gli appelli d’esame verrà concordato con gli studenti.

Valutazione del corso.

Al termine delle lezioni vi verrà chiesto di esprimere una valutazione sul corso da voi
seguito. La procedura è elettronica. L’iscrizione agli esami non è possibile se non si è
prima provveduto a dare una valutazione del corso.
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Il simbolo ⊂ o ⊆ indica l’inclusione tra insiemi. A ⊆ B significa A è contenuto in B (si
noti che A ⊆ A per ogni insieme A). A ⊆ B significa che ogni elemento a di A è anche
un elemento di B.
Il simbolo ∈ indica l’appartenenza ad un insieme. x ∈ X significa x è un elemento
dell’insieme X.
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Gli elementi di un insieme sono spesso indicati tra parentesi graffe, per elencazione o
descritti da una proprietà.
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Esempi: X = {a, b, c . . . z}; Y = { studenti del corso }
A = {x ∈ R : x = 2n2+1

n−1 , n ∈ N, n ≥ 2}.

Unione di insiemi: A ∪B = {x : x ∈ A oppure x ∈ B}.
Intersezione di insiemi: A ∩B = {x : x ∈ A e x ∈ B}.

8



/ .
Gli elementi di un insieme sono spesso indicati tra parentesi graffe, per elencazione o
descritti da una proprietà.
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A ∩B = {1, 3, 5}. A ∪B = {n ∈ N : n ≤ 6}.
Si osservi che, per ogni A,B, si ha A ∩B ⊆ A ⊆ A ∪B e A ∩B ⊆ B ⊆ A ∪B.
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Il prodotto cartesiano A×B tra due insiemi A e B è l’insieme delle coppie (a, b) tali che
a ∈ A e b ∈ B.
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Il prodotto cartesiano A×B tra due insiemi A e B è l’insieme delle coppie (a, b) tali che
a ∈ A e b ∈ B.

Si osservi che (a, b) 6= (b, a)

Esempio: A = {1, 2, 3}, B = {a, b}. A×B = {(1, a), (1, b), (2, a), (2, b), (3, a), (3, b)}.
Se gli insiemi A e B sono finiti, A con n elementi, B con k elementi, l’insieme A×B ha
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Se A = B = R il prodotto cartesiano è il piano R2, i cui elementi sono coppie di numeri
reali del tipo (x, y); x e y sono le coordinate del punto (x, y); il primo elemento si dice
ascissa, il secondo ordinata.

-4,8 -4 -3,2 -2,4 -1,6 -0,8 0 0,8 1,6 2,4 3,2 4 4,8

-3,2

-2,4

-1,6

-0,8

0,8

1,6

2,4

3,2

Primo quadrante
Secondo quadrante

Terzo quadrante Quarto quadrante

(x,y)

x

y

Nel piano cartesiano individuiamo gli assi cartesiani (x e y), l’origine (0, 0). Il punto
(x, 0) è la proiezione sull’asse x del punto (x, y), il punto (0, y) è la proiezione sull’asse y
del punto (x, y).

Gli assi cartesiani dividono il piano in quattro regioni angolari, delle quadranti.
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Analogamente si può definire lo spazio R3 = R2 × R = R × R2. Un punto di R3 è una
terna di numeri reali (coordinate) del tipo (x, y, z): ascissa, ordinata, quota.

Nello spazio cartesiano R3 individuiamo gli assi cartesiani (x, y e z), i piani cartesiani
(x, y; x, z e y, z), l’origine (0, 0, 0). Il punto (x, y, 0) è la proiezione sul piano x, y del punto
(x, y, z), il punto (0, y, z) è la proiezione sul piano y, z del punto (x, y, z), il punto (x, 0, z)
è la proiezione sul piano x, z del punto (x, y, z).

I piani cartesiani dividono lo spazio in otto regioni angolari, delle ottanti.
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Notazione di intervallo

siano a, b ∈ R con a < b, definiamo allora

[a, b] = {x ∈ R : a ≤ x ≤ b}; (intervallo chiuso e limitato)

]a, b[= {x ∈ R : a < x < b}; (intervallo aperto e limitato)

-20 -17,5 -15 -12,5 -10 -7,5 -5 -2,5 0 2,5 5 7,5 10 12,5 15 17,5

a=-19 b=9

[a, b[= {x ∈ R : a ≤ x < b}; (intervallo limitato chiuso a sinistra e aperto a destra)

]a, b] = {x ∈ R : a < x ≤ b}; (intervallo limitato aperto a sinistra e chiuso a destra)

]−∞, b] = {x ∈ R : x ≤ b}; (intervallo chiuso e illimitato inferiormente)

]−∞, b[= {x ∈ R : x < b}; (intervallo aperto e illimitato inferiormente)

[a,+∞[= {x ∈ R : a ≤ x}; (intervallo chiuso e illimitato superiormente)

]a,+∞[= {x ∈ R : a < x}; (intervallo aperto e illimitato superiormente)

]−∞,+∞[= R
12
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Funzioni
Una funzione è una “legge” che mette in relazione tra loro alcuni oggetti

Esempio: il volume della sfera è funzione della lunghezza del raggio r: V = V (r).

Esempio: l’elettrocardiogramma rappresenta la differenza di potenziale generata dall’at-
tività elettrica del cuore nel tempo: A = A(t).
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Esempio: il tempo richiesto per effettuare un determinato esame: T = T (esame).
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Funzioni tra insiemi

• Una funzione f : A → B è una relazione tra gli oggetti di A e gli oggetti di B che
soddisfa la proprietà seguente:
“ad ogni elemento di A viene associato uno ed un solo elemento di B”

L’insieme A si dice il dominio della funzione, l’insieme B si dice il codominio della
funzione.
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Esempio.

A = {a, b, c}, B = {0, 1}.
Ci sono 8 funzioni da A a B:

f1 : A→ B f1(a) = 0, f1(b) = 0, f1(c) = 0.

f2 : A→ B f2(a) = 0, f2(b) = 0, f2(c) = 1.

f3 : A→ B f3(a) = 0, f3(b) = 1, f3(c) = 0.

f4 : A→ B f4(a) = 0, f4(b) = 1, f4(c) = 1.

f5 : A→ B f5(a) = 1, f5(b) = 0, f5(c) = 0.

f6 : A→ B f6(a) = 1, f6(b) = 0, f6(c) = 1.

f7 : A→ B f7(a) = 1, f7(b) = 1, f7(c) = 0.

f8 : A→ B f8(a) = 1, f8(b) = 1, f8(c) = 1.
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Esempio: le funzioni costanti.

Siano Xe Y due insiemi qualsiasi non vuoti. Sia α ∈ Y un elemento dell’insieme Y . La
funzione f : X → Y definita da f (x) = α per ogni x ∈ X si dice funzione costante.
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Esempio: la funzione identica.

Sia X un insieme qualsiasi non vuoto. La funzione f : X → X definita da f (x) = x per
ogni x ∈ X si dice funzione identica dell’insieme X.

La funzione identica si indica talvolta con 1X.
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Esempio: le successioni.

Sia Y un insieme qualsiasi non vuoto.
Una successione è una funzione f : N→ Y .

Considerare una successione significa “assegnare un numero” agli elementi di Y , costru-
ire un ordine.
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Si usa scrivere an (o xn, yn, ecc.) anziché f (n). La successione si indica solitamente con(
xn
)
n o scritture simili.

19



/ .
Esempio: le successioni.

Sia Y un insieme qualsiasi non vuoto.
Una successione è una funzione f : N→ Y .

Considerare una successione significa “assegnare un numero” agli elementi di Y , costru-
ire un ordine.

Si dice successione anche una funzione definita su un sottoinsieme infinito di N o anche
di Z.

Si usa scrivere an (o xn, yn, ecc.) anziché f (n). La successione si indica solitamente con(
xn
)
n o scritture simili.

Esempio. Successione costante: xn = α per ogni n ∈ N.
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Esempio: elenco gli studenti in ordine alfabetico e assegno il numero corrispondente:

x1 = ARTYM
x2 = BARBO
x3 = BON
x4 = BROCCOLO
x5 = CALLIGARIS
x6 = DI FONZO
x7 = FRANZOT
x8 = GASPAROTTO
x9 = LEO
x10 = MARCHETTI
x11 = MEZZA
x12 = MORRICONE
x13 = MOSER
x14 = SACHET
x15 = STABILE
x16 = VIGNANDO

20
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Questa non è una successione: chi è x17 ? Chi è x2036?
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Questa non è una successione: chi è x17 ? Chi è x2036?

Si può tuttavia porre la convenzione di assegnare il valore xn = 0 se n ≥ 17.
Si ha in questo caso Y = { studenti } ∪ {0}.
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Questa non è una successione: chi è x17 ? Chi è x2036?

Si può tuttavia porre la convenzione di assegnare il valore xn = 0 se n ≥ 17.
Si ha in questo caso Y = { studenti } ∪ {0}.
Esempio. xn = 1

n per n ≥ 1
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Questa non è una successione: chi è x17 ? Chi è x2036?

Si può tuttavia porre la convenzione di assegnare il valore xn = 0 se n ≥ 17.
Si ha in questo caso Y = { studenti } ∪ {0}.
Esempio. xn = 1

n per n ≥ 1

Esempio. xn = (−1)n
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Questa non è una successione: chi è x17 ? Chi è x2036?

Si può tuttavia porre la convenzione di assegnare il valore xn = 0 se n ≥ 17.
Si ha in questo caso Y = { studenti } ∪ {0}.
Esempio. xn = 1

n per n ≥ 1

Esempio. xn = (−1)n

Esempio. xn = 2n + 1
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Questa non è una successione: chi è x17 ? Chi è x2036?

Si può tuttavia porre la convenzione di assegnare il valore xn = 0 se n ≥ 17.
Si ha in questo caso Y = { studenti } ∪ {0}.
Esempio. xn = 1

n per n ≥ 1

Esempio. xn = (−1)n

Esempio. xn = 2n + 1

Esempio. xn = nπn+2
sin(n2−1)+n

21
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Alcune successioni importanti.
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Alcune successioni importanti.

Progressione aritmetica di ragione c (dove c ∈ R è una costante fissata):
(an)n con la proprietà an+1 − an = c per ogni n.
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Alcune successioni importanti.

Progressione aritmetica di ragione c (dove c ∈ R è una costante fissata):
(an)n con la proprietà an+1 − an = c per ogni n.

Si ha an = a0 + nc.
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Alcune successioni importanti.

Progressione aritmetica di ragione c (dove c ∈ R è una costante fissata):
(an)n con la proprietà an+1 − an = c per ogni n.

Si ha an = a0 + nc.

−7,−3, 1, 5, 9, 13, 17, . . .
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Alcune successioni importanti.

Progressione aritmetica di ragione c (dove c ∈ R è una costante fissata):
(an)n con la proprietà an+1 − an = c per ogni n.

Si ha an = a0 + nc.

−7,−3, 1, 5, 9, 13, 17, . . .
(Progressione aritmetica di ragione c = 4).
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Alcune successioni importanti.

Progressione aritmetica di ragione c (dove c ∈ R è una costante fissata):
(an)n con la proprietà an+1 − an = c per ogni n.

Si ha an = a0 + nc.

−7,−3, 1, 5, 9, 13, 17, . . .
(Progressione aritmetica di ragione c = 4).

Progressione geometrica di ragione c (dove c ∈ R è una costante fissata):

(an)n con la proprietà
an+1

an
= c per ogni n.
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Alcune successioni importanti.
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Si ha an = a0 c
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Alcune successioni importanti.

Progressione aritmetica di ragione c (dove c ∈ R è una costante fissata):
(an)n con la proprietà an+1 − an = c per ogni n.

Si ha an = a0 + nc.

−7,−3, 1, 5, 9, 13, 17, . . .
(Progressione aritmetica di ragione c = 4).

Progressione geometrica di ragione c (dove c ∈ R è una costante fissata):

(an)n con la proprietà
an+1

an
= c per ogni n.

Si ha an = a0 c
n.

8, 4, 2, 1, 1
2,

1
4,

1
8,

1
16, . . .
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Alcune successioni importanti.

Progressione aritmetica di ragione c (dove c ∈ R è una costante fissata):
(an)n con la proprietà an+1 − an = c per ogni n.

Si ha an = a0 + nc.

−7,−3, 1, 5, 9, 13, 17, . . .
(Progressione aritmetica di ragione c = 4).

Progressione geometrica di ragione c (dove c ∈ R è una costante fissata):

(an)n con la proprietà
an+1

an
= c per ogni n.

Si ha an = a0 c
n.

8, 4, 2, 1, 1
2,

1
4,

1
8,

1
16, . . .

(Progressione geometrica di ragione c = 1
2).
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Alcune successioni importanti.

Progressione aritmetica di ragione c (dove c ∈ R è una costante fissata):
(an)n con la proprietà an+1 − an = c per ogni n.

Si ha an = a0 + nc.

−7,−3, 1, 5, 9, 13, 17, . . .
(Progressione aritmetica di ragione c = 4).

Progressione geometrica di ragione c (dove c ∈ R è una costante fissata):

(an)n con la proprietà
an+1

an
= c per ogni n.

Si ha an = a0 c
n.

8, 4, 2, 1, 1
2,

1
4,

1
8,

1
16, . . .

(Progressione geometrica di ragione c = 1
2).

Successione di Fibonacci: x0 = 1, x1 = 1, xn+2 = xn + xn+1.
1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, 144, . . .
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Il grafico di una funzione.

• Diremo grafico di una funzione f : A → B il sottoinsieme Γ del prodotto cartesiano
A×B definito da

Γ = {
(
a, f (a)

)
∈ A×B : a ∈ A}
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Il grafico di una funzione.

• Diremo grafico di una funzione f : A → B il sottoinsieme Γ del prodotto cartesiano
A×B definito da

Γ = {
(
a, f (a)

)
∈ A×B : a ∈ A}

Esempio di grafici della funzione identica di R e di una funzione costante.
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Il grafico di una funzione.

• Diremo grafico di una funzione f : A → B il sottoinsieme Γ del prodotto cartesiano
A×B definito da

Γ = {
(
a, f (a)

)
∈ A×B : a ∈ A}

Esempio di grafici della funzione identica di R e di una funzione costante.
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Eempi: dei due diagrammi che seguono, uno è un grafico e uno non lo è.
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Il grafico di una funzione.

• Diremo grafico di una funzione f : A → B il sottoinsieme Γ del prodotto cartesiano
A×B definito da

Γ = {
(
a, f (a)

)
∈ A×B : a ∈ A}

Esempio di grafici della funzione identica di R e di una funzione costante.
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Eempi: dei due diagrammi che seguono, uno è un grafico e uno non lo è.

-3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6
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Il diagramma a sinistra non è un grafico, mentre quello a destra lo è.
23



/ .
• Diremo immagine di f : A→ B l’insieme Im(f ) = f (A) dei valori assunti da f :

Im(f ) = {f (a) : a ∈ A} ⊆ B

Attenzione! Non è detto che Im(f ) coincida con B.
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• Diremo immagine di f : A→ B l’insieme Im(f ) = f (A) dei valori assunti da f :

Im(f ) = {f (a) : a ∈ A} ⊆ B

Attenzione! Non è detto che Im(f ) coincida con B.

Si osservi che Im(f ) è l’insieme degli elementi b ∈ B per cui l’equazione f (x) = b ammette
soluzioni x ∈ A.

-0,8 -0,4 0 0,4 0,8 1,2 1,6 2 2,4 2,8 3,2 3,6 4 4,4 4,8 5,2 5,6 6 6,4

-0,8

0,8

1,6

2,4

3,2

4

4,8

b1

b2

24



/ .
Ad esempio la funzione f : R → R definita da f (x) = x2 ha come insieme immagine
l’intervallo [0,+∞[.
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Ad esempio la funzione f : R → R definita da f (x) = x2 ha come insieme immagine
l’intervallo [0,+∞[.

Osserviamo che l’equazione x2 = b ha soluzione se e solo se b ∈ [0,+∞[.
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Ad esempio la funzione f : R → R definita da f (x) = x2 ha come insieme immagine
l’intervallo [0,+∞[.

Osserviamo che l’equazione x2 = b ha soluzione se e solo se b ∈ [0,+∞[.

Se b < 0 l’equazione x2 = b non ha soluzioni reali.
Se invece b > 0 l’equazione x2 = b ha due soluzioni −

√
b e
√
b.
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√b-√b
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Ad esempio la funzione f : R → R definita da f (x) = x2 ha come insieme immagine
l’intervallo [0,+∞[.

Osserviamo che l’equazione x2 = b ha soluzione se e solo se b ∈ [0,+∞[.

Se b < 0 l’equazione x2 = b non ha soluzioni reali.
Se invece b > 0 l’equazione x2 = b ha due soluzioni −

√
b e
√
b.

-4 -3,2 -2,4 -1,6 -0,8 0 0,8 1,6 2,4 3,2 4 4,8 5,6

-2

-1

1

2

3

b

√b-√b

Qual è l’immagine di una funzione costante f (x) = α?
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Ad esempio la funzione f : R → R definita da f (x) = x2 ha come insieme immagine
l’intervallo [0,+∞[.

Osserviamo che l’equazione x2 = b ha soluzione se e solo se b ∈ [0,+∞[.

Se b < 0 l’equazione x2 = b non ha soluzioni reali.
Se invece b > 0 l’equazione x2 = b ha due soluzioni −

√
b e
√
b.

-4 -3,2 -2,4 -1,6 -0,8 0 0,8 1,6 2,4 3,2 4 4,8 5,6

-2

-1

1

2

3

b

√b-√b

Qual è l’immagine di una funzione costante f (x) = α?

È l’insieme consituito dal solo elemento α: {α}.
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Esempio:

• volume della sfera f :]0,+∞[→ R;

f (x) = 4
3πx

3

Dominio: ]0,+∞[ (intervallo dei numeri reali positivi).

Codominio R insieme dei numeri reali.

Grafico:

0 0,5 1 1,5 2 2,5 3 3,5

-0,8

-0,4

0,4

0,8

1,2

1,6

2

2,4

Insieme immagine: ]0,+∞[

Si osservi che l’espressione 4
3πx

3 ha significato anche per x ≤ 0. Tuttavia noi vogliamo
un’espressione per calcolare il volume della sfera, quindi non ha significato conside-
rare un raggio negativo. Si tenga presente che una funzione non è la stessa cosa
dell’espressione analitica che la rappresenta.
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Esempio:

• elettrocardiogramma f : [0, T ]→ R;

non esiste una “formula” che descrive la funzione!

Dominio: [0, T ] (intervallo limitato di tempo; T è un tempo fissato).

Codominio R insieme dei numeri reali.

Grafico:

Insieme immagine: l’ampiezza massima raggiunta dalla pulsazione
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Esempio:
• tempo richiesto per effettuare gli esami f : {insieme di esami} → R;
non esiste una “formula” che descrive la funzione!
Dominio: l’insieme degli esami che stiamo prendendo in considerazione
Codominio R insieme dei numeri reali. Insieme immagine: {15, 20, 30, 45} ⊂ R.
Grafico:

Rx os e.v. TC Ric el RMEco

15’
20’

30’

45’

0’
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Proprietà fondamentali delle funzioni tra insiemi
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Proprietà fondamentali delle funzioni tra insiemi
• Una funzione f : A → B si dice suriettiva se l’immagine coincide con il codominio
Im(f ) = B.

Questo significa che l’equazione f (x) = b ha soluzione in A per ogni valore fissato b ∈ B
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Proprietà fondamentali delle funzioni tra insiemi
• Una funzione f : A → B si dice suriettiva se l’immagine coincide con il codominio
Im(f ) = B.

Questo significa che l’equazione f (x) = b ha soluzione in A per ogni valore fissato b ∈ B

• Una funzione f : A → B si dice iniettiva se per ogni a1, a2 appartenenti a A vale
l’implicazione

f (a1) = f (a2) −→ a1 = a2

Questo significa che se l’equazione f (x) = b ha soluzione in A, allora questa è unica (non
ci possono essere due soluzioni!)
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• Una funzione f : A→ B si dice biiettiva se è iniettiva e suriettiva.

Questo significa che l’equazione f (x) = b ha sempre una e una sola soluzione in A per
ogni valore fissato b ∈ B
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• Una funzione f : A→ B si dice biiettiva se è iniettiva e suriettiva.

Questo significa che l’equazione f (x) = b ha sempre una e una sola soluzione in A per
ogni valore fissato b ∈ B
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L’esempio a sinistra mostra il grafico di una funzione suriettiva su R ma non iniettiva,
quello al centro di una funzione iniettiva ma non suriettiva su R, quello a destra di una
funzione biiettiva.
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Esempi:
la funzione volume della sfera f :]0,+∞[→ R è iniettiva ma non suriettiva.
Infatti, è iniettiva perché

4

3
πx3

1 =
4

3
πx3

2 −→ x1 = x2;

Ma non è suriettiva, ad esempio
−1 ∈ B ma non esiste alcun valore x ∈]0,+∞[ tale che f (x) = −1.
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Esempi:
la funzione volume della sfera f :]0,+∞[→ R è iniettiva ma non suriettiva.
Infatti, è iniettiva perché

4

3
πx3

1 =
4

3
πx3

2 −→ x1 = x2;

Ma non è suriettiva, ad esempio
−1 ∈ B ma non esiste alcun valore x ∈]0,+∞[ tale che f (x) = −1.

Si osservi che però che la funzione f :]0,+∞[→]0,+∞[ (ho modificato il codominio!) è

suriettiva, infatti per ogni b ∈]0,+∞[ l’equazione f (x) = b ha la soluzione 3
√

3b
4π ∈ A.

Pertanto, essendo anche iniettiva, questa funzione è biiettiva.
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Esempi:
la funzione volume della sfera f :]0,+∞[→ R è iniettiva ma non suriettiva.
Infatti, è iniettiva perché

4

3
πx3

1 =
4

3
πx3

2 −→ x1 = x2;

Ma non è suriettiva, ad esempio
−1 ∈ B ma non esiste alcun valore x ∈]0,+∞[ tale che f (x) = −1.

Si osservi che però che la funzione f :]0,+∞[→]0,+∞[ (ho modificato il codominio!) è

suriettiva, infatti per ogni b ∈]0,+∞[ l’equazione f (x) = b ha la soluzione 3
√

3b
4π ∈ A.

Pertanto, essendo anche iniettiva, questa funzione è biiettiva.

La funzione “elettrocardiogramma” non è né suriettiva, né iniettiva.
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Esempi:
la funzione volume della sfera f :]0,+∞[→ R è iniettiva ma non suriettiva.
Infatti, è iniettiva perché

4

3
πx3

1 =
4

3
πx3

2 −→ x1 = x2;

Ma non è suriettiva, ad esempio
−1 ∈ B ma non esiste alcun valore x ∈]0,+∞[ tale che f (x) = −1.

Si osservi che però che la funzione f :]0,+∞[→]0,+∞[ (ho modificato il codominio!) è

suriettiva, infatti per ogni b ∈]0,+∞[ l’equazione f (x) = b ha la soluzione 3
√

3b
4π ∈ A.

Pertanto, essendo anche iniettiva, questa funzione è biiettiva.

La funzione “elettrocardiogramma” non è né suriettiva, né iniettiva.

La funzione “tempo richiesto per effettuare gli esami” non è né suriettiva, né iniettiva.

31



/ .
• Sia f : A→ B una funzione; si dice funzione inversa di f una funzione g : B → A cos̀ı
definita:

g(y) = x se e solo se f (x) = y

Una funzione si dice invertibile se è definita la sua funzione inversa.
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• Sia f : A→ B una funzione; si dice funzione inversa di f una funzione g : B → A cos̀ı
definita:

g(y) = x se e solo se f (x) = y

Una funzione si dice invertibile se è definita la sua funzione inversa.

Si osservi che il dominio di f è il codominio di g e il codominio di f è il dominio di g.
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Non è sempre possibile definire una funzione inversa. Infatti una funzione è invertibile
se e soltanto se è biettiva.

Dimostrazione. Supponiamo che la funzione f sia biiettiva. Vogliamo dimostrare che
è invertibile, cioè esiste una funzione g : B → A tale che g(b) = a se e solo se f (a) = b.
Poiché la funzione f è biiettiva, per ogni b ∈ B esiste sempre uno ed un solo elemento
a ∈ A tale che f (a) = b. Si può allora definire g(b) = a dove a è l’unica soluzione
dell’equazione f (x) = b.

Viceversa, supponiamo che la funzione sia invertibile. Proviamo che è suriettiva: per
ogni elemento b ∈ B esiste un elemento a ∈ A tale che f (a) = b, a è proprio l’elemento
g(b). Proviamo che è iniettiva: sia b = f (x1) = f (x2); l’elemento g(b) è definito come
l’unico elemento a ∈ A tale che f (a) = b, quindi a = x1 = x2.
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Talvolta la funzione inversa della funzione f viene indicata con il simbolo f−1.
Attenzione a non confondere la funzione inversa con la funzione reciproca, che è una
cosa completamente diversa!
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Talvolta la funzione inversa della funzione f viene indicata con il simbolo f−1.
Attenzione a non confondere la funzione inversa con la funzione reciproca, che è una
cosa completamente diversa!

Esempi di funzioni inverse:
f : R→ R: f (x) = 3x + 2

y = 3x + 2 =⇒ 3x = y − 2 =⇒ x =
y − 2

3

f−1(y) = y−2
3

Si noti che non cè nulla di sbagliato nello scrivere f−1(x) = x−2
3 .
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f (x) = 2x

2x = y =⇒ x = log2(y)
f−1(x) = log2(x)
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f (x) = x3

x3 = y =⇒ x = 3
√
y

f−1(x) = 3
√
x
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f (x) = 2x

2x = y =⇒ x = log2(y)
f−1(x) = log2(x)
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f (x) = x3

x3 = y =⇒ x = 3
√
y

f−1(x) = 3
√
x

Sia f una funzione invertibile reale di variabile reale. Si osserva che il grafico della
funzione inversa di f è simmetrico al grafico della funzione f rispetto alla bisettrice
del primo e terzo quadrante.
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Esempio: le permutazioni.

Sia A un insieme finito, con n elementi.

Una funzione biiettiva f : {1, 2, 3, . . . , n} → A si dice una permutazione.
Una permutazione è quindi un ordinamento dell’insieme A.
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Esempio: le permutazioni.

Sia A un insieme finito, con n elementi.

Una funzione biiettiva f : {1, 2, 3, . . . , n} → A si dice una permutazione.
Una permutazione è quindi un ordinamento dell’insieme A.
Un insieme di due elementi ha soltanto due permutazioni: A = {a, b}.
ab, ba.
Un insieme con tre elementi ha 6 permutazioni: A = {a, b, c}.
abc, acb, bac, bca, cab, cba
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ab, ba.
Un insieme con tre elementi ha 6 permutazioni: A = {a, b, c}.
abc, acb, bac, bca, cab, cba

Un insieme con quattro elementi ha 24 permutazioni: A = {a, b, c, d}
abcd, abdc, acbd, acdb, adbc, adcb
bacd, badc, bcad, bcda, bdac, bdca
cabd, cadb, cbad, cbda, cdab, cdba
dabc, dacb, dbac, dbca, dcab, dcba.
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ab, ba.
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abc, acb, bac, bca, cab, cba

Un insieme con quattro elementi ha 24 permutazioni: A = {a, b, c, d}
abcd, abdc, acbd, acdb, adbc, adcb
bacd, badc, bcad, bcda, bdac, bdca
cabd, cadb, cbad, cbda, cdab, cdba
dabc, dacb, dbac, dbca, dcab, dcba.

Quante sono le permutazioni su un insieme di n elementi?
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Esempio: le permutazioni.

Sia A un insieme finito, con n elementi.

Una funzione biiettiva f : {1, 2, 3, . . . , n} → A si dice una permutazione.
Una permutazione è quindi un ordinamento dell’insieme A.
Un insieme di due elementi ha soltanto due permutazioni: A = {a, b}.
ab, ba.
Un insieme con tre elementi ha 6 permutazioni: A = {a, b, c}.
abc, acb, bac, bca, cab, cba

Un insieme con quattro elementi ha 24 permutazioni: A = {a, b, c, d}
abcd, abdc, acbd, acdb, adbc, adcb
bacd, badc, bcad, bcda, bdac, bdca
cabd, cadb, cbad, cbda, cdab, cdba
dabc, dacb, dbac, dbca, dcab, dcba.

Quante sono le permutazioni su un insieme di n elementi?
Sono n! (n fattoriale) dove n! = 1 · 2 · 3 · · · · · n
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Funzione composta
Siano f : A → B, g : B → C. Allora si può definire la funzione h composta di f con g
definita da h(x) = g

(
f (x)

)
(scriveremo h = g ◦ f : A→ C )

Esempio. A = {insieme di pazienti in attesa}, B = {insieme degli esami da effettuare},
C = R.
f : A→ B assegna ad ogni paziente l’esame che deve effettuare.
g : B → C assegna ad ogni esame il tempo necessario per effettuarlo.
h : A → C, h(a) = g

(
f (a)

)
assegna ad ogni paziente il tempo che impiegherà per fare

l’esame.
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/ .
Attenzione! La composizione di funzioni non è commutativa, cioè in generale

f ◦ g 6= g ◦ f !

Esempi:
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Attenzione! La composizione di funzioni non è commutativa, cioè in generale

f ◦ g 6= g ◦ f !

Esempi:

f (x) = sinx; g(x) = x3

(g ◦ f )(x) = g
(
f (x)

)
= g
(

sin(x)
)

=
(

sinx
)3

;

(f ◦ g)(x) = f
(
g(x)

)
= f

(
x3) = sin(x3)

38



/ .
Attenzione! La composizione di funzioni non è commutativa, cioè in generale

f ◦ g 6= g ◦ f !

Esempi:

f (x) = sinx; g(x) = x3

(g ◦ f )(x) = g
(
f (x)

)
= g
(

sin(x)
)

=
(

sinx
)3

;

(f ◦ g)(x) = f
(
g(x)

)
= f

(
x3) = sin(x3)

f (x) = 3
x−1; g(x) = log(x + 3)

(g ◦ f )(x) = g
(
f (x)

)
= g
( 3

x− 1

)
= log

( 3

x− 1
+ 3
)

= log
( 3x

x− 1

)
(f ◦ g)(x) = f

(
g(x)

)
= f

(
log(x + 3)

)
=

3

log(x + 3)− 1
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• Funzione identica e funzioni inverse.
Sia X un insieme qualsiasi non vuoto. Ricordiamo che la funzione 1X : X → X definita
da 1X(x) = x per ogni x ∈ X si dice funzione identica dell’insieme X.

La funzione identica è invertibile e la sua inversa è la funzione identica stessa.
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• Funzione identica e funzioni inverse.
Sia X un insieme qualsiasi non vuoto. Ricordiamo che la funzione 1X : X → X definita
da 1X(x) = x per ogni x ∈ X si dice funzione identica dell’insieme X.

La funzione identica è invertibile e la sua inversa è la funzione identica stessa.

Osserviamo che, se f : A→ B è una funzione invertibile, con inversa g : B → A, si ha
g ◦ f = 1A e f ◦ g = 1B.

Infatti g(f (a)) = a per ogni a ∈ A e f (g(b)) = b per ogni b ∈ B.
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Funzioni reali di variabile reale
f : A ⊆ R→ R

Le funzioni spesso sono utilizzate come “modelli matematici”; descrivono fenomeni
fisici, economici, sociali, ecc.
Alcune funzioni sono usate più spesso di altre. Quelle più importanti descrivono
fenomeni di tipo
• lineare

y = mx + q

• polinomiale

y =
1

2
mt2 + vt + y0

• esponenziale
y = 2x

• periodico o oscillante

y =

k∑
n=0

(
an cos(nx) + bnsen (nx)

)
40
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Una funzione particolare: il valore assoluto
Definiamo la funzione | · | : R→ R come segue
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Una funzione particolare: il valore assoluto
Definiamo la funzione | · | : R→ R come segue

|x| =

{
−x se x < 0;

x se x ≥ 0.
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Una funzione particolare: il valore assoluto
Definiamo la funzione | · | : R→ R come segue

|x| =

{
−x se x < 0;

x se x ≥ 0.

Si osservi che l’insieme immagine della funzione valore assoluto è [0,+∞[. La funzione
pertanto non è suriettiva. Inoltre non è nemmeno iniettiva, infatti, l’equazione
|x| = b ammette due soluzioni per ogni b > 0 (una soluzione per b = 0 e nessuna soluzione
per b < 0).
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La funzione |x| si può pensare come alla “distanza” del punto x dall’origine 0 sulla retta
reale.

Si osservi che l’insieme B(x0, r) = {x ∈ R : |x− x0| < r} rappresenta l’insieme dei numeri
reali che distano da x0 meno di r. Quindi B(x0, r) =]x0 − r, x0 + r[.
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La funzione |x| si può pensare come alla “distanza” del punto x dall’origine 0 sulla retta
reale.

Si osservi che l’insieme B(x0, r) = {x ∈ R : |x− x0| < r} rappresenta l’insieme dei numeri
reali che distano da x0 meno di r. Quindi B(x0, r) =]x0 − r, x0 + r[.

Ad esempio si ha B(−5, 14) = {x ∈ R : |x − (−5)| < 14} = {x ∈ R : |x + 5| < 14} =
= {x ∈ R : −14 < x + 5 < 14} = {x ∈ R : −19 < x < 9} = ]− 19, 9[.

-20 -17,5 -15 -12,5 -10 -7,5 -5 -2,5 0 2,5 5 7,5 10 12,5 15 17,5
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Alcune proprietà delle funzioni reali
• f : E ⊂ R→ R si dice crescente se per ogni x1, x2 appartenenti ad E vale l’implicazione
x1 < x2 −→ f (x1) ≤ f (x2)
(Se vale x1 < x2 −→ f (x1) < f (x2), la funzione f si dice strettamente crescente)
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• f : E ⊂ R→ R si dice decrescente se per ogni x1, x2 appartenenti ad E vale l’implicazione
x1 < x2 −→ f (x1) ≥ f (x2)
(Se vale x1 < x2 −→ f (x1) > f (x2), la funzione f si dice strettamente decrescente)
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• f : E ⊂ R→ R si dice decrescente se per ogni x1, x2 appartenenti ad E vale l’implicazione
x1 < x2 −→ f (x1) ≥ f (x2)
(Se vale x1 < x2 −→ f (x1) > f (x2), la funzione f si dice strettamente decrescente)

• f : E ⊂ R→ R si dice monotona se è crescente oppure decrescente.
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Esempio. La funzione f : R \ {0} → R, f (x) = 1

x è monotona?
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Esempio. La funzione f : R \ {0} → R, f (x) = 1

x è monotona?
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2

3

Non lo è. Infatti non è né crescente (f (1) > f (2)), nè decrescente (f (−1) < f (1)).

Invece sono decrescenti le funzioni f1 :]−∞, 0[→ R, f1(x) = 1
x, e f2 :]0,+∞[→ R, f2(x) = 1

x.
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• Sia E ⊂ R un insieme simmetrico rispetto all’origine, cioè tale che, se x ∈ E allora
anche −x ∈ E. Diremo allora che
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• Sia E ⊂ R un insieme simmetrico rispetto all’origine, cioè tale che, se x ∈ E allora
anche −x ∈ E. Diremo allora che

f : E ⊂ R→ R è pari se per ogni x ∈ E si ha f (−x) = f (x);
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• Sia E ⊂ R un insieme simmetrico rispetto all’origine, cioè tale che, se x ∈ E allora
anche −x ∈ E. Diremo allora che

f : E ⊂ R→ R è pari se per ogni x ∈ E si ha f (−x) = f (x);

f : E ⊂ R→ R è dispari se per ogni x ∈ E si ha f (−x) = −f (x).
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• Sia E ⊂ R un insieme simmetrico rispetto all’origine, cioè tale che, se x ∈ E allora
anche −x ∈ E. Diremo allora che

f : E ⊂ R→ R è pari se per ogni x ∈ E si ha f (−x) = f (x);

f : E ⊂ R→ R è dispari se per ogni x ∈ E si ha f (−x) = −f (x).
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• Sia E ⊂ R un insieme simmetrico rispetto all’origine, cioè tale che, se x ∈ E allora
anche −x ∈ E. Diremo allora che

f : E ⊂ R→ R è pari se per ogni x ∈ E si ha f (−x) = f (x);

f : E ⊂ R→ R è dispari se per ogni x ∈ E si ha f (−x) = −f (x).
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Sono possibili altre simmetrie, ad esempio
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Simmetria rispetto il punto (0, π2) e simmetria rispetto all’asse x = 3.
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• Sia T ∈ R, T > 0. f : E ⊂ R→ R si dice periodica di periodo T se per ogni x ∈ E si ha
x− T ∈ E, x + T ∈ E, f (x− T ) = f (x) = f (x + T ).
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• Sia T ∈ R, T > 0. f : E ⊂ R→ R si dice periodica di periodo T se per ogni x ∈ E si ha
x− T ∈ E, x + T ∈ E, f (x− T ) = f (x) = f (x + T ).
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Se T > 0 è periodo di f , per ogni naturale n ∈ N+ anche nT è periodo di f .
Infatti

f
(
x + (nT )

)
= f

(
(x + (n− 1)T + T

)
= f

(
x + (n− 1)T

)
= f

(
(x + (n− 2)T + T

)
= · · · = f (x)

Perciò i periodi di una funzione periodica sono infiniti. Per questo motivo, talvolta,
quando si parla di “periodo di una funzione” si intende il periodo minimo della fun-
zione.
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Esempio: la funzione parte decimale di un numero reale.

Sia x ∈ R. Si definisce
parte intera di x il numero [x] = max{n ∈ Z : x ≥ n},
parte decimale (mantissa) di x il numero (x) = x− [x].

Se scriviamo il numero x in forma decimale: x = n + 0, a1a2a3 . . . , n ∈ Z, si ha

[x] = n ; (x) = 0, a1a2a3 · · · ∈ [0, 1[.
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Esempio: la funzione parte decimale di un numero reale.

Sia x ∈ R. Si definisce
parte intera di x il numero [x] = max{n ∈ Z : x ≥ n},
parte decimale (mantissa) di x il numero (x) = x− [x].

Se scriviamo il numero x in forma decimale: x = n + 0, a1a2a3 . . . , n ∈ Z, si ha

[x] = n ; (x) = 0, a1a2a3 · · · ∈ [0, 1[.

La funzione parte intera è crescente (non strettamente); la funzione parte decimale è
periodica di periodo 1.
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Si osservi che [x] = x se e solo se x ∈ Z.
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Si osservi che [x] = x se e solo se x ∈ Z.

Esempio [9/4] =
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Si osservi che [x] = x se e solo se x ∈ Z.

Esempio [9/4] =

8 + 1

4
= 2 + 1/4.

[9/4] = 2;

(9/4) = 9/4− 2 = 1/4 = 0, 25.
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Si osservi che [x] = x se e solo se x ∈ Z.

Esempio [9/4] =

8 + 1

4
= 2 + 1/4.

[9/4] = 2;

(9/4) = 9/4− 2 = 1/4 = 0, 25.

Esempio [−27/5] =
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Si osservi che [x] = x se e solo se x ∈ Z.

Esempio [9/4] =

8 + 1

4
= 2 + 1/4.

[9/4] = 2;

(9/4) = 9/4− 2 = 1/4 = 0, 25.

Esempio [−27/5] =

−27/5 = −30− 3

5
= −6 + 3/5.

[−27/5] = −6;

(−27/5) = 3/5 = 0, 6.
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• f : E ⊂ R → R si dice superiormente limitata se esiste una costante K tale che
f (x) ≤ K per ogni x ∈ E; in questo caso, la più piccola di queste limitazioni superiori si
dice l’estremo superiore di f e si denota con sup f .
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Se f non è superiormente limitata si dice che sup f = +∞.
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• f si dice inferiormente limitata se esiste una costante K tale che f (x) ≥ K per ogni
x ∈ E; in questo caso, la più grande di queste limitazioni inferiori si dice l’estremo
inferiore di f e si denota con inf f .
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Se f non è inferiormente limitata si dice che inf f = −∞.

• f si dice limitata se è sia inferiormente limitata che superiormente limitata, cioè se
esiste una costante K tale che |f (x)| ≤ K per ogni x ∈ E.
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Ad esempio la funzione f (x) = x2− 1 è inferiormente limitata perché ad esempio si può
prendere K = −10 e si osserva che f (x) ≥ −10 per ogni x ∈ R; si ha inoltre inf f = −1.
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Ad esempio la funzione f (x) = x2− 1 è inferiormente limitata perché ad esempio si può
prendere K = −10 e si osserva che f (x) ≥ −10 per ogni x ∈ R; si ha inoltre inf f = −1.

Invece f è superiormente illimitata ( sup f = +∞); infatti qualunque sia K ∈ R, si
può trovare x ∈ R tale che x2 − 1 > K (basta prendere ad esempio x = |K| + 1, si ha
(|K| + 1)2 − 1 = K2 + 2|K| + 1− 1 ≥ K).
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Ad esempio la funzione f (x) = x2− 1 è inferiormente limitata perché ad esempio si può
prendere K = −10 e si osserva che f (x) ≥ −10 per ogni x ∈ R; si ha inoltre inf f = −1.

Invece f è superiormente illimitata ( sup f = +∞); infatti qualunque sia K ∈ R, si
può trovare x ∈ R tale che x2 − 1 > K (basta prendere ad esempio x = |K| + 1, si ha
(|K| + 1)2 − 1 = K2 + 2|K| + 1− 1 ≥ K).

Ad esempio la funzione f (x) = 1 − x2 è superiormente limitata con sup f = 1 ed è
inferiormente illimitata (inf f = −∞).
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Ad esempio la funzione f (x) = x2− 1 è inferiormente limitata perché ad esempio si può
prendere K = −10 e si osserva che f (x) ≥ −10 per ogni x ∈ R; si ha inoltre inf f = −1.

Invece f è superiormente illimitata ( sup f = +∞); infatti qualunque sia K ∈ R, si
può trovare x ∈ R tale che x2 − 1 > K (basta prendere ad esempio x = |K| + 1, si ha
(|K| + 1)2 − 1 = K2 + 2|K| + 1− 1 ≥ K).

Ad esempio la funzione f (x) = 1 − x2 è superiormente limitata con sup f = 1 ed è
inferiormente illimitata (inf f = −∞).

Esempi di funzioni limitate sono le funzioni senx, arctg (x), tutte le funzioni costanti.
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• Massimi e minimi di una funzione.
Se esiste x0 ∈ E tale che f (x) ≤ f (x0) per ogni x ∈ E, f (x0) si dice il massimo di f in E.
Il punto x0 si dice un punto di massimo.

Si noti che il massimo, se esiste, è sempre unico, mentre possono esistere infiniti punti
di massimo.

Ad esempio la funzione senx ha massimo 1 e tutti i punti π2 + 2kπ, con k ∈ Z, sono punti
di massimo.
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Si osservi che se esiste il massimo di f , la funzione f è superiormente limitata e si ha
sup f = max f .
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Si osservi che se esiste il massimo di f , la funzione f è superiormente limitata e si ha
sup f = max f .

Però può accadere che, pur essendo f superiormente limitata, non esiste il massimo di
f .

Ad esempio si ha
sup arctg (x) = π

2 ma la funzione non ha massimo perché arctg (x) < π
2 per ogni x ∈ R.
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Se esiste x0 ∈ E tale che f (x) ≥ f (x0) per ogni x ∈ E, f (x0) si dice il minimo di f in E.
Il punto x0 si dice un punto di minimo.

Si noti che il minimo, se esiste, è sempre unico, mentre possono esistere infiniti punti
di minimo.

Ad esempio la funzione sinx ha minimo −1 e tutti i punti 3π
2 +2kπ, con k ∈ Z, sono punti

di minimo.
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Se esiste x0 ∈ E tale che f (x) ≥ f (x0) per ogni x ∈ E, f (x0) si dice il minimo di f in E.
Il punto x0 si dice un punto di minimo.

Si noti che il minimo, se esiste, è sempre unico, mentre possono esistere infiniti punti
di minimo.

Ad esempio la funzione sinx ha minimo −1 e tutti i punti 3π
2 +2kπ, con k ∈ Z, sono punti

di minimo.

Anche in questo caso può accadere che, pur essendo f inferiormente limitata, non esista
il minimo di f .

Ad esempio si ha
inf arctg (x) = −π2 ma la funzione non ha minimo perché arctg (x) > −π2 per ogni x ∈ R.
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Operazioni tra funzioni
Funzioni reali di variabile reale si possono sommare e moltiplicare tra loro. La definizione
è puntuale, cioè, se f, g : E ⊆ R→ R,

(f + g)(x) = f (x) + g(x); (f · g)(x) = f (x) · g(x)

per ogni x ∈ E.
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Se f (x) 6= 0 per ogni x ∈ E si può definire la funzione reciproca di f : 1
f (x) = 1
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per ogni
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Se f (x) 6= 0 per ogni x ∈ E si può definire la funzione reciproca di f : 1
f (x) = 1

f (x)
per ogni

x ∈ E.

Attenzione! Non confondere la funzione reciproca con la funzione inversa! Per questo
motivo è consigliabile NON utilizzare il simbolo f−1(x) per indicare la funzione reci-
proca; infatti il simbolo f−1 di solito indica la funzione inversa.
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è puntuale, cioè, se f, g : E ⊆ R→ R,

(f + g)(x) = f (x) + g(x); (f · g)(x) = f (x) · g(x)

per ogni x ∈ E.

Se f (x) 6= 0 per ogni x ∈ E si può definire la funzione reciproca di f : 1
f (x) = 1

f (x)
per ogni

x ∈ E.

Attenzione! Non confondere la funzione reciproca con la funzione inversa! Per questo
motivo è consigliabile NON utilizzare il simbolo f−1(x) per indicare la funzione reci-
proca; infatti il simbolo f−1 di solito indica la funzione inversa.

Esempio: la funzione reciproca della funzione f (x) = x è la funzione 1
f (x) = 1

x. Mentre

la funzione inversa di f è f−1(x) = x.
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/ .
Qualche parola sulla funzione composta tra una funzione f : E ⊆ R→ R e una
funzione lineare.
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In molti casi è possibile individuare il comportamento di una funzione conoscendo le
proprietà di una funzione più semplice e studiando successivamente varie composizioni.
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funzione lineare.

In molti casi è possibile individuare il comportamento di una funzione conoscendo le
proprietà di una funzione più semplice e studiando successivamente varie composizioni.

Esempio importante: la densità di probabilità gaussiana:

f (x) =
1

σ
√

2π
e
−(x−µ)2

2σ2

σ > 0 varianza, µ valore atteso.

57



/ .
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proprietà di una funzione più semplice e studiando successivamente varie composizioni.

Esempio importante: la densità di probabilità gaussiana:

f (x) =
1

σ
√

2π
e
−(x−µ)2

2σ2

σ > 0 varianza, µ valore atteso.

Partiamo dalla funzione g(x) = e−x
2

il cui grafico dovrebbe essere noto.
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Qualche parola sulla funzione composta tra una funzione f : E ⊆ R→ R e una
funzione lineare.

In molti casi è possibile individuare il comportamento di una funzione conoscendo le
proprietà di una funzione più semplice e studiando successivamente varie composizioni.

Esempio importante: la densità di probabilità gaussiana:

f (x) =
1

σ
√

2π
e
−(x−µ)2

2σ2

σ > 0 varianza, µ valore atteso.

Partiamo dalla funzione g(x) = e−x
2

il cui grafico dovrebbe essere noto.

Consideriamo poi successivamente le funzioni g1(x) = g
( x√

2σ

)
= e
− x2

2σ2

g2(x) = g1(x− µ) = e
−(x−µ)2

2σ2 ; g3(x) = 1
σ
√

2π
· g2(x) = f (x).
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σ = 1

2; µ = 1.

g(x) = e−x
2

(grafico blu); g1(x) = g
(√

2 · x
)

(grafico celestino);

g2(x) = g1(x− 1); (grafico giallo) g3(x) =
√

2
π · g2(x) = f (x) (grafico rosso).
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Sia f : E ⊂ R→ R, a ∈ R, a > 0.

• Traslazioni.

f1(x) = f (x− a); f1 è definita sull’insieme {x− a : x ∈ E}.
Il grafico di f1 corrisponde ad una traslazione a destra del grafico di f .

f2(x) = f (x + a); f2 è definita sull’insieme {x + a : x ∈ E}.
Il grafico di f2 corrisponde ad una traslazione a sinistra del grafico di f .

f3(x) = f (x) + a; f3 è definita sull’insieme E.
Il grafico di f3 corrisponde ad una traslazione in alto del grafico di f .

f4(x) = f (x)−a, f4 è definita sull’insieme E. Il grafico di f4 corrisponde ad una traslazione
in basso del grafico di f .
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• Riflessioni.

f5(x) = −f (x);
f5 è definita sull’insieme E.
Il grafico di f5 è simmetrico rispetto all’asse x (delle ascisse) del grafico di f .

f6(x) = f (−x); f6 è definita sull’insieme {x : −x ∈ E}.
Il grafico di f6 è simmetrico rispetto all’asse y (delle ordinate) del grafico di f .
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• Dilatazioni e contrazioni.

f7(x) = f (ax); f7 è definita sull’insieme {xa : x ∈ E}.
Il grafico di f7 corrisponde a una dilatazione (se 0 < a < 1) o a una contrazione (se
a > 1) nella direzione dell’asse x (delle ascisse) del grafico di f .

f8(x) = af (x); f8 è definita sull’insieme E.
Il grafico di f8 corrisponde a una contrazione (se 0 < a < 1) o a una dilatazione (se
a > 1) nella direzione dell’asse y (delle ordinate) del grafico di f .
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• Composizioni con il valore assoluto.

f9(x) = |f (x)|; f9 è definita sull’insieme E.
Il grafico di f9 è uguale a quello di f dove i valori di f sono positivi, viene rovesciato
rispetto all’asse x (delle ascisse) dove i valori di f sono negativi.

f10(x) = f (|x|); f10 è definita sull’insieme {x : |x| ∈ E}.
Il grafico di f10 è uguale a quello di f dove x ≥ 0, dove x < 0 si può ottenere rovesciando
rispetto all’asse y (delle ordinate) il grafico della parte dove x ≥ 0.

• Funzioni periodiche.

Sia f : E ⊂ R → R una funzione periodica di periodo T > 0. Sia a ∈ R, a > 0. Allora la
funzione g(x) = f (ax) è periodica di periodo T

a .

Infatti, posto Eg = {ua : u ∈ E}, si ha g : Eg → R. Sia x ∈ Eg, esiste allora u ∈ E tale che

x = u
a; per ipotesi u± T ∈ E e quindi si ha x± T

a = u
a ±

T
a = u±T

a ∈ Eg. Inoltre

g
(
x± T

a

)
= f

(
a
(
x± T

a

))
= f

(
ax± T

)
= f (ax) = g(x).
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Funzioni elementari
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Funzioni “lineari”
(ATTENZIONE: In matematica (in particolare in algebra lineare) il termine “funzione
lineare” ha un significato un po’ diverso, noi qui consideriamo lineare una funzione che
ha come grafico una retta)
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• funzioni lineari: f (x) = mx + q
m è il coefficiente angolare della retta.
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ha come grafico una retta)

• funzioni lineari: f (x) = mx + q
m è il coefficiente angolare della retta.

Consideriamo il caso particolare in cui x = n ∈ N e poniamo

an = f (n) = m · n + q.
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Funzioni “lineari”
(ATTENZIONE: In matematica (in particolare in algebra lineare) il termine “funzione
lineare” ha un significato un po’ diverso, noi qui consideriamo lineare una funzione che
ha come grafico una retta)

• funzioni lineari: f (x) = mx + q
m è il coefficiente angolare della retta.

Consideriamo il caso particolare in cui x = n ∈ N e poniamo

an = f (n) = m · n + q.

Osserviamo che per ogni n si ha

an+1 − an = m · (n + 1) + q −
(
m · n + q

)
= m.

Cosa ci ricorda?
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an
)
n è una progressione aritmetica di ragione m.
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Funzioni elementari

Funzioni “lineari”
(ATTENZIONE: In matematica (in particolare in algebra lineare) il termine “funzione
lineare” ha un significato un po’ diverso, noi qui consideriamo lineare una funzione che
ha come grafico una retta)

• funzioni lineari: f (x) = mx + q
m è il coefficiente angolare della retta.

Consideriamo il caso particolare in cui x = n ∈ N e poniamo

an = f (n) = m · n + q.

Osserviamo che per ogni n si ha

an+1 − an = m · (n + 1) + q −
(
m · n + q

)
= m.

Cosa ci ricorda?
La successione

(
an
)
n è una progressione aritmetica di ragione m.

Quindi la progressione aritmetica descrive una crescita (o decrescita) “lineare”.
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f (x) = mx + q
Il grafico è una retta nel piano.
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f (x) = mx + q
Il grafico è una retta nel piano.

Problema: scrivere l’equazione della retta passante per i due punti (x1, y1) e (x2, y2).
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f (x) = mx + q
Il grafico è una retta nel piano.

Problema: scrivere l’equazione della retta passante per i due punti (x1, y1) e (x2, y2).{
y1 = mx1 + q;

y2 = mx2 + q
⇒ y1 − y2 = m

(
x1 − x2

)
quindi m = y1−y2

x1−x2
e

q = y1 −mx1 = y1 − y1−y2
x1−x2

x1 = x1y1−x2y1−x1y1+x1y2
x1−x2

= x1y2−x2y1
x1−x2

f (x) =
y1 − y2

x1 − x2
x +

x1y2 − x2y1

x1 − x2
.
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Osservazione: qualunque siano i due punti della retta si ha sempre m = y1−y2

x1−x2
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Osservazione: qualunque siano i due punti della retta si ha sempre m = y1−y2

x1−x2

Questo numero rappresenta la pendenza della retta.

65



/ .
Osservazione: qualunque siano i due punti della retta si ha sempre m = y1−y2

x1−x2

Questo numero rappresenta la pendenza della retta.

In particolare la funzione è crescente se e solo se m > 0 ed è decrescente se e solo se
m < 0.
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Osservazione: qualunque siano i due punti della retta si ha sempre m = y1−y2

x1−x2

Questo numero rappresenta la pendenza della retta.

In particolare la funzione è crescente se e solo se m > 0 ed è decrescente se e solo se
m < 0.

-15 -10 -5 0 5 10 15 20

-10

-5

5

10

Se m = 0 la funzione è costante: f (x) = q.

q = f (0) è l’intercetta della retta sull’asse delle ordinate.

65



/ .
Il grafico di una funzione lineare f (x) = mx + q è l’insieme{

(x, y) ∈ R2 : x ∈ R, y = mx + q
}

L’espressione y = mx + q si dice equazione della retta (in forma esplicita).
In generale, si dice equazione della retta in forma cartesiana l’espressione

ax + by + c = 0,

con a, b, c ∈ R, a, b non entrambi nulli.
La retta è l’insieme {(x, y) ∈ R2 : ax + by + c = 0}.
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Il grafico di una funzione lineare f (x) = mx + q è l’insieme{

(x, y) ∈ R2 : x ∈ R, y = mx + q
}

L’espressione y = mx + q si dice equazione della retta (in forma esplicita).
In generale, si dice equazione della retta in forma cartesiana l’espressione

ax + by + c = 0,

con a, b, c ∈ R, a, b non entrambi nulli.
La retta è l’insieme {(x, y) ∈ R2 : ax + by + c = 0}.
Si osservi che, se b 6= 0, si può scrivere

ax + by + c = 0⇒ y = −a
b
x− c

b

e quindi y = mx + q con m = −ab e q = −cb.
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Il grafico di una funzione lineare f (x) = mx + q è l’insieme{

(x, y) ∈ R2 : x ∈ R, y = mx + q
}

L’espressione y = mx + q si dice equazione della retta (in forma esplicita).
In generale, si dice equazione della retta in forma cartesiana l’espressione

ax + by + c = 0,

con a, b, c ∈ R, a, b non entrambi nulli.
La retta è l’insieme {(x, y) ∈ R2 : ax + by + c = 0}.
Si osservi che, se b 6= 0, si può scrivere

ax + by + c = 0⇒ y = −a
b
x− c

b

e quindi y = mx + q con m = −ab e q = −cb.
Se b = 0, la retta ha equazione ax + c = 0, cioè x = −ca, e quindi la retta è “verticale”,
parallela all’asse delle ordinate. Una tale retta non soddisfa la condizione per essere il
grafico di una funzione.
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/ .
Funzioni potenza.
• Definizione di potenza di base reale e esponente naturale:
x1 = x; xn = x · xn−1 per n > 1.

67



/ .
Funzioni potenza.
• Definizione di potenza di base reale e esponente naturale:
x1 = x; xn = x · xn−1 per n > 1.

• Proprietà algebriche delle potenze:

67



/ .
Funzioni potenza.
• Definizione di potenza di base reale e esponente naturale:
x1 = x; xn = x · xn−1 per n > 1.
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Funzioni potenza.
• Definizione di potenza di base reale e esponente naturale:
x1 = x; xn = x · xn−1 per n > 1.

• Proprietà algebriche delle potenze:
Per ogni x, y ∈ R e per ogni n,m ∈ N+,

xn+m = xn · xm

(xn)m = xn·m

(xy)n = xn · yn
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• Proprietà analitiche delle potenze e radici:
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• Proprietà analitiche delle potenze e radici:
Se n è dispari la funzione f : R → R definita da f (x) = xn è strettamente crescente,
dispari, biiettiva.

-1,5 -1 -0,5 0 0,5 1 1,5 2 2,5 3

-0,5

0,5

1

1,5

La funzione pertanto è invertibile; la sua funzione inversa f−1 : R→ R si dice la radice
n−esima:

n
√
y = x se e solo se xn = y.
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Grafici di 3

√
x, 5
√
x, 7
√
x, 9
√
x
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0,8

1,6

2,4
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Se n è pari la funzione f : R → R definita da f (x) = xn è pari, non è monotona, non è
suriettiva, non è iniettiva.
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La funzione pertanto non è invertibile.
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Se n è pari la funzione f : R → R definita da f (x) = xn è pari, non è monotona, non è
suriettiva, non è iniettiva.
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La funzione pertanto non è invertibile.

Tuttavia, per ogni y ∈ R, y ≥ 0, esiste uno ed un solo x ∈ R, x ≥ 0, tale che xn = y.
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Se n è pari la funzione f : R → R definita da f (x) = xn è pari, non è monotona, non è
suriettiva, non è iniettiva.
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1,6
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La funzione pertanto non è invertibile.

Tuttavia, per ogni y ∈ R, y ≥ 0, esiste uno ed un solo x ∈ R, x ≥ 0, tale che xn = y.

Tale numero x si dirà la radice n−esima di y.
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Se y ≥ 0 diremo radice n−esima di y l’unico numero maggiore o uguale a zero x tale
che xn = y.
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Se y ≥ 0 diremo radice n−esima di y l’unico numero maggiore o uguale a zero x tale
che xn = y.

La radice n−esima è la funzione inversa della funzione f : [0,+∞[→ [0,+∞[ definita da
f (x) = xn.

n pari: y ≥ 0, n
√
y = x se e solo se x ≥ 0, xn = y.

-1 0 1 2 3 4 5 6 7 8

-1,6

-0,8

0,8

1,6

2,4

3,2
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Attenzione!

√
x è sempre un numero positivo (o nullo).

Quindi è errato scrivere ad esempio
√

4 = ±2.

Invece è corretto scrivere che le soluzioni dell’equazione x2 = 4 sono ±
√

4 = ±2.
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Invece è corretto scrivere che le soluzioni dell’equazione x2 = 4 sono ±
√

4 = ±2.

• Potenze di esponente intero.

Sia x 6= 0. Si pone per definizione x−1 = 1
x.
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Attenzione!

√
x è sempre un numero positivo (o nullo).

Quindi è errato scrivere ad esempio
√

4 = ±2.

Invece è corretto scrivere che le soluzioni dell’equazione x2 = 4 sono ±
√

4 = ±2.

• Potenze di esponente intero.

Sia x 6= 0. Si pone per definizione x−1 = 1
x.

Sia x 6= 0 e n ∈ N+. Si pone per definizione

x−n =
(
xn
)−1

=
(
x−1)n =

1

xn
=
(1

x

)n
.

72



/ .
• Potenze di esponente razionale.
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• Potenze di esponente razionale.

Sia x 6= 0. Si pone per definizione x0 = 1.

Attenzione! Non è definita la potenza 00.
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Attenzione! Non è definita la potenza 00.

Sia x > 0 e n ∈ N+. Definiamo

x
1
n = n
√
x
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• Potenze di esponente razionale.

Sia x 6= 0. Si pone per definizione x0 = 1.

Attenzione! Non è definita la potenza 00.

Sia x > 0 e n ∈ N+. Definiamo

x
1
n = n
√
x

Si osservi che
(
x

1
n
)n

=
(
xn
)1
n = x.

Sia x > 0, mn ∈ Q+, si pone allora

x
m
n =

(
x

1
n
)m

=
(
xm
)1
n
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• Potenze di esponente razionale.

Sia x 6= 0. Si pone per definizione x0 = 1.

Attenzione! Non è definita la potenza 00.

Sia x > 0 e n ∈ N+. Definiamo

x
1
n = n
√
x

Si osservi che
(
x

1
n
)n

=
(
xn
)1
n = x.

Sia x > 0, mn ∈ Q+, si pone allora

x
m
n =

(
x

1
n
)m

=
(
xm
)1
n

Sia x > 0, mn ∈ Q+, si pone allora

x−
m
n =

1

x
m
n

=

(
1

x

)m
n
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Abbiamo pertanto definito, per ogni numero razionale α = m

n , la funzione f :]0,+∞[→ R,
potenza di esponente α, definita da

f (x) = xα = x
m
n .
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Abbiamo pertanto definito, per ogni numero razionale α = m

n , la funzione f :]0,+∞[→ R,
potenza di esponente α, definita da

f (x) = xα = x
m
n .

Si noti che α potrebbe essere rappresentato da una frazione equivalente, del tipo α = km
kn ,

con k ∈ Z \ {0}.
La definizione però ha significato perché

x
km
kn =

(
x

1
kn
)km

=
[([

x
1
n
]1
k

)k]m
=
(
x

1
n
)m

= x
m
n .
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Anche per le potenze di esponente razionale valgono le proprietà algebriche sopra
descritte per le potenze di esponente naturale.

Per ogni x, y ∈]0,+∞[ e per ogni α, β ∈ Q,
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descritte per le potenze di esponente naturale.

Per ogni x, y ∈]0,+∞[ e per ogni α, β ∈ Q,

xα+β = xα · xβ

(xα)β = xα·β

75



/ .
Anche per le potenze di esponente razionale valgono le proprietà algebriche sopra
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Anche per le potenze di esponente razionale valgono le proprietà algebriche sopra
descritte per le potenze di esponente naturale.

Per ogni x, y ∈]0,+∞[ e per ogni α, β ∈ Q,

xα+β = xα · xβ

(xα)β = xα·β

(xy)α = xα · yα

Attenzione! Le potenze di esponente razionale sono generalmente definite soltanto per
x > 0, anche se in alcuni casi avrebbe un significato anche considerare una base negativa

o nulla. Per questo motivo, ad esempio, le funzioni x
1
3 e 3
√
x devono essere considerate

diverse, in quanto la prima è definita su ]0,+∞[, mentre la seconda è definita su R.
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I grafici sopra sono relativi alle funzioni xα con α ∈
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.

Sapete associare i colori ai valori di α?
Azzurro:
Giallino:
Rosso:
Verde - celestino:
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Funzioni razionali.
Una funzione razionale intera è una funzione polinomiale, del tipo

p(x) = anx
n + an−1x

n−1 + · · · + a1x + a0; ai ∈ R, an 6= 0

n è il grado della funzione.
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Funzioni razionali.
Una funzione razionale intera è una funzione polinomiale, del tipo

p(x) = anx
n + an−1x

n−1 + · · · + a1x + a0; ai ∈ R, an 6= 0

n è il grado della funzione.

Una funzione razionale è una funzione del tipo f (x) =
p(x)
q(x)

, con p, q funzioni razionali

intere.

Il dominio della funzione f è l’insieme di tutti i numeri reali ad esclusione degli zeri
del polinomio q: D = {x ∈ R : q(x) 6= 0}.
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/ .
Fenomeni di crescita e decadimento: funzioni esponenziali e logaritmiche.

Un’epidemia è in atto. Ogni giorno una persona contagiata infetta due persone. Se al
primo giorno abbiamo 5 infetti, quante persone saranno infette dopo 10 giorni?
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Fenomeni di crescita e decadimento: funzioni esponenziali e logaritmiche.

Un’epidemia è in atto. Ogni giorno una persona contagiata infetta due persone. Se al
primo giorno abbiamo 5 infetti, quante persone saranno infette dopo 10 giorni?

I(n) = numero infetti al giorno n.
Primo giorno: I(1) = 5
Secondo giorno: I(2) = 5 + 5 · 2 = 5 · 3 = 15
Terzo giorno: I(3) = 15 + 15 · 2 = 15 · 3 = 5 · 32 = 45
Quarto giorno: I(4) = 45 + 45 · 2 = 45 · 3 = 5 · 33

Decimo giorno: I(10) = 5 · 39 = 98415.

Osserviamo che per ogni n si ha
I(n + 1)

I(n)
= 3.

Cosa ci ricorda?
La successione

(
I(n)

)
n è una progressione geometrica di ragione 3 e I(n) = 5 · 3n−1.

Ora però vogliamo conoscere l’andamento della crescita ad ogni istante, dovremo cal-
colare 3t per ogni t ∈ R. Si ottiene cos̀ı la funzione esponenziale at di base a = 3.
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Il tempo di dimezzamento dello stronzio-90 è di 25 anni. La massa iniziale è di 24 mg.
A quanto ammonta la sua massa al tempo t?
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Il tempo di dimezzamento dello stronzio-90 è di 25 anni. La massa iniziale è di 24 mg.
A quanto ammonta la sua massa al tempo t?
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2
· 24 = 12; m(50) =
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2

)3
·m(0) = 3; m(k · 25) =
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)k
·m(0)

Possiamo calcolare m(t)?
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)k·25
·m(0).

Si ottiene cos̀ı la funzione m(t) =
(

2−
1
25

)t
·m(0).

Anche in questo caso abbiamo a che fare con un fenomeno di tipo esponenziale del tipo
at.

Ora però la base è a = 2−
1
25 < 1, si ha quindi una decrescita esponenziale.
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• Funzioni esponenziali.

Sia a > 0, si può definire la funzione f : R→ R, f (x) = ax, estendendo in modo opportuno
la nozione di potenza anche agli esponenti reali non razionali.
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• Funzioni esponenziali.

Sia a > 0, si può definire la funzione f : R→ R, f (x) = ax, estendendo in modo opportuno
la nozione di potenza anche agli esponenti reali non razionali.

Per ogni a > 0 la funzione esponenziale ax assume sempre valori strettamente positivi.
Inoltre è strettamente crescente se a > 1, è costante se a = 1, è strettamente decrescente
se 0 < a < 1. Si osservi che a0 = 1 per ogni a > 0.

-4 -3,2 -2,4 -1,6 -0,8 0 0,8 1,6 2,4 3,2 4 4,8

-1,6

-0,8

0,8

1,6

2,4

3,2

4

4,8

L’insieme immagine dell’esponenziale è Im(f ) =]0,+∞[, per ogni a > 0, tranne nel caso
banale in cui a = 1 (in questo caso Im(f ) = {1}).
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Si osservi che

(
a−1
)x

= a−x. Quindi, il grafico della funzione esponenziale ax è simme-

trico rispetto all’asse delle ordinate y del grafico della funzione esponenziale
(
a−1
)x

.
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Esiste un numero irrazionale, detto numero di Nepero e indicato con la lettera e
(2 < e < 3) particolarmente importante per le funzioni esponenziali.
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Esiste un numero irrazionale, detto numero di Nepero e indicato con la lettera e
(2 < e < 3) particolarmente importante per le funzioni esponenziali.

Nel caso a = e la retta tangente il grafico della funzione esponenziale f (x) = ex nel punto
(0, 1) ha coefficiente angolare m = 1 (la sua equazione è y = 1 + x).
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• Confronti asintotici.
Supponiamo a > 0. Interpretiamo l’asse x come asse del tempo. Osserviamo che
il valore della funzione f (x) = ax nel “tempo” x + 1, è proporzionale al valore della
funzione al tempo x:

f (x + 1) = ax+1 = a · ax = a · f (x).

Questa proprietà è caratteristica dell’esponenziale. Si parla di crescita esponenziale se
la crescita è proporzionale al valore della funzione stessa.
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• Confronti asintotici.
Supponiamo a > 0. Interpretiamo l’asse x come asse del tempo. Osserviamo che
il valore della funzione f (x) = ax nel “tempo” x + 1, è proporzionale al valore della
funzione al tempo x:

f (x + 1) = ax+1 = a · ax = a · f (x).

Questa proprietà è caratteristica dell’esponenziale. Si parla di crescita esponenziale se
la crescita è proporzionale al valore della funzione stessa.

Una funzione potenza g(x) = xα può crescere velocemente ma la crescita non è pro-
porzionale al valore della funzione.

Se confrontiamo una funzione esponenziale ax, a > 1, con una potenza qualsiasi xα,
per valori sufficientemente grandi di x la funzione esponenziale sarà sempre più grande
della funzione potenza.
Si usa dire che per x→ +∞ la funzione esponenziale è un infinito di ordine soprareale,
cioè superiore a α, per qualsiasi numero reale α.
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Supponiamo 0 < a < 1. In modo simile il decadimento esponenziale è proporzionale al
valore della funzione.

Se confrontiamo una funzione esponenziale ax, 0 < a < 1, con una potenza qualsiasi 1
xα,

per valori sufficientemente grandi di x la funzione esponenziale sarà sempre più vicina
a zero della funzione potenza. Si usa dire che per x → +∞ la funzione esponenziale è
un infinitesimo di ordine soprareale, cioè più “forte” di α, per qualsiasi numero reale
α.
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• Funzioni logaritmiche.
Sia a > 0, a 6= 1. La funzione f : R →]0,+∞[ definita da f (x) = ax è biiettiva e quindi
invertibile. La funzione inversa f−1 :]0,+∞[→ R si dice logaritmo in base a. Si avrà
dunque, per ogni y ∈ R, y > 0,

loga y = x se e solo se ax = y
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• Funzioni logaritmiche.
Sia a > 0, a 6= 1. La funzione f : R →]0,+∞[ definita da f (x) = ax è biiettiva e quindi
invertibile. La funzione inversa f−1 :]0,+∞[→ R si dice logaritmo in base a. Si avrà
dunque, per ogni y ∈ R, y > 0,

loga y = x se e solo se ax = y
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-3,2

-2,4

-1,6
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1,6

2,4

3,2

Attenzione! La funzione logaritmo è definita solo per numeri positivi ma ha valori che
possono essere negativi, nulli o positivi. Si osservi che loga 1 = 0 per qualsiasi a > 0, a 6= 1.
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Se a > 1 la funzione logaritmo è strettamente crescente, se 0 < a < 1 la funzione
logaritmo è strettamente decrescente.
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Esempi:
log3(81) =?
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Esempi:
log3(81) =?
log3(81) = 4

Infatti 34 = 81

log1/2(128) =?

log1/2(128) = −7

Infatti
(

1
2

)−7
= 27 = 128

Dei numeri log3(73) e log2(18) qual è il più grande?
log2(18) > log3(37)

Infatti 4 = log2(16) < log2(18) mentre 4 = log3(81) > log3(73)
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• Proprietà algebriche dei logaritmi: per ogni a, b > 0, a, b 6= 1, x, y > 0, α ∈ R,

loga(x · y) =
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loga(x · y) =
loga(x · y) = loga(x) + loga(y)

loga(xα) =
loga(xα) = α loga(x)

Come esprimo logb(x) usando i logaritmi in base a?
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• Proprietà algebriche dei logaritmi: per ogni a, b > 0, a, b 6= 1, x, y > 0, α ∈ R,

loga(x · y) =
loga(x · y) = loga(x) + loga(y)

loga(xα) =
loga(xα) = α loga(x)

Come esprimo logb(x) usando i logaritmi in base a?

logb(x) =
loga(x)

loga(b)
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Dimostrazione: si sfruttano le proprietà delle potenze e l’iniettività della funzione
esponenziale:

loga(x · y) = loga(x) + loga(y)

aloga(x·y) = x · y = aloga(x) · aloga(y) = aloga(x)+loga(y)

=⇒ loga(x · y) = loga(x) + loga(y)
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=⇒ loga(x · y) = loga(x) + loga(y)

loga(xα) = α loga(x)

aloga(xα) = xα =
(
aloga(x)

)α
= aα·loga(x) =⇒ loga(xα) = α · loga(x)

logb(x) =
loga(x)

loga(b)

aloga(b)·logb(x) =
(
aloga(b)

)logb(x)
= blogb(x) = x = aloga(x)

=⇒ loga(b) · logb(x) = loga(x) =⇒ logb(x) =
loga(x)

loga(b)
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Le proprietà algebriche dei logaritmi sono quelle che hanno motivato la loro invenzione.
Tra la fine del 1500 e l’inizio del 1600 John Napier inventa un sistema per effettuare
moltiplicazioni usando le addizioni: i logaritmi. Poco dopo John Briggs costruisce le
prime tavole dei logaritmi decimali.
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Qualche anno più tardi Edmund Gunter e William Oughtred realizzano la scala loga-
ritmica e costruiscono il primo regolo calcolatore.
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Un regolo calcolatore con un funzionamento simile verrà portato sulla luna tre secoli
dopo.
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• Logaritmo naturale e logaritmo decimale.

94



/ .
• Logaritmo naturale e logaritmo decimale.

Si dice logaritmo naturale il logaritmo in base e: lnx = loge x, logaritmo decimale il
logaritmo in base 10: Log x = log10 x.
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• Logaritmo naturale e logaritmo decimale.

Si dice logaritmo naturale il logaritmo in base e: lnx = loge x, logaritmo decimale il
logaritmo in base 10: Log x = log10 x.

Attenzione! Il simbolo log x (senza indicazione della base) viene utilizzato da alcuni
autori per il logaritmo naturale, da altri autori per il logaritmo decimale; altre volte
è utilizzato per considerazioni in cui la base non è rilevante. Quando incontrate tale
simbolo è importante capire qual è la base considerata in quel contesto.
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è utilizzato per considerazioni in cui la base non è rilevante. Quando incontrate tale
simbolo è importante capire qual è la base considerata in quel contesto.

Il logaritmo naturale è particolarmente importante in analisi matematica. Si osservi
che la tangente al grafico della funzione logaritmo nel punto (1, 0) è la retta
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• Logaritmo naturale e logaritmo decimale.

Si dice logaritmo naturale il logaritmo in base e: lnx = loge x, logaritmo decimale il
logaritmo in base 10: Log x = log10 x.

Attenzione! Il simbolo log x (senza indicazione della base) viene utilizzato da alcuni
autori per il logaritmo naturale, da altri autori per il logaritmo decimale; altre volte
è utilizzato per considerazioni in cui la base non è rilevante. Quando incontrate tale
simbolo è importante capire qual è la base considerata in quel contesto.

Il logaritmo naturale è particolarmente importante in analisi matematica. Si osservi
che la tangente al grafico della funzione logaritmo nel punto (1, 0) è la retta
y = x− 1.
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Il logaritmo decimale fornisce l’ordine di grandezza di una quantità:

Log (10n) = n.

Supponiamo di conoscere il logaritmo decimale di un numero x: Log (x) ' 3, 123456.
Sappiamo allora che

3 < Log (x) < 4 =⇒ 103 < x < 104

Questo significa che il numero x ha 4 cifre poiché 1000 < x < 10000.
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Log (10n) = n.

Supponiamo di conoscere il logaritmo decimale di un numero x: Log (x) ' 3, 123456.
Sappiamo allora che

3 < Log (x) < 4 =⇒ 103 < x < 104

Questo significa che il numero x ha 4 cifre poiché 1000 < x < 10000.

Quante cifre decimali ha un numero x tale che Log (x) ' 19, 2569?
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3 < Log (x) < 4 =⇒ 103 < x < 104

Questo significa che il numero x ha 4 cifre poiché 1000 < x < 10000.
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Il logaritmo decimale fornisce l’ordine di grandezza di una quantità:

Log (10n) = n.

Supponiamo di conoscere il logaritmo decimale di un numero x: Log (x) ' 3, 123456.
Sappiamo allora che

3 < Log (x) < 4 =⇒ 103 < x < 104

Questo significa che il numero x ha 4 cifre poiché 1000 < x < 10000.

Quante cifre decimali ha un numero x tale che Log (x) ' 19, 2569?
20

Il logaritmo in base 10 si utilizza quindi spesso per quantità che hanno un range di
variazione molto grande e per le quali non interessa il valore preciso ma è sufficiente
una stima dell’ordine di grandezza.
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Alcune applicazioni importanti dei logaritmi.
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Alcune applicazioni importanti dei logaritmi.

• Il pH:

pH = −Log
(
γ

[H3O
+]

C0
H+

)
La concentrazione è neutra se pH = 7; è il caso dell’acqua pura a 25 gradi; in questo
caso si ha

7 = −Log
(
γ

[H3O
+]

C0
H+

)
=⇒ 10−7 =

(
γ

[H3O
+]

C0
H+

)
La concentrazione si dice acida se pH < 7, cioè se la quantità nell’argomento è maggiore
di 10−7 = 0, 0000001, una concentrazione molto acida con γ[H3O

+] = C0
H+ ha pH = 0.
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Alcune applicazioni importanti dei logaritmi.

• Il pH:

pH = −Log
(
γ

[H3O
+]

C0
H+

)
La concentrazione è neutra se pH = 7; è il caso dell’acqua pura a 25 gradi; in questo
caso si ha

7 = −Log
(
γ

[H3O
+]

C0
H+

)
=⇒ 10−7 =

(
γ

[H3O
+]

C0
H+

)
La concentrazione si dice acida se pH < 7, cioè se la quantità nell’argomento è maggiore
di 10−7 = 0, 0000001, una concentrazione molto acida con γ[H3O

+] = C0
H+ ha pH = 0.

La concentrazione si dice basica se pH > 7, cioè se la quantità nell’argomento è minore
di 10−7 = 0, 0000001.
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• La sensazione sonora:

S = 10 Log
( I
I0

)
= 10 Log

(p2

p2
0

)
= 20 Log

( p
p0

)
I è l’intensità di energia sonora, I0 la soglia di udibilità, p, p0 sono pressioni.
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• La sensazione sonora:

S = 10 Log
( I
I0

)
= 10 Log

(p2

p2
0

)
= 20 Log

( p
p0

)
I è l’intensità di energia sonora, I0 la soglia di udibilità, p, p0 sono pressioni.

La sensazione sonora si misura in decibel (cioè 10 volte il logaritmo del rapporto della
quantità misurata rispetto alla quantità di riferimento).

Si osservi che S(I0) = 0.

98



/ .

99



/ .
• La magnitudo dei terremoti:
Misura l’energia rilasciata, che è proporzionale all’oscillazione dell’ago del sismografo
elevata alla 3/2.

Magnitudo 1: (101)
3
2 ' 30

Magnitudo 2: (102)
3
2 = 1000

Magnitudo 3: (103)
3
2 ' 30000

Magnitudo 4: (104)
3
2 ' 1000000

100
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Scale logaritmiche e semilogaritmiche.
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Scale logaritmiche e semilogaritmiche.
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Risultati votazioni:

Italia nel cuore: 574

Rinascimento MIR: 772

Partito comunista: 106182

PD: 6134727

Lega: 5691921

Movimento 5 stelle: 10727567

103



/ .
Risultati votazioni:

Italia nel cuore: 574

Rinascimento MIR: 772

Partito comunista: 106182

PD: 6134727

Lega: 5691921

Movimento 5 stelle: 10727567

Come faccio a rappresentarli su un grafico?
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Italia nel cuore 574
Rinascimento MIR 772
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1
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In una scala lineare - logaritmica una retta rappresenta una funzione esponenziale. La
funzione f (x) = x sarà rappresentata come un logaritmo.

In una scala logaritmica - lineare una retta rappresenta una funzione logaritmica. La
funzione f (x) = x sarà rappresentata come un esponenziale.
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0,01 0,1 1 10 100 1000 1⋅104 1⋅105

0,1

10

100

Se in un diagramma doppiamente logaritmico x, y è rappresentato un grafico del tipo y =
g(x), nel corrispondente diagramma cartesiano otteniamo la relazione f (t) = 10g(Log (t)).
Se si vuole rappresentare su un diagramma logaritmico una funzione f (t), si disegnerà
il grafico corrispondente y = Log (f (10x)).
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Fenomeni oscillatori. Le funzioni trigonometriche.

• seno e coseno di un angolo:
x = cos(α) e y = sen (α) sono le coordinate (parametriche) del punto (x, y) appartenente
al cerchio unitario di quazione x2 + y2 = 1, dove α è l’angolo compreso tra l’asse delle x
e il segmento congiungente l’origine (0, 0) con il punto (x, y).

108



/ .
• misura in radianti
la misura di un radiante è l’ampiezza di un angolo che sottende un arco di cerchio di
lunghezza pari al raggio del cerchio; questo non dipende dal raggio del cerchio.

Pertanto la corrispondenza tra gradi sessagesimali e radianti è:
2π radianti = 360◦: la misura di un angolo in radianti è ottenuta moltiplicando la misura
in gradi per π

180, mentre la misura di un angolo in gradi è ottenuta moltiplicando la

misura in radianti per 180
π .

Esempio: Angolo di 45◦ = π
180 · 45 = π

4 rad

Esempio: Angolo di 2π
3 rad = 180

π ·
2π
3 = 60◦
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In un triangolo rettangolo di ipotenusa a e cateti b, c, si avrà a · cos(α) = b e a · sen (α) = c,
se α è l’angolo opposto al cateto c.
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• le funzioni seno e coseno.
La funzione f : R → R con f (x) = sen (x), è definita interpretando x come angolo di
rotazione (e quindi ha significato anche se maggiore di 2π o minore di zero); pertanto
x si può considerare appartenente a R. Similmente per f (x) = cos(x).

Si osservi che per definizione stessa si ha sen (x + 2π) = sen (x) e cos(x + 2π) = cos(x) per
ogni x. Quindi le funzioni sono periodiche di periodo minimo 2π.

-10 -7,5 -5 -2,5 0 2,5 5 7,5 10
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-10 -7,5 -5 -2,5 0 2,5 5 7,5 10
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-2,5

2,5

5

Poiché senx e cosx sono le coordinate di un punto della circonferenza di raggio 1 si ha

sen 2(x) + cos2(x) = 1 per ogni x ∈ R

In particolare si ha |sen (x)| ≤ 1 e | cos(x)| ≤ 1 per ogni x ∈ R. Quindi le funzioni senx e
cosx sono limitate.
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Poiché senx e cosx sono le coordinate di un punto della circonferenza di raggio 1 si ha

sen 2(x) + cos2(x) = 1 per ogni x ∈ R

In particolare si ha |sen (x)| ≤ 1 e | cos(x)| ≤ 1 per ogni x ∈ R. Quindi le funzioni senx e
cosx sono limitate.

La funzione senx è dispari. La funzione cosx è pari:

sen (−x) = −sen (x); cos(−x) = cos(x).
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Poiché senx e cosx sono le coordinate di un punto della circonferenza di raggio 1 si ha

sen 2(x) + cos2(x) = 1 per ogni x ∈ R

In particolare si ha |sen (x)| ≤ 1 e | cos(x)| ≤ 1 per ogni x ∈ R. Quindi le funzioni senx e
cosx sono limitate.

La funzione senx è dispari. La funzione cosx è pari:

sen (−x) = −sen (x); cos(−x) = cos(x).

Infine si verifica che cos(x) = sen (x + π
2), per ogni x ∈ R; quindi il grafico del coseno è

uguale al grafico del seno traslato di π2 verso sinistra.
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• Formule fondamentali.

sen (x + y) = sen (x) · cos(y) + cos(x) · sen (y) per ogni x, y ∈ R

cos(x + y) = cos(x) · cos(y)− sen (x) · sen (y) per ogni x, y ∈ R
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• La funzione tangente.
Si osservi che cos(x) = 0 se e solo se esiste k ∈ Z tale che x = π

2 + kπ. Possiamo quindi
definire la funzione f : R \ {π2 + kπ : k ∈ Z} → R

f (x) =
sen (x)

cos(x)
.

Questa funzione si dice tangente e si indica con f (x) = tg (x) o f (x) = tan(x).
La funzione tg x è illimitata, dispari e periodica di periodo minimo π.
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Le funzioni seno e coseno sono i mattoncini base per rappresentare un fenomeno oscil-
latorio. Consideriamo funzioni del tipo

f (x) = A · sen (ωx + ϕ)

A ampiezza, ω
2π frequenza (2π

ω periodo), ϕ fase.

Consideriamo ad esempio la funzione periodica rappresentata dal seguente grafico:

-10 -7,5 -5 -2,5 0 2,5 5 7,5 10

-5

-2,5

2,5

5

La funzione si può rappresentare come somma di quattro “armoniche”:

f (x) = sen (x) +
1

2
sen (2x) +

1

3
sen (3x) +

1

4
sen (4x)
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f (x) = sen (x) +
1

2
sen (2x) +

1

3
sen (3x) +

1

4
sen (4x) =

4∑
n=1

bn · sen (nωx)

con ω = 1, bn = 1
n per n = 1, 2, 3, 4.
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Se abbiamo una funzione periodica f , è improbabile che si possa rappresentare come
“somma finita” di funzioni semplici del tipo an · cos(nωx) o bn · sen (nωx).
Tuttavia, questo si può fare considerando una “somma infinita”, ricorrendo al concetto
di serie.
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Se abbiamo una funzione periodica f , è improbabile che si possa rappresentare come
“somma finita” di funzioni semplici del tipo an · cos(nωx) o bn · sen (nωx).
Tuttavia, questo si può fare considerando una “somma infinita”, ricorrendo al concetto
di serie.

• Teorema di rappresentazione di un segnale in serie di Fourier.

Sia f : R→ R una funzione sufficientemente regolare, periodica di periodo T > 0. Posto
ω = 2π

T , esistono due successioni di numeri
(
an
)
n e

(
bn
)
n tali che

f (x) =

+∞∑
n=0

(
an · cos(nωx) + bn · sen (nωx)

)
Questa è una serie di funzioni. La somma della serie è per definizione il limite della
successione delle somme parziali:

f (x) = lim
k→+∞

k∑
n=0

(
an · cos(nωx) + bn · sen (nωx)

)
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Il linguaggio dell’analisi complessa permette di semplificare formalmente la scrittura
come segue

f (x) =

+∞∑
n=−∞

γne
iωnx

(qui γn ∈ C e eit = cos(t) + i sen (t) per ogni t ∈ R)

La conoscenza della funzione f permette di calcolare i coefficienti della serie (mediante
opportune formule che non riportiamo). Viceversa, la conoscenza dei coefficienti della
serie permette di ricostruire la funzione.

conoscenza di f =⇒ conoscenza dei coefficienti γn

conoscenza dei coefficienti γn =⇒ conoscenza di f.
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I coefficienti della serie possono essere pensati come i valori di una funzione (succes-
sione) : f̂ : Z→ C, con f̂ (n) = γn.
Si può quindi riscrivere la serie come

f (x) =

+∞∑
n=−∞

f̂ (n) eiωnx

Si ha quindi la corrispondenza

conoscenza di f ⇐⇒ conoscenza di f̂

La funzione f̂ è una “trasformata” della funzione f . Si dice che f è definita nel “dominio
del tempo”, mentre f̂ è definita nel “dominio delle frequenze”.

È quindi possibile passare dal “dominio del tempo” al “dominio delle frequenze” e
viceversa.
Si osservi che in questo caso il dominio delle frequenze è “discreto” (cioè Z).
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Se la funzione non è periodica si sostituisce la serie con un integrale;
∑

diventa

∫
, la

variabile discreta n ' nω con n ∈ Z di f̂ diventa la variabile continua s ∈ R. Si parla in
questo caso di tasformata di Fourier e si ha

f (x) =

∫ +∞

−∞
f̂ (s) eisx ds

Molte apparecchiature di radiologia utilizzano le trasformate di Fourier (bidimensio-
nali) per trasmettere i segnali rilevati.
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• Funzioni trigonometriche inverse. Una funzione periodica non è mai invertibile. In
particolare non sono invertibili le funzioni senx, cosx, tg x.
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• Funzioni trigonometriche inverse. Una funzione periodica non è mai invertibile. In
particolare non sono invertibili le funzioni senx, cosx, tg x.

Si dice arcoseno la funzione inversa della restrizione della funzione seno all’intervallo
[−π2 ,

π
2 ] e pensata con valori in [−1.1]. Cioè, posto f : [−π2 ,

π
2 ] → [−1, 1], f (x) = senx, si ha

arcsen (y) = f−1(y). Quindi

per y ∈ [−1, 1], arcsin(y) = x se e solo se x ∈ [−π
2
,
π

2
] e sen (x) = y

-2 -1,5 -1 -0,5 0 0,5 1 1,5 2 2,5

-1,5

-1

-0,5

0,5

1

La funzione arcoseno è definita su [−1, 1], è dispari e strettamente crescente. La funzione
ha valori in [−π2 ,

π
2 ].
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Si dice arcocoseno la funzione inversa della restrizione della funzione coseno all’intervallo
[0, π] e pensata con valori in [−1.1]. Cioè, posto f : [0, π] → [−1, 1], f (x) = cosx, si ha
arccos (y) = f−1(y). Quindi

per y ∈ [−1, 1], arccos (y) = x se e solo se x ∈ [0, π] e cos(x) = y

-1,6 -0,8 0 0,8 1,6 2,4 3,2 4 4,8 5,6 6,4 7,2

-1,6

-0,8

0,8

1,6

2,4

3,2

4

Si osservi che la funzione arcocoseno è definita su [−1, 1], è sempre positiva (nulla in
1) e decrescente. La funzione non è pari, però ha grafico simmetrico rispetto al punto
(0, π2). La funzione ha valori in [0, π].

122



/ .
Si dice arcotangente la funzione inversa della restrizione della funzione tangente all’in-
tervallo ]− π

2 ,
π
2 [. Cioè

per y ∈ R, arctg (y) = x se e solo se x ∈]− π
2 ,
π
2 [ e tg (x) = y
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La funzione arcotangente è definita su R, è limitata (la funzione ha valori in ]− π
2 ,
π
2 [ ),

dispari e strettamente crescente.
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Il problema della pendenza: la derivata.

• Sia f :]a, b[→ R una funzione, x0 ∈]a, b[. Siamo interessati a studiare la “pendenza”
della funzione f nel punto

(
x0, f (x0)

)
.
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Il problema della pendenza: la derivata.

• Sia f :]a, b[→ R una funzione, x0 ∈]a, b[. Siamo interessati a studiare la “pendenza”
della funzione f nel punto

(
x0, f (x0)

)
.

Siano x1, x2 due punti di ]a, b[. La retta che passa per i punti
(
x1, f (x1)

)
e
(
x2, f (x2)

)
ha

equazione

y =
f (x2)− f (x1)

x2 − x1
(x− x1) + f (x1).

Questa retta è la secante il grafico di f nei punti
(
x1, f (x1)

)
e
(
x2, f (x2)

)
. Pensiamo ora

di scegliere i punti molto vicini al punto x0.
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Quando i punti x1 e x2 “tendono” al punto x0 la retta secante “tende” alla retta
tangente, di equazione

y = m(x− x0) + f (x0)

dove

m = lim
x1→x0, x2→x0

f (x2)− f (x1)

x2 − x1
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Quando i punti x1 e x2 “tendono” al punto x0 la retta secante “tende” alla retta
tangente, di equazione

y = m(x− x0) + f (x0)

dove

m = lim
x1→x0, x2→x0

f (x2)− f (x1)

x2 − x1

Diremo derivata di f nel punto x0, se esiste, il limite

f ′(x0) = m = lim
h→0

f (x0 + h)− f (x0)

h
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Quando i punti x1 e x2 “tendono” al punto x0 la retta secante “tende” alla retta
tangente, di equazione

y = m(x− x0) + f (x0)

dove

m = lim
x1→x0, x2→x0

f (x2)− f (x1)

x2 − x1

Diremo derivata di f nel punto x0, se esiste, il limite

f ′(x0) = m = lim
h→0

f (x0 + h)− f (x0)

h

Se f ′(x0) è finito, si dice che f è derivabile in x0.
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Quando i punti x1 e x2 “tendono” al punto x0 la retta secante “tende” alla retta
tangente, di equazione

y = m(x− x0) + f (x0)

dove

m = lim
x1→x0, x2→x0

f (x2)− f (x1)

x2 − x1

Diremo derivata di f nel punto x0, se esiste, il limite

f ′(x0) = m = lim
h→0

f (x0 + h)− f (x0)

h

Se f ′(x0) è finito, si dice che f è derivabile in x0.

Quindi la retta tangente il grafico di f nel punto
(
x0, f (x0)

)
ha equazione

y = f ′(x0)(x− x0) + f (x0)
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Se la derivata f ′(x0) esiste ma è infinita, la retta tangente il grafico della funzione è
verticale (parallela all’asse delle ordinate y).

-3 -2,5 -2 -1,5 -1 -0,5 0 0,5 1 1,5 2 2,5 3 3,5 4 4,5 5 5,5 6 6,5

-1,6

-0,8

0,8

1,6

2,4

3,2

Una funzione si dice derivabile se è derivabile in ogni punto del suo dominio. La

derivata della funzione f può essere indicata in vari modi: f ′, Df , df
dx, fx, ḟ , ecc. .
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Vi sono alcune regole che permettono il calcolo delle derivate delle funzioni elementari.
Si ha ad esempio

D(xα) = αxα−1; D(ax) = ax ln a; D(loga x) =
1

x ln a
;

D(senx) = cosx; D(cosx) = −senx; D(arctg x) =
1

1 + x2
.

Inoltre vi sono regole per calcolare la derivata della funzione somma, prodotto, della
funzione composta, della funzione inversa, eccetera.
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Vi sono alcune regole che permettono il calcolo delle derivate delle funzioni elementari.
Si ha ad esempio

D(xα) = αxα−1; D(ax) = ax ln a; D(loga x) =
1

x ln a
;

D(senx) = cosx; D(cosx) = −senx; D(arctg x) =
1

1 + x2
.

Inoltre vi sono regole per calcolare la derivata della funzione somma, prodotto, della
funzione composta, della funzione inversa, eccetera.

Sono derivabili nel loro dominio tutte le funzioni razionali (in particolare le funzioni
polinomiali), le funzioni esponenziali e logaritmiche, le funzioni seno, coseno, tangente.
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Vi sono alcune regole che permettono il calcolo delle derivate delle funzioni elementari.
Si ha ad esempio

D(xα) = αxα−1; D(ax) = ax ln a; D(loga x) =
1

x ln a
;

D(senx) = cosx; D(cosx) = −senx; D(arctg x) =
1

1 + x2
.

Inoltre vi sono regole per calcolare la derivata della funzione somma, prodotto, della
funzione composta, della funzione inversa, eccetera.

Sono derivabili nel loro dominio tutte le funzioni razionali (in particolare le funzioni
polinomiali), le funzioni esponenziali e logaritmiche, le funzioni seno, coseno, tangente.

Pur ammettendo derivata, non sono derivabili in 0 le funzioni potenza xα di esponente
0 < α < 1. Non sono derivabili in −1 e 1 le funzioni arcoseno e arcocoseno.
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• Uso della derivata nello studio della monotonia di una funzione.
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• Uso della derivata nello studio della monotonia di una funzione.

Sia f :]a, b[→ R una funzione derivabile e si abbia f ′(x) ≥ 0 su ]a, b[. Allora la funzione è
crescente sull’intervallo ]a, b[.
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• Uso della derivata nello studio della monotonia di una funzione.

Sia f :]a, b[→ R una funzione derivabile e si abbia f ′(x) ≥ 0 su ]a, b[. Allora la funzione è
crescente sull’intervallo ]a, b[.

Se invece si ha f ′(x) ≤ 0 su ]a, b[, allora la funzione è decrescente sull’intervallo ]a, b[.
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• Uso della derivata nello studio della monotonia di una funzione.

Sia f :]a, b[→ R una funzione derivabile e si abbia f ′(x) ≥ 0 su ]a, b[. Allora la funzione è
crescente sull’intervallo ]a, b[.

Se invece si ha f ′(x) ≤ 0 su ]a, b[, allora la funzione è decrescente sull’intervallo ]a, b[.

Si osservi che la derivata indica la “pendenza” del grafico della funzione f . Se f ′(x) è
“grande”, significa che la funzione f cresce molto velocemente.
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• Uso della derivata nello studio locale di una funzione.
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• Uso della derivata nello studio locale di una funzione.

Sia f :]a, b[→ R una funzione derivabile. Sia x0 ∈]a, b[ un punto di minimo locale per f ,
oppure un punto di massimo locale per f . Allora f ′(x0) = 0.
Si osservi che in questi punti la tangente è orizzontale.
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Attenzione! Può succedere che sia f ′(x0) = 0 anche se x0 non è né un punto di minimo,
né un punto di massimo (es. f (x) = x3 in x0 = 0).
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Attenzione! Se f : [a, b] → R ha in a, oppure in b, un punto di minimo o di massimo,
non è detto che la derivata si annulli in tali punti (es. f : [−1, 1]→ R, f (x) = arccosx).
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Attenzione! Se f : [a, b] → R ha in a, oppure in b, un punto di minimo o di massimo,
non è detto che la derivata si annulli in tali punti (es. f : [−1, 1]→ R, f (x) = arccosx).
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Naturalmente non tutte le funzioni ammettono derivata. Ad esempio la funzione valore
assoluto f (x) = |x| non ha derivata in 0.
Non esiste derivata nei punti x ∈ Z delle funzioni parte intera e mantissa (dove la
funzione presenta un “salto”).
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Tipicamente una funzione non è derivabile in un punto se ha derivata verticale, presenta
un punto “angoloso” oppure ha un “salto” (vi sono altre possibilità più rare).
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Tipicamente una funzione non è derivabile in un punto se ha derivata verticale, presenta
un punto “angoloso” oppure ha un “salto” (vi sono altre possibilità più rare).

Esistono anche funzioni che non sono derivabili in nessun punto (ad esempio la funzione
di Weierstrass)
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Tipicamente una funzione non è derivabile in un punto se ha derivata verticale, presenta
un punto “angoloso” oppure ha un “salto” (vi sono altre possibilità più rare).

Esistono anche funzioni che non sono derivabili in nessun punto (ad esempio la funzione
di Weierstrass)
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• Funzioni convesse e funzioni concave.
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• Funzioni convesse e funzioni concave.

Una funzione derivabile in un intervallo [a, b] si dice convessa se la sua derivata è una
funzione crescente. Una funzione derivabile in un intervallo [a, b] si dice concava se la
sua derivata è una funzione decrescente.
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• Funzioni convesse e funzioni concave.

Una funzione derivabile in un intervallo [a, b] si dice convessa se la sua derivata è una
funzione crescente. Una funzione derivabile in un intervallo [a, b] si dice concava se la
sua derivata è una funzione decrescente.

Esempi di funzioni convesse sono ex, x2, 1
x per x > 0, senx su [π, 2π], . . . ; esempi di

funzioni concave sono lnx,
√
x, 1

x per x < 0, senx su [0, π],. . .
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È possibile dare una definizione di funzione convessa anche per funzioni non derivabili.
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Se una funzione è convessa, in ogni punto del grafico la tangente “sta sotto il grafico”.

Se una funzione è concava, in ogni punto del grafico la tangente “sta sopra il grafico”.
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• Punti di flesso. Sia f : [a, b]→ R un funzione derivabile e sia x0 ∈ ]a, b[.
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• Punti di flesso. Sia f : [a, b]→ R un funzione derivabile e sia x0 ∈ ]a, b[.

Diremo che x0 è un punto di flesso per f se la funzione f è convessa sull’intervallo [a, x0]
ed è concava sull’intervallo [x0, b] (si parla in questo caso di punto di flesso discendente);

oppure se la funzione f è concava sull’intervallo [a, x0] ed è convessa sull’intervallo [x0, b]
(si parla in questo caso di punto di flesso ascendente).

In un punto di flesso il grafico attraversa la tangente.
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Ad esempio 0 è punto di flesso ascendente per la funzione x3.

-2,5 -2 -1,5 -1 -0,5 0 0,5 1 1,5 2 2,5

-0,5

0,5

1

1,5

Per la funzione senx i punti 2kπ, k ∈ Z sono punti di flesso discendente, i punti (2k+ 1)π,
k ∈ Z sono punti di flesso ascendente
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• Uso della derivata seconda nello studio della convessità di una funzione.

Si dice derivata seconda di f la funzione f ′′ derivata della funzione f ′.
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• Uso della derivata seconda nello studio della convessità di una funzione.

Si dice derivata seconda di f la funzione f ′′ derivata della funzione f ′.

Sia f : [a, b]→ R una funzione due volte derivabile e si abbia f ′′(x) ≥ 0 su [a, b]. Allora la
funzione è convessa sull’intervallo [a, b].

Se invece si ha f ′′(x) ≤ 0 su [a, b], allora la funzione è concava sull’intervallo [a, b].
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Sia f : [a, b]→ R una funzione due volte derivabile e si abbia f ′′(x) ≥ 0 su [a, b]. Allora la
funzione è convessa sull’intervallo [a, b].

Se invece si ha f ′′(x) ≤ 0 su [a, b], allora la funzione è concava sull’intervallo [a, b].

In un punto di flesso si ha f ′′(x0) = 0.
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• Uso della derivata seconda nello studio della convessità di una funzione.

Si dice derivata seconda di f la funzione f ′′ derivata della funzione f ′.

Sia f : [a, b]→ R una funzione due volte derivabile e si abbia f ′′(x) ≥ 0 su [a, b]. Allora la
funzione è convessa sull’intervallo [a, b].

Se invece si ha f ′′(x) ≤ 0 su [a, b], allora la funzione è concava sull’intervallo [a, b].

In un punto di flesso si ha f ′′(x0) = 0.

Attenzione! Può succedere che sia f ′′(x0) = 0 anche se x0 non è un punto di flesso (es.
f (x) = x4 in x0 = 0).
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Si osservi che la derivata seconda indica la “curvatura” del grafico della funzione f .
Se f ′′(x) è “grande”, significa che il grafico della funzione f cambia pendenza molto
velocemente.
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/ .
Il problema dell’area: l’integrale.
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Il problema dell’area: l’integrale.

Sia f : [0, 1] → R una funzione continua tale che f (x) ≥ 0 per ogni x ∈ [0, 1]. Dividiamo
l’intervallo [0, 1] in n parti, ad esempio tutte di uguale lunghezza 1

n. Si è quindi suddiviso
l’intervallo [0, 1] in n sottointervalli

[0, 1
n], [1

n,
2
n], [2

n,
3
n], . . . , [n−1

n , 1].

In ogni intervallino [k−1
n , kn] scegliamo un qualunque punto, che indichiamo con xn,k, (ad

esempio si può prendere il punto di mezzo: xn,k = k−1
n + 1

2n).

Consideriamo il rettangolo [k−1
n , kn]× [0, f

(
xn,k

)
]. La sua area è

1

n
· f
(
xn,k

)
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Sommiamo queste aree in modo da calcolare l’area del “trapezoide” che approssima la
regione sottesa al grafico di f .

n∑
k=1

f (xn,k)
1

n

Diremo integrale della funzione f sull’intervallo [0, 1] il limite

lim
n→+∞

n∑
k=1

f (xn,k)
1

n
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Si può ripetere lo stesso discorso per una funzione definita su un intervallo [a, b].
Sia f : [a, b] → R una funzione continua tale che f (x) ≥ 0 per ogni x ∈ [a, b]. Dividiamo

l’intervallo [a, b] in n parti, ad esempio tutte di uguale lunghezza b−a
n . Si è quindi

suddiviso l’intervallo [a, b] in n sottointervalli

[a + k−1
n (b− a), a + k

n(b− a)], k ∈ {1, 2, . . . , n}

In ogni intervallino [a + k−1
n (b − a), a + k

n(b − a)] scegliamo un qualunque punto, che in-

dichiamo con xn,k, e consideriamo l’area del rettangolo di base b−a
n e altezza f

(
xn,k

)
:

f
(
xn,k

)b− a
n

.

Consideriamo il rettangolo [a+ k−1
n (b− a), a+ k

n]× [0, f
(
xn,k

)
]. La sua area è

b− a
n
· f
(
xn,k

)
Sommiamo queste aree in modo da calcolare l’area del “trapezoide” che approssima la
regione sottesa al grafico di f .
Diremo integrale della funzione f sull’intervallo [a, b] il limite

lim
n→+∞

n∑
k=1

f (xn,k)
b− a
n
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Indicheremo l’integrale con il simbolo∫ b

a
f (x) dx.

142



/ .
Indicheremo l’integrale con il simbolo∫ b

a
f (x) dx.

Se f è una funzione positiva, l’integrale
∫ b
a f (x) ds si può quindi interpretare come l’area

della regione piana compresa tra l’asse delle x e il grafico della funzione f .
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/ .
Indicheremo l’integrale con il simbolo∫ b

a
f (x) dx.

Se f è una funzione positiva, l’integrale
∫ b
a f (x) ds si può quindi interpretare come l’area

della regione piana compresa tra l’asse delle x e il grafico della funzione f .

Esempio: f : [−R,R]→ R, f (x) =
√
R2 − x2; il grafico è un semicerchio di raggio R.
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Si avrà ∫ R

−R

√
R2 − x2 dx =?
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La definizione si può estendere anche a funzioni non positive e anche a funzioni che
non sono continue.

Se la funzione f non è positiva, l’integrale
∫ b
a f (x) ds si può interpretare come la somma

algebrica delle aree delle regione piane comprese tra l’asse delle x e il grafico della
funzione f con segno positivo dove f (x) ≥ 0 e le aree delle regioni piane comprese tra
il grafico della funzione f e l’asse delle x con segno negativo dove f (x) ≤ 0.
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Possiamo vedere una seconda importante interpretazione dell’integrale.
Ricordiamo la definizione data∫ 1

0
f (x) dx = lim

n→+∞

n∑
k=1

f (xn,k)
1

n
= lim
n→+∞

∑n
k=1 f (xn,k)

n

Osserviamo che ∑n
k=1 f (xn,k)

n
=
f (xn,1) + f (xn,2) + · · · + f (xn,n)

n
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Possiamo vedere una seconda importante interpretazione dell’integrale.
Ricordiamo la definizione data∫ 1

0
f (x) dx = lim

n→+∞

n∑
k=1

f (xn,k)
1

n
= lim
n→+∞

∑n
k=1 f (xn,k)

n

Osserviamo che ∑n
k=1 f (xn,k)

n
=
f (xn,1) + f (xn,2) + · · · + f (xn,n)

n
è la media fra gli n valori della funzione f (xn,1), f (xn,2), . . . , f (xn,n).

Pertanto l’integrale si può interpretare come il valore medio della funzione f sull’intervallo
[0, 1].
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Possiamo vedere una seconda importante interpretazione dell’integrale.
Ricordiamo la definizione data∫ 1

0
f (x) dx = lim

n→+∞

n∑
k=1

f (xn,k)
1

n
= lim
n→+∞

∑n
k=1 f (xn,k)

n

Osserviamo che ∑n
k=1 f (xn,k)

n
=
f (xn,1) + f (xn,2) + · · · + f (xn,n)

n
è la media fra gli n valori della funzione f (xn,1), f (xn,2), . . . , f (xn,n).

Pertanto l’integrale si può interpretare come il valore medio della funzione f sull’intervallo
[0, 1].

Se lavoriamo su un intervallo generico [a, b] il valore medio della funzione f sull’intervallo
è ∫ b

a f (x) dx

b− a
= valor medio della funzione f sull’intervallo [a, b]
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• Primitiva di una funzione.
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• Primitiva di una funzione.

Sia f : I ⊆ R→ R, I intervallo. Supponiamo che esista una funzione F : I → R tale che
F ′(x) = f (x) per ogni x ∈ I. Diremo allora che F è una primitiva di f .
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• Primitiva di una funzione.

Sia f : I ⊆ R→ R, I intervallo. Supponiamo che esista una funzione F : I → R tale che
F ′(x) = f (x) per ogni x ∈ I. Diremo allora che F è una primitiva di f .

• Il Teorema fondamentale del calcolo.
Sia f : [a, b] → R. Si può dimostrare che, se f è continua, allora esiste una primitiva F
di f . Inoltre si ha ∫ b

a
f (x) dx = F (b)− F (a).
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• Primitiva di una funzione.

Sia f : I ⊆ R→ R, I intervallo. Supponiamo che esista una funzione F : I → R tale che
F ′(x) = f (x) per ogni x ∈ I. Diremo allora che F è una primitiva di f .

• Il Teorema fondamentale del calcolo.
Sia f : [a, b] → R. Si può dimostrare che, se f è continua, allora esiste una primitiva F
di f . Inoltre si ha ∫ b

a
f (x) dx = F (b)− F (a).

Ad esempio, ricordando che d
dxx

3 = 3x2, si verifica facilmente che la funzione F (x) = 1
3x

3

è una primitiva della funzione f (x) = x2, e quindi∫ 2

0
x2 dx = F (2)− F (0) =

8

3
.
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La definizione di integrale si può estendere anche a funzioni definite su intervalli il-
limitati. Ad esempio, particolarmente importante è l’integrale su R della funzione

gaussiana f (x) = e−x
2
: ∫ +∞

−∞
e−x

2
dx = lim

a→+∞

∫ a

−a
e−x

2
dx =

√
π.

-4,8 -4 -3,2 -2,4 -1,6 -0,8 0 0,8 1,6 2,4 3,2 4 4,8

-3

-2

-1

1

2

3

146



/ .

Riassumendo

147



/ .

Riassumendo
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con la sua rappresentazione. Sono funzioni anche le successioni, tra le quali abbia-
mo ricordato la progressione aritmetica, la progressione geometrica, la succesione di
Fibonacci.

Vi sono alcune proprietà importanti delle funzioni tra insiemi (iniettività, suriettività,
inveribilità).

Le funzioni che abbiamo analizzato nel corso in modo più dettagliato sono le funzioni
reali di variabile reale.

Abbiamo studiato alcune proprietà generali delle funzioni reali di variabile reale: la
limitatezza, le simmetrie, la monotonia, la periodicità.
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Le funzioni che utilizziamo sono combinazioni in vari modi (somma, prodotto, compo-
sizione) di alcune funzioni “mattoncini base”.
Questi mattoncini sono le funzioni elementari: potenze e radici, esponenziali e loga-
ritmi, funzioni trigonometriche.
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Abbiamo confrontato la crescita polinomiale con la crescita esponenziale. Abbiamo
anche visto alcune applicazioni pratiche dei logaritmi e delle scale logaritmiche.

Abbiamo introdotto le funzioni circolari seno, coseno, tangente, e abbiamo spiegato
come molti fenomeni di tipo periodico possono essere “decomposti nelle loro armoniche”,
cioè rappresentati mediante somme infinite (serie di Fourier) delle funzioni seno e
coseno.

Abbiamo introdotto due nozioni fondamentali dell’analisi matematica: la derivata (che
si può interpretare come pendenza del grafico della funzione) e l’integrale (interpretato
come area del sottografico o come valore medio della funzione).
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Buon Natale, buon lavoro e tantissimi auguri per il
vostro futuro!
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