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(1) (5 punti) Si dia la definizione di rango di una matrice.
Si enunci e si dimostri il Teorema di Rouché - Capelli per sistemi lineari.

(2) Sia f : R3 → R3 l’operatore lineare definito da

f

 x1
x2
x3

 =

 x2 − x3
−2x1 + x2 + x3
−x1 + x2

 .

(a) (2 punti) Si scriva la matrice A =ME
E (f) di f nella base canonica E di R3.

Si ha

f

 1
0
0

 =

 0
−2
−1

 , f

 0
1
0

 =

 1
1
1

 , f

 0
0
1

 =

 −11
0

 ,

quindi

A =

 0 1 −1
−2 1 1
−1 1 0

 .

(b) (3 punti) Si determinino la dimensioni di ker f e Imf e delle loro basi. f è un isomorfismo?
Mettendo la matrice A a scala si verifica che rg(A) = 2, quindi rg(f) = 2 = dim Im(f). Per il Teorema
di dimensione quindi dimker(f) = 3− 2 = 1. Una base di Im(f) è data da due colonne linearmente
indipendenti di A, ad esempio

Im(f) = Span

 0
−2
−1

 ,

 1
1
1

 .

Il ker(f) ha equazioni {
x2 − x3 = 0
−2x1 + x2 + x3 = 0

e una sua base è ad esempio


 1

1
1

.

Essendo f non iniettiva (e pertanto non suriettiva), non è un isomorfismo.
(c) (1 punti) Si dica, motivando la risposta, se kerf e Imf sono in somma diretta.

Siccome

ker(f) ∩ Im(f) = Span

 1
1
1

 6=

 0

0
0

 ,

i due sottospazi non sono in somma diretta.

(d) (3 punti) Si determini il sottoinsieme delle soluzioni del sistema lineare A ·X =

 0
2
1

 , dove

A =ME
E (f).

1



2

Mettendo la matrice A a scala si trova il seguente sistema lineare equivalente:{
−x1 + x2 = 1
x2 − x3 = 0

La generica soluzione ha quindi la forma

 c− 1
c
c

, al variare di c ∈ R.

(3) Si consideri la matrice simmetrica

B =

 −2 1 1
1 4 −5
1 −5 4

 .

• (3 punti) Si determini il polinomio caratteristico di LB : R3 → R3 e il suo spettro.

Si ha

pB(x) = det

 −2− x 1 1
1 4− x −5
1 −5 4− x

 = −x3 + 6x2 + 27x = −x(x+ 3)(x− 9),

quindi lo spettro è
Sp(LB) = {0,−3, 9}.

• (4 punti) Si trovi una base ortonormale B di autovettori per LB.

V0 = ker

 −2 1 1
1 4 −5
1 −5 4

 = Span

 1/
√
3

1/
√
3

1/
√
3

 ;

V−3 = ker

 1 1 1
1 7 −5
1 −5 7

 = Span

 −2/√61/
√
6

1/
√
6

 ;

V9 = ker

 −11 1 1
1 −5 −5
1 −5 −5

 = Span

 0

1/
√
2

−1/
√
2

 .

e una base ortonormale di autovettori è quindi

B =


 1/

√
3

1/
√
3

1/
√
3

 ,

 −2/√61/
√
6

1/
√
6

 ,

 0

1/
√
2

−1/
√
2

 .

• (3 punti) Si scrivano le matrici di passaggio dalla base canonica E di R3 alla base B e dalla base
B alla base E .

MB
E (IdR3) =

 1/
√
3 −2/

√
6 0

1/
√
3 1/

√
6 1/

√
2

1/
√
3 1/

√
6 −1/

√
2

 , ME
B (IdR3) =

 1/
√
3 1/

√
3 1/

√
3

−2/
√
6 1/

√
6 1/

√
6

0 1/
√
2 −1/

√
2

 ,

e sono una la trasposta dell’altra perché sono matrici ortogonali.
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(4) • (4 punti) Si trovino delle equazioni parametriche e cartesiana del piano H di E3
R contenente la

retta r di equazioni cartesiane

r :

{
x+ y − 2z = 4
y − z = −1

e ortogonale al piano L di equazione

L : 2x+ 3y + z = 7.

Il generico piano contenente r appartiene al fascio

α(x+ y − 2z − 4) + β(y − z + 1) = 0,

la cui giacitura ha equazione

αx+ (α + β)y + (−2α− β)z = 0.

Tale piano risulta ortogonale al piano L se e solo se i loro vettori normali sono ortogonali,
quindi se e solo se α

α + β
−2α− β

 ·
 2

3
1

 = 2α + 3(α + β)− 2α− β = 0,

cioè se e solo se 3α + 2β = 0. Una possibile soluzione (le altre sono tutte proporzionali a questa)
è data da α = 2 e β = −3.
Il piano cercato H è quindi

2x− y − z = 11.

Delle equazioni parametriche di H sono date da: x = t
y = s
z = −11 + 2t− s.

• (4 punti) Si determini la posizione reciproca delle due rette di E3
R

r :

 x = 4− t
y = −1 + t
z = t

s :

 x = τ
y = −5 + τ
z = 0

Nel caso di complanarità, si trovino delle equazioni parametriche del piano che le contiene.

Le giaciture di r ed s sono

Wr = Span

 −11
1

 , Ws = Span

 1
1
0

 .

Siccome i due vettori non sono proporzionali, le due rette non sono parallele.
Osserviamo poi il sistema  τ = 4− t

−5 + τ = −1 + t
0 = t

ammette la soluzione τ = 4, t = 0, quindi le due rette si intersecano nel punto (4,−1, 0)
e sono complanari.
Delle equazioni parametriche del piano che le contiene sono date da x = 4− t+ s

y = −1 + t+ s
z = t


