Esercizi da esame

La divisione in anni accademici si riferisce all’anno accademico in cui & stato
effettuato il corso. Cronologicamente gli appelli sono di giugno, luglio, settembre
(2), gennaio, febbraio. L’anno accademico 2019/2020 comprende pit esercizi
perché a causa del Covid gli appelli scritti telematici e/o in presenza a volte
sono stati sdoppiati in piu gruppi.

Parti lasciate come esercizio, sono lasciate allo studente e andrebbero ana-
lizzate in sede d’esame nel caso di un esercizio analogo.

1 Serie e integrali

1.1 A.A. 2018/2019

Esercizio 1.1. Al variare del parametro reale o < 0, studiare il carattere della

serie Y
> tan(n®) e” -1

1 logs (4 +1) “arcsin (277 +371)

Innanzitutto notiamo che la serie & a termini positivi. Poiché il parametro
« € negativo abbiamo che lim, n® = 0 per ogni « da considerare. Dai limiti
fondamentali abbiamo che

I tan(n®) -1,

n n

) log3(%+1) ) 1 log(%+1) 1
lim il =lim i

n o n log3 o log 3

n~ " _ 1

lim =1,

n n-n
lim arcsin (27" +37") 1

n 27n 4 37 o

2—7L -n n

im 3 i (§) -1

n 2-n n 2

Dai limiti precedenti troviamo che la serie assegnata ha lo stesso carattere
della serie

RTINS
nlnl =1

Usando il criterio del confronto asintotico, infatti

tan(n®) e -1
lo +1) arcsin (2™ +3™)
lin 8 (5 + 1) —aw =log3 eR"
1 .9-n

(non & obbligatorio scrivere questo enorme limite nel compito, sono sufficienti
le considerazioni fatte sopra). Allora studiamo il carattere della serie
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n?L



Proviamo col criterio del rapporto e scriviamo
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Concludiamo quindi che la serie converge per ogni « < 0.

Esercizio 1.2. Al variare del parametro reale x € R, studiare il carattere della

serie
o0
)y
n=1

Poniamo y = 22 + 52 + 5 e troviamo la serie di potenze

n

(a:2 + b + 5)

SEES

1
>~y (1)
n=1"T

Detto, a, = % troviamo che L = lim,, “2£* = lim,, %= = 1, quindi il raggio di

convergenza della serie di potenze & p = 17L =1.
In alternativa si puo discutere 1’assoluta convergenza della serie con il criterio
del rapporto
aaly™t
EE TR S
Dimenticare di trattare ’assoluta convergenza, pensando che valga sempre
y >0, e applicare il criterio del rapporto ad una serie a termini di segno alterno
¢ un errore. Quindi ¢ importante ricordare di mettere i valori assoluti nella
formula precedente.

A questo punto la serie (1)

e ¢ divergente per y > 1 dal fatto che il raggio di convergenza ¢ 1 o dal
criterio del rapporto,

1

n’

¢ divergente per y = 1 in quanto abbiamo in questo caso Y o

e ¢ convergente per |y| <1 (assolutamente convergente per —1 < y < 0),

e ¢ semplicemente convergente per y = —1 in quanto abbiamo in questo caso
Z;‘;l(—l)”% a cui possiamo applicare il criterio di Leibniz,

¢ indeterminata per y < —1 dal fatto che il raggio di convergenza ¢ 1 o dal
criterio del rapporto.

A questo punto essendo y = 22 + 5z + 5 dobbiamo risolvere le equazioni

=1 con soluzioni -1 e —4,
2 . _
5 +5x+5=0 con soluzioni z, = 5%\/57

=-1 con soluzioni -2 e -3.

A questo punto concludiamo che la serie assegnata



e divergente se x < —4 oppure z > -1,

e ¢& convergente se —4 < x < -3 oppure -2 < x < -1 (assolutamente conver-
gente se x_ < x < -3 oppure —2 < x < Ty),

€ semplicemente convergente se x = —3 oppure = = -2,
e ¢ indeterminata se -3 < x < —2.

Esercizio 1.3. Studiare il carattere della serie

i::(Sl

log(l +2

arctan(2-")

La serie e a segno qualunque, il segno e deciso da sinn che oscilla tra -1 e
1. Quindi di essa studiamo 1’assoluta convergenza. Notiamo che

log(1+ %)

log(1+%) L 10g(1+%)
arctan(27")

arctan(2-") ~  arctan(27")

(sinn) = |sinn)|

Se la serie
> log(1+ %)

2. arctan(2—")

n=1

(2)

risultasse convergente, potremmo concludere che anche la serie iniziale ¢ asso-
lutamente convergente usando il criterio del confronto.
Dai limiti fondamentali deduciamo che

lo 1+4 tan(2™"
&l Tl w oy e lim%()zl,

quindi la serie (2) ha lo stesso carattere della serie Y, 277: Per quest’ultima
proviamo ad applicare il criterio del rapporto

gn+l ! 2" -2 ! 2
“lim T =l T —lim - = 0< 1,
nooan n (n+1)! 2 n (n+1)-n! 27 n

da cui concludiamo la convergenza dell’ultima serie, e di conseguenza 1’assoluta
convergenza della serie assegnata.

Esercizio 1.4. Studiare, al variare del parametro a € R, il carattere della serie
> (\3/71 +1- \S/ﬁ) (arctann®) .
n=1

La serie € a termini positivi. Per quanto riguarda il primo fattore osserviamo

che
W—%:%(Wuiq) (3)

da cui ricordando il limite fondamentale

1m(1+:r) -1
x—0 €T

=, (4)



troviamo

VIn+l-3/n
vl
Quindi abbiamo mostrato che

Yn+1-3n 1

hrrln TR 3"

Jr+i-1
lim lim T =—.
n n ES 3

3

Passiamo ora a studiare il secondo fattore:
e se a >0 abbiamo lim, arctann® = 7,

e se a >0 abbiamo arctann® = arctan 1 = 7 per ogni n € N,

N
e se a <0 useremo che lim,, ar<tann_ _ 1

Mettendo assieme i due fattori concludiamo che

e se a > 0 il termine della serie puo essere confrontato asintoticamente con
n~2/% e concludiamo che la serie di partenza diverge.

e se a < 0 il termine della serie puo essere confrontato asintoticamente con

n~23*« A questo punto abbiamo convergenza, se —% + a < -1, ovvero se

< —%. Mentre se « > —% la serie diverge.

Esercizio 1.5. Studiare, al variare di x € R, il carattere della serie
en:c

,;3”+4"'

Osserviamo che la serie € a termini positivi. Valendo il seguente limite

n

I - li -1,
WEnAn  n 1+ (2

per il criterio del confronto asintotico il carattere della serie data sara lo stesso
della serie
n=1 4 7

che & una serie geometrica. Ne consegue che abbiamo convergenza se |e” /4] < 1
ovvero se e solo se e” <4, da cui x <2In2. Per x > 21n2 avremo divergenza.

Esercizio 1.6. Studiare, al variare di x € (—g7 g), il carattere della serie

ad 2
> kz;(tanz)k.
o k2 +1

Innanzitutto poniamo y = tanx, con y € R, essendo x ¢ (—%, g) Ne studia-
€ sempre positiva.

mo 'assoluta convergenza e osserviamo che la frazione kkz +21

Inoltre vale
k+2

. 2
hm%:l

k



per cui avremo l'assoluta convergenza della serie

S k+2
XY
k=0 *° +

se e solo se la serie

1

23y '

fard k
¢ assolutamente convergente. Essa € una serie di potenze di raggio 1 (mostrarlo
per esercizio). Quindi avremo che se |y| < 1 la serie & assolutamente convergente.

Per y > 1 sara divergente, per y < —1 sara indeterminata. Tornando alla variabile
z troviamo quindi:

e Sexce (—g, - ) allora la serie ¢ indeterminata

s
4

e Sexce (—% g) sara assolutamente convergente.

T T
e Sezxe (Z 5) sara divergente.
e Vanno risolti a parte i casi rimanenti. Se x = T otteniamo la serie
p 1
Zfo %, che ha lo stesso carattere di Y720 %, ovvero ¢ divergente. Per
r =75 la serie ¥72,(~ 1)k ket 2 +1 converge semplicemente usando il crite-
rio di Lelbmz. Infatti vale facilmente limy 52 = 0 ed & decrescente
k2+1

(per k sufficientemente grandi). Dimostrare per esercizio quest’ultima
affermazione.

1.2 A.A. 2019/2020

Esercizio 1.7. Determinare il carattere della serie

TL2
Z (1 - sinl)

n=1 n

Essendo sin(1/n) < 1 la serie & a termini positivi. Ad essa applichiamo il
criterio della radice e troviamo

nln(l-sin &

1 n
lim(l—sinf) =lime W) —el <1
n n n
essendo .
In(1-sin) sin +
limnln(l—sin%):lim ( - ) e (-1) =-

—Slnf
n n

La serie quindi converge.

Esercizio 1.8. Determinare il carattere della serie

i ( 3n ) sin(n~1)
n :
n=1 n 6
Dopo aver osservato che la serie € a termini positivi, possiamo usare il criterio
a3 -1 .
del confronto asintotico, essendo lim,, *>%— = 1, ottenendo che la serie assegnata
ha lo stesso carattere della serie



Applichiamo il criterio del rapporto e otteniamo
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La serie diverge.

Esercizio 1.9. Discutere la convergenza del sequente integrale al variare di

aeR: ) N
T
f ——dx.
0 tanz - asinx

Notiamo innanzitutto che la funzione non & definita in = = 0. Dobbiamo
quindi studiare I’ordine di infinitesimo del denominatore. Approssimiamo quindi
il denominatore usando il polinomio di Taylor

R
tanz — asinz = (x + émg) -a(z- %,IB) + R3(z), lim 3(z) =0

x—0 {p3

Nel caso particolare o = 1 otteniamo

Rs(x
tanz —sinz = 22° + Ra(x), lim 3(z) =0,
2 z—0 x3

da cui otteniamo che la funzione integranda e tale che

x

lim tanz—sinz _ 2¢R.
z—0 712

2

Deduciamo quindi che l'integrando cresce come 7= in un intorno di = 0 e

quindi I'integrale non converge.
Consideriamo ora « # 1, per cui otteniamo

tanx —sinz = (1 - a)z + Ry (z), lin(1J
T

)

Ri(z) _ 0

da cui segue con ragionamento analogo a sopra

‘,EQ
lim tanz—asinz _ 1 ceR
x>0 gl 1-a

Quindi I'integrando cresce come z®7! in un intorno di = 0. Abbiamo la

covergenza dell'integrale se a — 1 > -1, ovvero se a > 0 (ma abbiamo posto
a=1!).

Quindi in un intorno destro dell’origine abbiamo la convergenza dell’integrale
se a>0 e a# 1, altrimenti non c’e convergenza.



Il ragionamento seguente (impegnativo) conferiva punteggio extra anche se
risolto parzialmente.

Per la discussione dell’integrabilita della funzione bisogna controllare che
il denominatore non si annulli in altri punti = € (0,1]. Risolvendo ’equazione
tanx—asinz = 0 troviamo Colsz —a =0equindi cosx = a1, ovvero x = arccos o,
ricordando che chiediamo z € (0,1]. Quindi l'equazione ha soluzione in questo
intervallo se 1 < a < (cos1)7L.

Per questi valori dobbiamo verificare ’andamento della funzione in un in-
torno del punto z, tale che cosz, = o '. Per fare questo basta calcolare il

polinomio di Taylor di grado uno della funzione in questo punto:

—acosa:) . (x-zq)+ Si(z)

T=T o

tanx—asinx:( 5
cos? x

=0.

S1(x
=(a®-1)(z-z4) + S1(z), lim 1(#)
=0 — Xy
In un intorno di x, la funzione integranda va quindi come ﬁ che ha inte-
grale divergente. Concludiamo quindi questa parte aggiuntiva concludendo che
Dintegrale converge se a € (0,1) U (o1, +00).

Esercizio 1.10. Discutere la convergenza del sequente integrale

teo e —1-sinx
- dz .
0 e™—1-sin(mz)
Innanzitutto notiamo che dovremo discutere la convergenza in un intorno di

2 =0 e di +oo. Il denominatore si annulla (per z > 0) solo in zero in quanto

e¥ — 1>y >siny per ogni y > 0. Notiamo anche che, detta f(z) = %‘SE’E;),

vale f(z) >0 per ogni >0 e

- sinx
: f(.l?) : L-e™ - e’
lim = lim - =1,,
zotoo o(1-T)T  z5400 1—e T _ sin(rz)
onz

ovvero la funzione integranda, in un intorno di +oo si comporta come (=%
Quest’ultima funzione & integrabile in senso generalizzato su [1, +o0), quindi ab-
biamo la convergenza dell’integrale generalizzato di f su [1,+00) per confronto:
infatti esiste Z tale che, per ogni = > 7,

/(@) <2 = 0<f(z)<2U™2,
e(l-m)z

0<

Quindi

+ 00 T _ 1 Q1 +o0
/ e -1 .bmx dr <2 / "™ gz e R.
1 e™ —1—sin(mx) 1

Discutiamo ora la convergenza dell’integrale generalizzato su (0,1]. Possiamo
calcolare, scrivendo il polinomio di Taylor di grado 2 centrato in ¢ = 0,

. 1 . Ro(t
g(t):et—l—smt:§t2+R2(t), dove %E% tg ) =0.
Con una semplice sostituzione troviamo
_ e’ —1-sinz . 32% + Ro(z) _ 1+2R§7(2I) 1
111% T _ ] : = ol 24+ R = H% 2 o Ry (mx) = 2
2=0e™ — 1 —sin(rz) -0 3(wx)? + Ry(mx) -0 72 4 27 fafrd) om



La funzione f ha limite finito in zero, allora & integrabile sull’intervallo (0, 1].
Concludiamo che 'integrale richiesto & convergente.

Esercizio 1.11. Determinare il carattere della serie al variare di x € R.

> 1 (x+2\"
Zi(x—2) ’

3
n=1"1

Dopo aver effettuato la sostituzione y = i—fg troviamo una serie di potenze
con raggio di convergenza 1, che risulta indeterminata per y < —1, assolutamente
convergente per |y| < 1 e divergente per y > 1 (scrivere tutti i dettagli per
esercizio). A questo punto, una volta disegnato il grafico della funzione f(z) =
x+2

=, notiamo che

fx)<-1 < 2¢€(0,2),
If(2)] <1 <= z€(-00,0],
flx)>1 — z€(2+00).
Concludendo quindi che la serie ¢ indeterminata per x € (0,2), assolutamente

convergente per x € (—oo, 0] e divergente per x € (2+ 00). Ovviamente per = = 2,
la serie non € ben definita.

Esercizio 1.12. Discutere la convergenza del sequente integrale al variare di
a>0
+o00 ew _ 1
J e .
0 arctan(v/z%) a®
Dopo aver notato che il denominatore si annulla in x = 0, notiamo che
dobbiamo discutere la convergenza dell’integrale in un intorno di z =0 e x = +o0.
Osserviamo che

. e’ -1 . = T
lim =1, lim arctan(vz®)=—,
r—>+o00 % T—+00 2
Quindi
e’-1
. arctan(v/z®) a® 2
lim —F——=—
T—>+00 -— e
oF
e quindi deduciamo l'esistenza di un certo g tale che per ogni x > zy vale

1/(e e’ -1

(o) <10 s ()

Per confronto con le funzioni presenti al membro sinistro e al membro destro
osserviamo che lintegrale generalizzato di f in [1,+00) & convergente se e solo
se a > e.

Passiamo ora ad analizzare la convergenza dell’integrale di f sull’intervallo
(0,1]. Usando i limiti

x—0 x x—0

mostriamo che .
e’-1

arctan(v/z) a®
m —

[e}%
xT—>+00 x*(gfl)



e quindi deduciamo esistenza di un certo ¢ > 0 tale che per ogni z € (0,d) vale

e’ -1 fed
— <2
arctan(y/z®) o®

Per confronto con le funzioni presenti al membro sinistro e al membro destro
osserviamo che l'integrale generalizzato di f in (0,1] & convergente se e solo se
S —1<1, cioé se e solo se a < 4.

Concludiamo quindi che 'integrale richiesto coverge in senso generalizzato

se e solo se e < v < 4.

1 o
555_( 27 < f(z) =

Esercizio 1.13. Determinare il carattere della serie al variare di o > 0.

> 2" arctan(a™).
n=1
Osserviamo che
0 0<axl 0 O<axl
lima™ =41 a=1 = limarctan(a™) =15 a=1
n n
+oo a>1 7 a>1

Quindi per a > 1 troviamo che la serie diverge usando il criterio del confronto
asintotico: ha lo stesso comportamento di 2”. Se a =0, la serie ¢ costantemente
uguale a zero, quindi ovviamente converge.

Consideriamo quindi il caso 0 < « < 1. Ricordiamo che

arctanx arctan(a™
lm—=1 = limézl,
x—0 x n am
quindi
2™ arctan(a™
lim 7() =1,

z—0 (204)”

Abbiamo quindi che, per 0 < a < 1, la serie richiesta ha lo stesso carattere della
serie geometrica di ragione 2a.
Concludiamo quindi che abbiamo convergenza se 0 < a < %, divergenza se
1
a3,

Esercizio 1.14. Determinare il carattere della sequente serie

[eo)
)
n=1

2n.

!
nhnl’

L’esercizio si puo risolvere applicando sia il criterio del rapporto che quello
della radice, vediamo il secondo metodo. Usando la stima n! <n™ otteniamo

" Zn! . ] 2n (n-1)! 2(”*1)!
lim > lim = lim = +o00,
n n*nl  n n2n n 2

dove abbiamo usato che un’esponenziale cresce piu di una qualsiasi potenza: per
. . _ . _ —1)!

ogni a > 0 esiste 7 tale che per ogni n > 7 vale 202" > 27 5 po,
La serie quindi diverge.




Esercizio 1.15. Discutere la convergenza della sequente serie:
< (2n)!

2

n=1

n2n

Apllichiamo il criterio del rapporto:

2(n+1))!
lim (7(1+(1);(3+)1>  lim (2n+2)! 2"
n (2;1)’ o (n+1)2n+2 (2p)!
o

Ly (2n+2)(2n +1)(2n)! n"
T (e D2 (n+1)? (2n)!
i 22122041 4

m() (ne12 @

<1

dove abbiamo usato
on+2)(2n +1 1\%" 1\"1?
lim—( n+2)(2n+ ):47 lim(n+ ) :lim[(1+—) ] =e?.
n (n+1)2 n n n n

La serie quindi converge.

Esercizio 1.16. Discutere la convergenza del sequente integrale generalizzato

/‘x’ arctan(z™1)
——Fdx.
0 Yz
Inannzitutto dobbiamo discutere la convergenza di due integrali generaliz-
zati, uno in zero l'altro a infinito.

) -1 1 -1 (o] -1
/ arctan(z )dx— arctan(x )dac+f arct@n(x )dx
0 N

N 0 N
In zero. Osserviamo che

arctan(z™1) <9 1

Yx x1/3

lirg arctan(z™!) = g = 36>0:VYze(0,0)
r—0%

Poiché, essendo 1/3 < 1,
L1
A\ 2@ d.’L' < 400,
allora deduciamo per confronto che
L arctan(z 1)
0 NE

A infinito. In questo caso invece

dzr < +o00.

t -1 t -1 1
i 2T L i e g AOtARGT) 1
z—0* z1 Yz zi/3

Poiché, essendo 4/3 > 1,
o 1
ﬁ 2m dx < +o00 s
allora deduciamo per confronto che

/°° arctan(z™1)
1 Yz

dz < +o00.

L’integrale richiesto € convergente.

10



2 Continuita e differenziabilita, problemi di mas-
simo e minimo

2.1 A.A.2018/2019

Esercizio 2.1. Discutere, della sequente funzione f :R?> - R continuita, esi-
stenza delle derivate parziali e differenziabilita:

3 4
f(z,y) = iziizz (z,y) # (0,0)

0 (z,9) = (0,0).
Scrivere il valore del gradiente di f al variare di (x,y) € R?.

Facilmente si vede che la funzione f & continua in R? \ {(0,0)} in quanto
rapporto fra polinomi (usando il teorema di continuita del rapporto fra funzioni
continue). Calcoliamo le derivate parziali nei punti di R? \ {(0,0)}:

g .y) = 322 (2% +y?) - 2z(2® + y*)
oz YT (22 +y2)2 ’

30,2 02) _ 3, ,4
ﬁ(x’y): (e +y7) ~2y(a” +y)
Oy (22 +y?)?

Le derivate parziali quindi esistono in R? \ {(0,0)}. Quindi per (x,y) # (0,0)
abbiamo

Vi (z.y) 322(2? +92) - 2z(23 +yt) 43 (2 +9?) - 2y(2® +y?)
x,y) = .
Y (22 + y2)2 ) (22 + )2
Poiché il gradiente & continuo in R? \ {(0,0)}, per il teorema del differenziale
totale la funzione ¢ differenziabile per ogni (z,y) # (0,0).

Passiamo ora a studiare le proprieta di f nell’origine (0,0). Per la continuita

dobbiamo mostrare che

lim
(2,4)—(0,0)

f(x,y):O.

A questo scopo notiamo che per (z,y) # (0,0) possiamo ottenere le seguenti
maggiorazioni:

P ryt| Pyt a2 lal ey

x|+ 97,

|f(z,y)| =

22+y2| 7 a2+y2 a2+y? a2+y?
dove abbiamo usato che 22 < 22+y? e y* < 2?+y?. Valendo lim(, ,)(0,0) |2|+y* =
0, possiamo concludere che lim, ) (0,0) f(2, ) = 0, quindi f & continua in zero.
Quindi f & continua in tutto il dominio.

Studiamo ora ’esistenza delle derivate parziali in (0,0).

(9f T f(h,O)—f(0,0) 1 h_o_
5, (0:0) = lim = lim =1

- h h—-0 h ’
af 1 f(ovh)_f(070) BT hz—O_
or OO T iy O
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Concludiamo quindi che le derivate parziali esistono in tutto il dominio.
Studiamo ora la differenziabilita di f in (0,0). Dobbiamo vedere se possiamo
mostrare che vale

(z,)~(0,0) Va2 +y?
dove “” denota il prodotto scalare su R?, in particolare

Vf(0,0)~(:v7y) = (1,0)'(3?,3/) =T.

Calcoliamo il termine nel limite

(@) - £(0,0) - VF(0,0)- (zy) 0z
Va?+y? VaZ+y?

23 1yt — 23 ay?

(22 +y2)3/2
yt - ay?
(22 +y2)3/2 "

Se ci avviciniamo all’origine lungo la retta y =  troviamo che

f(t,t)—f(0,0)—Vf(0,0)'(t,t) -1

V2 + 12 C23/2)¢3/2
t
- (Vi)

dove il secondo addendo in parentesi non ammette limite per ¢ - 0. Quindi non
puo valere il limite (5).
Quindi f non ¢ differenziabile in (0,0).

Esercizio 2.2. Dato l'insieme
E = {(x,y) eR?: |y| <3z, 22+ 32},

determinare massimo e minimo della funzione f(x,y) = 2* —2% +y? nell’insieme
E dopo aver dimostrato che questi esistono.

La funzione ammette massimo e minimo su F in quanto l'insieme ¢ chiuso
e limitato (infatti & un sottinsieme della palla di R? di raggio \/2 centrata
nell’origine.

Osserviamo che l'insieme E & simmetrico rispeto all’asse delle x e vale
flx,y) = f(x,-y). Questa simmetria della funzione ci facilitera lo studio del
problema. Inoltre vale anche f(x,y) = f(-x,y), ma tale proprieta risulta utile
in questo caso solo nella ricerca dei punti critici.

Cerchiamo innanzitutto i punti critici di f, che risulta una funzione di classe
C*°, essendo un polinomio. I punti critici sono quindi solo i punti che soddisfano
Vf(z,y) =(0,0). Risolvendo quindi il sistema

2
V(z,y) = (42® - 22,2y) = (0,0) {Z@g 1)=0
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troviamo i punti critici (0,0) e (:I:%, 0). La matrice Hessiana della funzione &

1222-2 0
e -7 Y

Valutando questa nei punti critici otteniamo

-2 0 4 0
Hf(0,0):( 0 92 ), and Hf(i\k,o):( 0 2 )

Quindi lorigine & un punto di sella (un autovalore positivo e uno negativo), gli
altri due punto sono di minimo locale (due autovalori positivi). Poiché (%, 0) ¢

E, esso dovra essere considerato come possibile minimo della funzione f su E.
Quindi calcoliamo

1 1
* f(ﬁa O) =71
Passiamo alla seconda parte del problema. Abbiamo gia individuato un
punto interno candidato ad essere punto di minimo. Studiamo quindi la frontiera

dell’insieme E. Disegnando F notiamo che la sua frontiera presenta tre spigoli

nei punti (0,0) e (%, i%), che sono quindi da considerare fra i candidati punti

di estremo:
s f(070):07 s f(%vig):g
La parita della funzione nella variabile y ci permette di studiare solo 'insieme

E* ={(z,y) € E|y>0}. Questo accorgimento ci permette, dopo aver aggiunto
il punto candidato (v/2,0) con valore

o f(V2,0)=2

di studiare massimi e minimi locali negli insiemi

8-El = {((E,y) | Y= \/§$7 HARS (07%)}7

OB = {(2.y) |0 +y* =2, 2 ¢ (25,V2)).
La semplice sostituzione y = 3z ci permette di studiare gli estremi locali di f
su OF; tramite lo studio della funzione

g(x) = f(z,V3x) =a* -2+ 327 =2 + 227, 2 (0,%)

che e crescente nell’intervallo considerato in quanto

g (z) =42® + 4z = 4x(2* +1) >0, Yz >0.

Non ha quindi punti di estremo locale. La sostituzione y? = 2 — 22 ci permette
di studiare gli estremi locali di f su dF5 tramite lo studio della funzione

M) = f(2,9)]y2e0 02 = 2" —2® +2-2" =2" =222 +2, ze (%,\/ﬁ)

La derivata h'(z) = 42° — 4z = 4x(2% - 1) si annulla per z = -1,0,1, di cui 2 = 1
appartiene all’intervallo considerato. Quindi il candidato risulta (1,1) con

e f(1,1)=1
(Uno studio piu dettagliato porterebbe alla conclusione che si tratta di un mi-
nimo locale di h, ma non necessariamente di un minimo locale di f ristretta
all'insieme F).
Concludiamo, confrontando i candidati nelle formule segnate con e, che
ming f = —% e maxg f = 2.

13



Alternative: se non notiamo la parita della funzione rispetto all’asse x pos-
siamo semplicemente calcolare gli estremi locali di f sugli insiemi

6‘E1={(x,y)|y=\/§x,mE(O,%)},
aEinS = {(.I,y) ‘ y:_\/ng T € (Oa%)}a

bi
OE3" = {(z,9) | 2” +y* =2,y e (-2, ¥2)}.

I calcoli per OE%* sono analoghi a quelli per OF; gia visti sopra. Nel caso di

OFE%" si potrebbero scomodare i moltiplicatori di Lagrange. In questo caso il

punto (1/2,0) risolvera il sistema e non emergera da considerazioni legate alla

simmetria dell’insieme. Dobbiamo quindi risolvere:

22(22% - 1) = A\2x 22(222-1-X)=0
2y = N2y = <2y(1-X)=0
22+ y? =2 2 +y?=2.

Ha senso studiare prima la seconda equazione che porta alla scelta di y =0 o
A=1:
22(222-1-X) =0

y=0 = (z,y) = (V2,0),
22 =2

22(222 -2) =0 z=0 r=1

A=1 = {A=1 v x=1

22 +y?=2 y?=2 yi=1

Quindi troviamo i punti

(0,£V2), (21, +1).

I punti (v/2,0) e (1,+1) appartengono all’insieme dE4*® e vanno considerati. Si
noti infatti che il sistema impostato con i moltiplicatori di Lagrange ci da tutti
i punti di estremo locale di f sull’intera circonferenza di raggio v/2.

Infine si noti che tutti i punti di estremo trovati sono coerenti con le simme-
trie della funzione.

Esercizio 2.3. Data la funzione f:R? - R definita come
fay) = ay® - 2® =297 + 2,

determinarne i punti critici e la loro natura. Dire se la funzione ammette
massimi e minimi globali nel suo dominio.

Determinare inoltre massimo e minimo assoluto della funzione f ristretta
all’insieme

E={(z,y) eR* |y’ -1<a<T-y*},
dopo aver spiegato perché questi esistono.

Calcoliamo il gradiente

Vf(x,y):(y2_2l'+2, 2:Uy—4y)
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che si annulla nei punti che risolvono il sistema
2 2
-9 = = =
Y z+2=0 N 20 =2 y y =2
2y(z-2)=0 y=0 x=2
ovvero i punti (1,0) e (2,+v2). Per determinarne la natura calcoliamo la

matrice hessiana
2 2
Hf(x’y)‘( 2y 2x-4 )

e valutarla nei punti precedentemente trovati:

Hf(l,o):( _02 _04 ) Hf(2,i\/§):( i2_\2/§ i28/§ )

11 punto (1,0) risulta punto di massimo locale (due autovalori negativi), mentre
per gli altri punti troviamo un determinante negativo (quindi si tratta di punti
di sella).

Concludiamo che essendo

f(t,t) =t -3t* +1, Jim f(#,1) = xo0,
—+00

la funzione non ammette massimi e minimi assoluti su R2.

Passiamo ora allo studio di f ristretta all’insieme F. L’insieme e chiuso e
limitato. La limitezza si ottiene notando che

P -1<7-9y = ye[-2,2]

e che
1<y -1<a<T-y* <.

Quindi £ ¢ [-1,7] u[-2,2]. La funzione & continua su un compatto, quindi
ammette massimo e minimo. La funzione ammette massimo locale interno (1,0)
con valore

e f(1,0)=1.

Studiamo ora f sulla frontiera OF, che ¢ costituita dai due archi di parabola:

OBy ={(z,y) eR? |z =y -1,y (-2,2)}
={(z,y) eR?* |z =y - 1,2¢[-1,3)},

OEy :={(z,y) eR* |z =T-y*,ye(-2,2)}
~{(z,y) eR? |2 =7T-y*,y e (3,7]},

separati dai punti (3, +2) tali che
o f(3,£2)=1.
Studiando f ristretta a 0F; troviamo

gl(x):f(x7y)|y2=m+1 =r-2, 1’6[—1,3),
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che da come candidato punto (-1,0) tale che
o f(-1,0)=-3.
Analogamente, per f ristretta a 0F5 troviamo
g1(z) = f(@,y)|y2e7-0 = 222 + 11z - 14, x€(3,7],

che, essendo monotona decrescente da come candidato il punto di estremo (7,0)
tale che
e f(7,0)=-35.

Riassumendo troviamo, confrontando i candidati nelle formule segnate con e,
che ming f = -35 e maxg f = 1 (raggiunto in tre punti distinti).

Esercizio 2.4. Data la funzione f:R? - R definita come

f($>y7z):$2+y2_227

determinarne i punti critici e la loro natura.
Determinare inoltre massimo e minimo assoluto della funzione f ristretta
all’insiteme
E= {(m,y,z) eR3 |22 + 42 :z,y:ZQ},

dopo aver spiegato perché questi esistono.

La funzione f ammette come unico punto critico l'origine O = (0,0,0). Lo
studio della matrice hessiana in questo punto porta alla conclusione che si tratta
di un punto di sella (dettagli per esercizio).

Mostriamo che I'insieme chiuso F & anche limitato. A questo scopo scriviamo

Z=x"+yYy 2y =z = z2zZ,

che ha soluzioni z € [0,1]. A questo punto deve essere x? + y? = z < 1. Quindi
concludiamo ad esempio che

Ec[-1,1]x[-1,1] x[0,1].

Essendo la funzione continua, esistono massimo e minimo di f su E che si puo
scrivere come insieme di livello zero per la funzione

F(1'7y,Z):(1'2+y2—Z,y—22).

Per individuare i punti di estremo, usiamo il teorema dei moltiplicatori di
Lagrange. Dapprima notiamo che

2¢ 2 -1
JF(m7yaZ) :( 0 1y 92z )

non ha rango massimo se z = 0 e 4yz = 1. Nessun punto di F soddisfa queste
due richieste, infatti la validita della prima implica y? = z e y = 22, valide solo
se y =z =0 oppure y =z =1. Quindi Jr ha rango massimo in tutti i punti di F.
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Impostiamo quindi il sistema

22(1-\) =0
2x = X2z 20(1-N)=p
2y = X2y + pu = 22(u-1)=-X
-2z =-A—pu2z 22y’ =z

y=2°

e distinguiamo i casix =0e A= 1:
z=0
2y(1-A) =p
22(u-1)=-X = (z,9,2)€{(0,0,0),(0,1,1)}
Y=z
y =2z

(ignorando la seconda e terza equazione)

A=1
0=p
_1 _ (VT 11
2_5 = (xayvz)_(iT7Za§)
2_ 7
T =16
y=1

Riassumendo troviamo
e £(0,0,0)=0, e f(0,1,1)=0, o f(x¥l, 1 L)=1.
Concludiamo che ming f =0 e maxg f = i.
Esercizio 2.5. Data la funzione f:R% - R definita come
flay)=a® -2y +y? -2 —wy+2y - x,

determinarne i punti critici e la loro natura.
Determinare inoltre massimo e minimo assoluto della funzione f ristretta
all’insteme
B={(r,y) R |a® <y-1<a},

dopo aver spiegato perché questi esistono.
Calcoliamo gradiente ed hessiana della funzione f:
Vi(z,y)= 32?22y -20-y-1, 2®+2y -z +2),

6r-2y-2 -2z-1
Hf(x’y):( Cpee 2 )

Cerchiamo dove si annulla il gradiente:

{31; SrrysZeey=1=00 L ) e {(0,-1), (3:-5),(1,0)}

y=3(2*+z-2)
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dove i calcoli sono lasciati per esercizio. Valutiamo la matrice hessiana in questi

punti:
-8 -1 4 -3
Hf(oa_l)_( _1 2 )? Hf(lao)_( _3 2 )a

1 5 2 -2
Hf(ga_g):( _42 2 )

I primi due punti hanno matrice hessiana con determinante negativo, quindi
autovalori di segno opposto: sono punti di sella. Invece il terzo punto ha matrice
hessiana con determinante e traccia positivi, quindi due autovalori positivi: &
un punto di minimo locale con valore f (%, —g = _2751'

Passiamo allo studio di f ristretta all'insieme chiuso E, che risulta limitato
essendo E ¢ [0,1] x [1,2]: infatti dalla disequazione 22 <  segue che x € [0,1],
quindi troviamo 0 < 22 <y - 1<z <1 che porta a y € [1,2].

La funzione e continua, quindi per il teorema di Weierstrass, ha massimo
e minimo su E. Notiamo che il candidato %,—g) non appartiene a questo
insieme.

Studiamo quindi la frontiera OF, che risulta costituita da un segmento e un
arco di parabola.

OE; ={(z,y) eR? |y=x+1,2¢(0,1)},
OBy :={(z,y) eR* |y=2®+1,2¢(0,1)},
e dai punti (0,1) e (1,1) tali che

. FO,1)=F(1,1)=3.
La funzione f ristretta a 9F; porta alla funzione (calcoli per esercizio)
g(z)=...= 222+ 22 +3, z€(0,1),

con derivata ¢’(z) = -4z + 2 che si annulla in = = § con derivata seconda ne-
gativa individuando un punto di massimo locale (su dF;!). Abbiamo quindi il
candidato (1,2) con valore
13y_7
o f (5’ 5) =3

Similmente, la funzione f ristretta a 9F> porta alla funzione (calcoli per eserci-
zi0)

h(z)=...=22% -2z +3, xe€(0,1),

con derivata g'(x) = 4z -2 che si annulla in © = £ con derivata seconda positiva
individuando un punto di minimo locale (su 9E3!). Abbiamo quindi il candidato
1,2) con valore
. JED-1
Confrontando i valori assunti nei punti candidati, notiamo che ming f = % e
maxpg f = %

Esercizio 2.6. Data la funzione f:R% - R definita come

f(z,y) = zy® + by — 8y — 40y
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determinarne i punti critici e la loro natura.
Determinare inoltre gli eventuali punti di estremo vincolato della funzione f
ristretta all’insieme
E = {(a:,y) €R2|xy:2}.

Verificare se [ assume massimo e minimo assoluto su E (si chiedono i punti di
estremo, non il valore assunto!).

Calcoliamo gradiente ed hessiana della funzione f:

Vf(z.y) = (y° + 5y, 2zy + 5z — 16y — 40) ,

3 0 2y +5
Hf(‘”’y)‘( 2y+5 2z-16 )

Cerchiamo dove si annulla il gradiente:

y(y+5) =0 _ Jy=0 Jy=-5
2zy +5x - 16y -40=0 =38 =8
e valutiamo la matrice hessiana in questi punti:

Hf(s,O):( - ) Hf(s,—5):( 0 )

Concludiamo quindi che i punti sono entrambi di sella essendo negativi i deter-
minanti delle due matrici.

Passiamo ora allo studio di f ristretto ad E, insieme chiuso e non limitato:
¢ un’iperbole equilatera. Notiamo che i valori assunti dalla funzione f su E
possono essere espressi rispetto alla sola variabile y:

9(Y) = F(@,Y)|uy=2 =2y + 10— 8y* - 40y = -8y> - 38y + 10, y 0.

Poiché ¢'(x) = —16y — 38 si annulla per y = %2 con derivata seconda negativa
troviamo che il punto (—%,—18—9) ¢ punto di massimo locale di f ristretta ad

E (si noti che la consegna non chiede il valore assunto). Facilmente notiamo
inoltre che

lim  f(x,y)= lim g(z)=-o00
(z,y) e E y—>&00
Y —> o0

quindi f|g non ammette minimo assoluto. Invece
lim — f(z,y) = limg(x) =0,
E y—=0

(z,y) €

T — £00

che porta a concludere che f|g ammette massimo assoluto nel punto (_E -1

19'° 8
precedentemente individuato.

2.2 A.A. 2019/2020

Esercizio 2.7. Classificare i punti critici della funzione f : R? - R definita
come
flx,y) = 2y? — 2y(sinx + cosx) +sin(2z) .
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Disegnare l’insieme
2
E={(z,y) eR*: [z| <, |xy| < 1}
e determinare, se esistono,
I%lan , Hﬂlgxf ; rnElnf , m]gxf.

Dopo aver notato che la funzione & di classe almeno C?, calcoliamo gradiente
e matrice hessiana:

Vf(z,y) =(-2ycosz +2ysinz +2cos(2z), 4y — 2(sinx + cosz))

2ysinz + 2y cosx —4sin(2x) -2cosz +2sinx
—2cosx +2sinzx 4

o) -
Cerchiamo i punti in cui si annulla il gradiente risolvendo il sistema

{005(21‘) =y(cosx —sinx) {605(255) = 1 (sinz + cosz)(cosz — sinx)
=

y = 3(sinz + cosz) y = 3(sinz + cosz)

{3008(2:5):0 N {:U: T+kS

y = +(sinz + cosz) y = 3(sinz + cosz)

da cui troviamo i punti candidati

(iﬁ+2kﬂ',§), (%71‘+2k71’,0)7 (%77+2k‘77,—§), (%77+2k‘7r,0).

In corrispondenza di questi punti valutiamo la matrice hessiana:

1 sy [ -2 0 3 [ 4 2v2
Hf(47r+2k71',2)—( 0 4 )Hf(4ﬂ'+2kﬂ',0)—( oS5 4
5 sy [ -2 0 7 _ 4 -2V2
Hf(4ﬂ'+2kﬂ',—2)—( 0 4 )Hf(4ﬂ'+2k:ﬂ',0)—( o5 4
Osserviamo che (iw + 2k, %) e (gw + 2k, %) sono punti di sella essendo

il determinante della matrice hessiana negativo in questi punti. Gli altri pre-
sentano determinante positivio, quindi dal segno della traccia segue che i punti

(%7‘(‘ + 2k, 0) e (%ﬂ' + 2k, O) sono tutti minimi locali stretti con valore

. f(%w+2k7r,0):f(%7r+2k7r,0):—1.

La funzione ¢ periodica di periodo 27 nella x e limitata inferiormente, ma non
superiormente, infatti

22 —dy—1< f(x,y) <2y° +4y+1.

Quindi un eventuale minimo sara raggiunto ad esempio nell’insieme [0, 27] x R.
Poiché limy, |, ;0 2y?~4y~1 = +oo allora la funzione f ammettera minimo (infatti
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ogni successione che tende a inf[g 25)«r f sara contenuta in un insieme limitato,
quindi compatto e ammettera una sottosuccessione convergente ad un punto che
sard punto di minimo). Quindi vale mingz f = —1.

L’insieme F & chiuso ma non limitato, infatti contiene ’asse y. Inoltre la
funzione g(y) = £(0,y) = 2y — 2y & superiormente illimitata, quindi la funzione
non ammette massimo su E. Notiamo poi che il minimo globale di f viene
raggiunto in un punto appartenente ad F, quindi ming f = —1.

Esercizio 2.8. Determinare la continuitd e differenziabilita di f : R? > R al
variare di B € R:

)o@l £ (0,0),
— Te+y
f(@,y) { 3 (z,y) = (0,0).

Notiamo che f(x,0) = 1 per ogni x # 0, quindi la funzione f non ¢ continua
se # # 1. Quindi consideriamo da qui in avanti solo il caso 8 =1. Nel caso 5 # 1
avremo che f sard continua e differenziabile in R? \ {(0,0)} prevedendo che le
derivate parziali di f saranno rapporti tra polinomi, quindi funzioni continue
che permetteranno di applicare il teorema del differenziale totale. Per verificare
la continuita in questo caso dobbiamo mostrare che

2, .3
flz,y)-1= lim ry-y.

0 —_
(2,9)~(0,0) 22 +y?

= lim
(z,y)—~(0,0)
La tesi segue dalle seguenti maggiorazioni

.T2y _ y3

P+l =00
x? +y?

0.
z2? +y?

IA

Calcoliamo le derivate parziali nell’origine:

g(o,()):hm—f(t’o)_f(o’o) lim 21 2o,

Oz =0 t t~0 ¢

g(0,0) :Hmw :hmM - 1.
ox t—0 t t—0 t

La funzione non ¢ differenziabile, infatti dalla stima

f(aay) ~ f(070) ~ Vf(070) ) (1‘,:[/)

S 1 (0,1 - (2,)
Va2 +y?

notiamo che ponendo (x,y) = (¢,t) (ovvero considerando la restrizione sulla

222y
(22 +y2)3/2

. . 3 . . .
retta y = z troviamo la funzione % che non ammette limite in zero.

Esercizio 2.9. Data la funzione f:R3 - R definita come
ez
1+227

f(a:,y,z) =

studiare il carattere dei suoi punti critici. Quindi individuare minimo e massimo
di f sull’insieme
E= {(w,y,z) eR3 | 22 + 4> S2}.
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Dopo aver notato che la funzione & di classe almeno C? su R3, calcoliamo il
gradiente e la matrice hessiana:

z z 1-22
z,y,2) = |ye™ ——, ze™ e™
vi(z.9,2) (y 1+22 1+22° (1+22)2)’
z 1-22
y2ew1+z2 (1+xy)exy1+22 yewy(1+222)2
z 1-2

Hi(x,y,2) = 1+ Ty 27y vy~ %
7(2:9:2) (1+zy)e 1+ 22 e 2 e (1+22)2
e 1-22 etV 1-22 emy22(22_3)

(1+22)2 (1+22)2 (1+22)3

Per trovare i punti dove si annulla il gradiente dobbiamo risolvere il seguente
sistema

yz=0 yz =0 40
zz=0 = xz=0 = z=0
1-22=0 z==1 z ==l

e poi valutare la matrice hessiana nei punti trovati

0 %3 O
H(0,0,+1) = :t% 0 0
F5 0 0

Per quanto riguarda il punto (0,0, 1) abbiamo l’autovalore —% e un determinante

positivo, quindi i possibili segno degli autovalori sono + + + oppure + — —. Ne
consegue che 'unica alternativa possibile e la seconda. Siamo quindi in presenza
di un punto di sella. Per quanto riguarda il punto (0,0, -1) abbiamo I’autovalore
% e un determinante negativo, quindi i possibili segno degli autovalori sono —++
oppure — — —. Ne consegue che I'unica alternativa possibile & la prima. Siamo
quindi in presenza di un altro punto di sella. Non abbiamo quindi candidati

punti di minimo o massimo locale per f.

Passiamo ora allo studio di massimo e minimo su F. Osserviamo innanzitut-
to che F non e limitato, ma e chiuso. Tuttavia applicando il teorema di Weier-
strass la funzione e® ammette massimo sull’insieme {(z,y) € R? | 2% + y2 < 2},
che chiamiamo M. Quindi abbiamo

z

|Z|—>oo

fe.2) < M |

1+ 22

La funzione f ¢ quindi limitata su E. Cerchiamo i punti di estremo locale su
OE = {(z,y,2) € R® | 2% + y? = 2} adottando il metodo dei moltiplicatori di
Lagrange. Dobbiamo quindi risolvere il sistema

ye™ iz = A\ i%ye“’y =z
xe™Y 1+ZZ§ =)y - +1ze™ = \y
e"”yi(ll;;)g =0 z==1

221 y? =2 221 y? =2
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e sostituendo p = £2\ troviamo

ye' = px ye™ = pe~ ™y y(e*™ —p?) =0
Ty Y = Y =

e ©y - ze Ky - ze Ky

z=+1 z=4+]1 z=+1

22 +y?=2 2?2 +y?=2 22 +y? =2

di cui distinguo i casi y =0 e e”¥ = +pu, di cui il primo, notiamo, non porta a
soluzioni:

y=0 e™ =z
z=0 y T ==y
z=+1 z==+1

22 +y? =2 22+ =2

Il sistema a destra porta alle soluzioni elencate qui sotto, di cui calcoliamo subito
i valori

f(L,1,1) =35 f(1,1,-1) =5
fQ,-1,1) = 5 F(1,-1,-1) = -+
f(-1,1,1) = & f(-1,1,-1) = -
F-1-1,1) =5 F(-1,-1,-1) = -
Concludiamo quindi che f ha minimo -$ e massimo §.

Esercizio 2.10. Della sequente funzione f : R - R determinare i punti del
dominio in cui € continua e quelli in cui e differenziabile.
xyz
—— (z,y,2) #(0,0,0
f(x7y,z): .’1,‘2+y2+22 ( 7y7 ) ( i ) )7
(z,9,2) =(0,0,0).

Consideriamo un punto diverso dall’origine. In questo caso la funzione ¢ con-
tinua e differenziabile, infatti possiamo calcolare le derivate parziali facilmente
usando le usuali regole di derivazione e notare che anche queste sono continue nei
punti diversi dall’origine (calcolare per esercizio il gradiente di f). Quindi usan-
do il teorema del differenziale totale, notiamo che la funzione ¢ differenziabile
in ogni punto diverso dall’origine.

Studiamo ora la continuita di f nell’origine. Essa & conseguenza immediata
delle seguenti stime:

(x2+y2+z2)3/2

2 +y? + 22

TYZ

= (lﬂ +y?+ 22)1/2 (9071172);50,0,0) 0

2 +y? + 22
dove abbiamo usato che
max{|z], [y, |2} = [ (2,9, 2) |0 < | (2,7, 2) |2 = (2° +3° + 2°)'/2.

Notiamo che f(z,0,0) = f(0,y,0) = f(0,0,2) = 0 da cui segue

v £(0,0,0) = (0,0,0).
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Quindi per studiare la differenziabilita di f dobbiamo controllare se il seguente
limite da valore zero:
Jﬂfy%ﬁ -0- ((0,0,0) ) (xvyaz)>

.
(x,y,z)lE%0,0,0) (22 +y2 +22)1/2

I Yz
= im B A—
(2,5,2)~(0,0,0) (22 + y2 + 22)3/2

Tale limite non fa zero, infatti se ci avviciniamo all’origine lungo la semiretta
r(t) = (t,t,t), t >0 troviamo

TYZ 3 10t

SE S - o120,
(@ + 92+ 202y P

Concludiamo quindi che la funzione f ¢ continua ma non differenziabile nell’o-
rigine.
Esercizio 2.11. Dato l'insieme

E={(z,y,2) eR®|32® <y?+ 2> <12}

e la funzione f: E - R definita come f(x,y,z) = xQe_(sz’sz’Zz), determinare

massimo e minimo di f su E e i punti in cui questi sono raggiunti.

La funzione ¢ di classe almeno C2, ne calcoliamo il gradiente:
Vi(z,y,2) = (22(1-27), -227y, —2x22)e_(‘”2+y2+22)
I punti in cui si annulla il gradiente sono:
(0,9,2), con (y,2) eR*, («1,0,0).

Di questi, solo lorigine appartiene all’insieme F (alla frontiera di E per 'esat-
tezza). Notiamo che f(0,0,0) = 0.

L’esercizio diventa piu semplice notando le simmetrie della funzione e del-
I’insieme, trovarle per esercizio.

La frontiera di E puo essere cosi descritta:

OF = {(z,y,2) e R? | 32 =y + 22 |z| < 2}
u{(z,y,2) e R® | y? + 22 =12, |z] < 2}
u{(z,y,2) e R*|y® +2° =12, |2| = 2} U {0,0,0}.
Sul sottinsieme della frontiera F; = {(x,y,2) € R® | 32% = y? + 22 |z| < 2}
abbiamo, usando l'identita 322 = y2 + 22

9 (2242422 2 _dg?
(r+y+z):$e L

flz,y,2) =x%e

Consideriamo quindi la funzione ¢ : (-2,2) — R, definita come g(x) = a2e 47"

Troviamo )
g (x) = 22(1 - 4z%)e™*
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che si annulla per z =0, 1%7 dove la funzione assume i valori

9(0)=0,  g(=})= .

In modo analogo possiamo considerare il pezzo di frontiera Fy = {(z,y,2) €
R? | y? + 22 = 12, |z| < 2}. In questi punti abbiamo:

f(z,y,2) = 22~ (@ Hy?42) _ 2 ~(2?412)

La funzione h: (-2,2) > R, h(z) = 22e~(*"+12) 1 derivata
R (z) =22(1- 3:2)6_('%2“2)

che si annulla per z =0,+1. Troviamo
h(0)=0,  h(zl)=e'3.

Infine nei punti di F3 = {(7,y,2) € R? | y? + 22 = 12,|z| = 2} la funzione vale
sempre 4e16.

Dei candidati trovati il valore minimo ¢ 0, il massimo & (4e)™!. Troviamo
quindi che f ha minimo zero (non & sorprendente visto che la funzione f & non
negativa) e ha massimo (4e)~!. Essi sono raggiunti nei punti:

fl50) = {(z,y,2) e E| 2 =0},
A (L) ={(x,y,2) e E|z =21 2% +y? = 3},

Esercizio 2.12. Della sequente funzione f : R? - R discutere continuitd e
differenziabilita in O = (0,0):

ﬂmwzswxﬁlé (z,9) #(0,0),
0 (z,y) = (0,0).

Discutere dal punto di vista puramente teorico (ovvero senza fare i calcoli) la
procedura da adottare per dimostrare continuita e differenziabilita della stessa
funzione negli altri punti del suo dominio.

Notiamo che, se conoscessimo la validita del seguente limite

lim x> r7y =0
(2.9)—(0,0) 22+ 12

allora avremmo

.2
lim sin’ z r7Y | 1 Smxe r7y =1-0=0.
(z.4)~(0,0) z2+y%  (2y)-(00) 2 2 +y?

Mostriamo la validita del primo limite con le seguenti maggiorazioni

z2 (z,)~(0,0)

r-y
’ " ([ +lyD) < el +[y] = "—""0.

z? +y?

T a2+
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La funzione f quindi ¢ continua nell’origine. Calcoliamo le derivate parziali
nell’origine:

sin® ¢ .2
t _ A0 t
97 (0,0) = 1ig LEO SO0 _ppp T 70y sint g
Oz t—0 t t—0 t t—>0 t2
ox t—0 t t—0 ¢

Dobbiamo controllare se il seguente limite vale zero:

sinfz 2L g
lim Ty

@)=(00) /22 + 2

La risposta ¢ no, infatti ponendoci sulla semiretta r(t) = (¢,t), t > 0, troviamo

c 2 T-y
Sin $7x2+y2 x _ t B

2. .2 T
VITHEY @)=t 4

La funzione quindi non e differenziabile nell’origine.

Per la seconda parte dell’esercizio, ragioniamo come segue. La funzione e
continua e differenziabile, infatti possiamo calcolare le derivate parziali facil-
mente usando le usuali regole di derivazione e notare che anche queste sono
continue nei punti diversi dall’origine (calcolare per esercizio il gradiente d f).
Quindi usando il teorema del differenziale totale, notiamo che la funzione &
differenziabile in ogni punto diverso dall’origine.

Esercizio 2.13. Classifica i punti critici della funzione f : R? - R definita
come f(x,y) =y - 2%y —y? + 22
Disegna l'insieme

E={(z,y) eR?*|2® <2-y<4}

e determina massimo e minimo della funzione f su E e i punti in cui sono
raggiunti.

Calcoliamo il gradiente della funzione
Vi(z,y, 2) = (—2zy + 2z, 3y* - 2 - 2)
e cerchiamo dove si annulla (scrivere per esercizio i calcoli). Troviamo i punti
(0,0), (0,2), (1,%1).
Calcoliamo la matrice Hessiana
Hy(z,y) = ( 2—_2? 61_/2—x2 )
e la valutiamo nei punti critici trovati precedentemente e troviamo

Hf(o,()):(g _02) He(0,3 :( i (1)) Hf(il’l):( ;02 ¥42)
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che ci permette di concludere che (0, %) ¢ un punto di minimo locale con valore

® f(oa%):_%a

mentre gli altri sono punti di sella.
Passiamo ora allo studio di massimo e minimo su E. La frontiera di E si
puo scrivere come

OF = {(z,y) eR?* |y =227, |z| < 2}
U{(z,y) e R? |y = -2, o] < 2} U {(2,-2)} .
Valutiamo innanzitutto la funzione f nei punti (2, -2):
d f(i27 _2) =0.

Consideriamo ora i punti {(x,y) e R? |y =2 - 22, |z| < 2}, per i quali troviamo
che vale

flry)=y*-3y+2, ye[-2,2].

Ha senso considerare la funzione g : [-2,2] - R, g(y) = ¥ — 3y + 2 con derivata
g'(y) = 3(y? = 1) che si annulla per y = +1. Quindi i candidati estremi sono
(£1,1) e (£V/3,-1) per cui troviamo:

o f(x1,1)=0, e f(£V/3,-1)=4.
Dobbiamo ricordarci di aggiungere come candidato il valore assunto per y = 2:
e f(0,2)=4.
Invece, se consideriamo i punti {(x,y) e R? | y = -2, |z| < 2} troviamo
f(z,y) =322 -12

Qui ha senso considerare la funzione h : [-2,2] - R, g(z) = 322~ 12 con minimo
in = 0. Abbiamo quindi 'ultimo candidato (0,-2) con valore

o f(0,-2)=-12.
Quindi la funzione f, ristretta ad E ha massimo 4 e minimo —12.

Esercizio 2.14. Disegna l'insieme A = {(x,y) e R? : e3* <y <e?® |2/ <5} e
determina, se esistono, il massimo e il minimo della funzione f: A - R definita
come f(x,y) = 3o 10y,

Il disegno & omesso.
Riscriviamo la funzione come f(x,y) = e3¥/y. Notiamo che il gradiente &

sempre non nullo:
837; eSw
Vf(x,y): Sia_T .
Y Y

Quindi non abbiamo punti critici all’interno di A. Notiamo inoltre che E' & chiuso
e limitato. In particolare abbiamo E ¢ [-5,0] x (0,1].
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Consideriamo quindi il bordo OFE. Esso ¢ costituito da tre curve di equazioni
vty =€y iy =e* ~3:2=-5 La restrizione di f a queste risulta,
nell’ordine,

fln (2,y) = f(2,6%) =1,
f|’yz(‘r7y) = f(x’elr) = ex’
Fls (@) = F(=5,y) =P [y.
La prima € una funzione costante, le altre sono funzioni monotone, quindi non

troviamo punti di estremo su queste. Sono invece da considerare tutti i punti
della prima curva. Restano da considerare gli ”spigoli” di OE:

f(—5,e_15):1,f(—5,e_10):e_s,f(071):1,

da cui deduciamo che maxg f =1 e ming f = e™.
Esercizio 2.15. Data la funzione f:R® — R definita come f(x,y,2) = 2zyz e
l'insieme
E={(z,y,2) eR®: 2® + 92 + 22 =3, a2y = 2},
1. determinare per quali punti di E non ¢é possibile applicare il teorema dei

moltiplicatori di Lagrange al fine di determinare i massimi e minims di f
su F;

ii. determinare massimo e minimo di f su E, con metodo a piacere.

Si noti che I'insieme E ha interno vuoto ed ¢ intersezione delle due superfici
individuate dalle equazioni date. Ci aspettiamo quindi un oggetto simile ad una
curva, o piu curve.

Non possiamo applicare il teorema dei moltiplicatori di Lagrange se il rango
della matrice Jacobiana della funzione che descrive i vincoli non € massimo.
Abbiamo, scrivendolo in modo comodo per i calcoli successivi, il vincolo

F(%yaz)z(%($2+92+22)—%,$y—2’)=(0a0)

con matrice Jacobiana

T z
JF(IayVZ):( y ?;. -1 )

Essa non ha rango massimo se tutte le sottomatrici 2x2 hanno determiante nullo.

ZL‘Q—yQZO
x+yz=0
y+xz=0

Da cui abbiamo la seguente possibilita = = £y, quindi

T=y T =-y
z(l+2)=0 v {z(l-2)=0
2z(1+2)=0 2(1-2)=0
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Dal primo sistema otteniamo i punti del tipo (0,0,2) oppure (z,z,-1), dal
secondo i punti del tipo (0,0, z) oppure (x,-z,1). Notiamo che nessuno dei
punti puo appartenere all’insieme F

(0,0,2’)6E:>z:xy:030:x2+y2+22:3 é7
(Z‘,l’,—l)GEﬁ—l:z:zy:x2 é,
(z,-z,1)e E=>1=z=xy=-2> .
Possiamo applicare il teorema dei moltiplicatori di Lagrange in ogni punto di
E.

Passiamo alla ricerca di massimo e minimo su E, proprio usando il teorema
dei moltiplicatori di Lagrange. Dobbiamo risolvere il seguente sistema

Yz = Ax + puy
Tz = A\Y + ur
TY=Az— |1
Ty =2

2?2 +9%+2%2=3
Sommiamo le prime due equazioni ottenendo il nuovo sistema equivalente

(+y)(z=A-p)=0

Tz =AY+ px
TY=Az— U
TYy=2

2?2 +y?+22=3

da cui separiamo i due casi

T=-y Z=A+p
Mxz-y)=0
v TY=Az—-p
2% =2 Ty =2
202 +24=3 2+y?+22=3

Dal primo sistema ricaviamo, nell’ultima equazione x = +1 da cui i punti (1,-1,-1)
e (-1,1,-1). Dal secondo sistema distiguiamo i due casi A=0e z =y

Z=A+pu Z=l
T=y A=0
Vo lay=-—p
2% =z Ty =
202+ 24 =3 22y +22=3

Dal primo sistema, in modo analogo a quanto fatto prima troviamo i punti
(1,1,1) e (-1,-1,1), mentre dal secondo notiamo che la terza e la quarta equa-
zione portano a z = —p, che unita alla prima ci da z = g = 0. Quindi zy = 0 unito
az?+y?=3cidaipunti (£/3,0,0) e (0,£/3,0).
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Concludiamo che abbiamo trovato 8 candidati con valori:
f(x1,+1,1) =2, f(£1,%1,-1) =2, f(+V3,0,0)=0, f(0,+V/3,0)=0.
Quindi ming f =0 e maxg f=2.
Nota: se invece consideriamo l’insieme
F={(z,y,2) eR*: 2® +y? + 22 =9, ay = 2},
il procedimento & molto simile, ma fissato n = /1/10 - 1, troveremo nell’or-

dine i seguenti candidati: dapprima (n,-1,17%) e (-n,+n,7?), poi (n,1,17%) e
(-n,.n,n?), infine i punti (+3,0,0) e (0,+3,0).

3 Integrazione
3.1 A.A. 2018/2019
Esercizio 3.1. Calcolare l'integrale /]Vydxdydz dove

V={(z,y,2) eR® : a® +y° <2<,y >},

Possiamo descrivere l'insieme V' nel seguente modo, intuendo la possibilita
di integrare per fili:

V ={(z,y,2) eR® : (z,y) e U, 2> +y* <z <2z},
U={(z,y) eR? : 2% +9* <2z, y>x}.

Quindi avremo

2x
I:ﬂ yd:cdydz:/]([ ydz) dxdy
14 U r2+y2
:/]Uy(Qas—x2—y2)dxdy.

L’insieme U puo essere visualizzato in coordinate polari come

UPOI = {(pae) ‘ 96 [%7%]7p€ [0726089]}'

Otteniamo quindi

z 2cos 6
I:ﬁQ (/ pp51119(2p0059—p2)dp)d9
z 0
4

% ) 2cosf 3 N
:ﬁ sin 6 f 2p°cosf —p=dp|db
z 0

™ 4 5 2cosf
:[QSine Qp—cos@—p— do
4 5],

= fgsinﬁ[SCOSSH— %COSSH] do

1
[—f cos® 9]
6
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Esercizio 3.2. Calcolare lintegrale ff/; ida:dydz dove
Ty

E:{(x,y,z)eR?’ y§x§z234y,m2§y32x2,z20}.

Possiamo descrivere I'insieme E nel seguente modo, intuendo la possibilita
di integrare per fili:
E={(z,9,2) € R*

c(zy) e FoVr<z<2/y},
F={(z,y)eR? : y<x<dy, 2* <y<2z?}.
Quindi avremo

I- f[fExydxdydz—[foly([%\/yzdz) dxdy
/fpxy[ ] d$dy_2/fp4y -d

zy
A questo punto notiamo che, introducendo le variabili

m=ylz, a=y/z’
possiamo riscrivere I'insieme F'\{(0,0)} nel seguente modo qualora adottassimo
tale cambio di variabili:

F={(m.a)|me]

Cerchiamo il diffeomorfismo inverso ®(

1.1],a€[1,2]}.

m,a) = (z,y):
22y m
r=—==—
y T o oa
y? 2 m?
y = —2 _—= —
x? oy a
di cui calcoliamo lo Jacobiano e il valore assoluto del determinante
1 m
a  a g
J‘i’(maa) = 2m m2 ) |det<]'1>(m7a)|:37
a a?

Quindi, con il cambio di variabili otteniamo

m
f/ 3—dmda
2
3 1 2 391 27
_ -2 2 -172 _ _
_ifi(éhn—l)dmfl a da—§[2m —m]i[a ]1—§§§—3—.

Esercizio 3.3. Calcolare il baricentro del corpo C, avente densita costante p = 2
che si ottiene ruotando l’insieme

F:{(y72)€R2IOSySz,y2+z2g2y}

di un angolo di 2w attorno all’asse y
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L’insieme C' puo essere scritto in coordinate cilindriche come
Ceit = {(r,0,2) €R* : 9 € [0,27], (r,2) e '},

quindi avremo

2m
M:[f dxdydz:f dﬂ/f rdrdz:Qﬂ'f[ rdrdz,
c 0 F F
2w
Mzsz/zdxdydz:/ dﬁf/ rzdrdz:27r/f rzdrdz.
c 0 F F

Il baricentro sard il punto G = (0,0,2¢) dove zg = M./M, dove le prime
coordinate saranno nulle data la simmetria cilindrica dell’insieme.
L’insieme F' puo essere visto in coordinate polari

Fyot = {(p,0) 10 €[0,5], pe[0,2c0s6] )

(per esercizio rifare I'esercizio visualizzando U'insieme C' direttamente in coordi-
nate sferiche). Possiamo quindi calcolare

% 2cos 6 % p3 2cosf
M:f (f dpppcos@)d@z f [] cos 0df
0 0 0 3 1y
:§ Zcos4t9d9:...:§37r+8:37T+8,
3 Jo 3 32 12

dove abbiamo usato che

[cos40d9:sin900839+/3sin20(:0829d9

=sin0c0539+3/00520d9—3fcos49d9

da cui

fzcos‘ledﬁz [1 (Sin&c0830+3s1n0cos0+0)]4 _ 37r+8.
0 4 2 0 32

Il secondo integrale risulta

% 2cos 6
Mz:f (/ dpppcos@psin@)d@
0 0

4 2cos @
:f4sin90050[p]
0 4

d9:4fzsin9cos50d0
0

0
1 T 27 7
= 4 — | = 69 4 = — — = —
ol =351
Quindi concludiamo che
M, 7 12 7

ZG: = — = .
M 1237+8 3m+8

Esercizio 3.4. Calcolare il momento d’inerzia rispetto all’azze z del solido,
avente densita costante p =1, definito come segue

F={(z,y,2) R’ : 0<a<z,0<y<1-z}.
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L’integrale puo essere risolto per fili osservando che
F={(z,y,2) eR’ : (,2) e E,0<y<1-z},
E={(z,2)eR*: 0<z<2<1}

(sono possibili altre risoluzioni per fili, questa non & l'unica scelta).

I, = /f/ 22 +y? dedydz
F
1-z
= ﬂ ([ z? +y2 dy) dxdz
E\Jo

:ﬂ[x2y+ 93]1_ dacdz—f/ ?(1-z)+ (1—Z)3d$dz
0
:/01[(1_2)+ (1-2)% ]0

1
= gfo 2(1-2)+(1-2)>zdz.

Notiamo, effettuando la sostituzione s =1 - z che

fole(l—z)dzzﬁl(l—s)gsds,

ottenendo quindi

dove
F= {(acy,z)eR3|z <a?eyicl-22 —\/_y<x<y}

Possiamo scrivere in coordinate sferiche (6, ¢, p) I'insieme F' come

Fog = [4m, 3n) x [4m, 3] x [0,1],

1= Me dxdydz

:flﬁ d@f d(p/ dp p? sin p eP <5 ¢
5 1 1

— Y- _pcosyp

7T(6 4)/0 pLle”]

7 1 Lp _Lp
=—7 p(eﬁ -e V2 )dp

ottenendo quindi

‘ﬂ'dp

T

L SN

12 Jo

1
= 87‘( /0 p sinh(%p) dp
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che possiamo integrare per parti ottenendo

R
= gw [p\/§ cosh(%p) - QSinh(%P)]O
=7 [V2 cosh(L) - 2sinh( L) .

Esercizio 3.6. Calcolare

2, .2
e+
f 2y dxdydz
F oz
dove
F= {(a:,y,z) eR? |2z <2t + 227y + y* <5z, 3z <a? + 4P §4z}.
Possiamo vedere 'insieme F' in coordinate cilindriche come

Fo={(r,0,2)| (r,2) e E, 6 €[0,27]},
EZ{(T,Z)e|22:§7"4§5z,3z$r2§4;<:}7

cosl da ottenere

I:fffo

2
Y dadyd: = f a6 ff T—erdz
E z
—27r/f r—drdz
E Z

Mediante il cambio di variabili
a=p'fz, b=z,
possiamo vedere I'insieme F nelle nuove variabili come
E={(a,b)|2<a<5,3<b<4}.

Calcoliamo il diffeomorfismo inverso

4 2
{ LT s ()= 0(ab) = (b, a7,
L )

la matrice jacobiana e il suo determinante

Joaty=( . 0 ~2ab™? |det Jo (a, b)) = 1/%-7/2
*(a,0) = %a_1/2b—1/2 —%al/zb‘3/2 ) et Jola,

Quindi otteniamo

3/2b 3/2 1 i
/2,-7/2
I- 27rf da/ 5l

:wf daf bl db=3rInd.
2 3
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3.2 A.A.2019/2020

Esercizio 3.7. Determinare il baricentro del corpo a densita costante p =2 che
occupa la porzione di spazio

C={(z,y,2) eR® : 2® +y? + 2> < a2 +y2 + 22 - 2}.

Il risultato non cambia se prendiamo p = 1. Usando coordinate sferiche
'equazione che descrive l'insieme C' diventa p? < p(1 - cos¢p), quindi 0 < p <
1-cosg. Le coordinate angolari non hanno restrizioni: 6 € [0,27] e ¢ € [0,7].
La simmetria cilindrica dell’insieme ci suggerisce le prime due coordinate del
baricentro: G = (0,0, z¢) con

M zdzdydz

G- Mo dedydz

Calcoliamo i due integrali:

2T ™ 1-cos ¢
ff drdydz = f a6 [ dop f 2 sin o
C 0 0 0

- p3 l1-cos¢
=27 f desing | —
0 3 1y

2 s
= gﬂ'[ (1-cosp)®sinpdp
0

2 T1 ™1

< 5[] < grrt=

2T ™ 1-cos ¢
/I[ zdxdydz:f dQ[ dgp[ p>singcos o
c 0 0 0
- 4 7l-cosp
:27rf d(psingpcosgp[p]
0 4,

1 ™
=3 f dgsin @ cos p(1 - cos p)? (s=1-cosyp)
0

= 17r 2(1 ~s)stds = 17r[ls5 - l56]2
2 Jo S27 57 67 o
L 1105 106 32
257'['[52 _62 ]:—BT(.
Quindi troviamo
32m 3 4
2g=—-————=—-—.
15 8w 5

sin

2
(2x) dxdy dove

Esercizio 3.8. Calcolare ﬂ
E Yy

E:{(w,y)e[O,w/Q]xR : ygsinmSQy;ygcosacgiSy}.

L’integrale si risolve impostando il cambio di variabili

A= sinz %:tanx
Y = 9 . 2 2 2
B = cosz 1=cos?z +sin“ z = (Ay)* + (By)
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da cui troviamo

T = arctan%
y= (A2 +B2)—1/2

che ha matrice jacobiana

11 1.4
Jo(A,B) = 1y B gy B2
(A2 + B2 U2, (~A) (A%+B2?)Y2.(-B)

~ (A2 +BQ)’1B (A2+BQ)’1(—A)
- ( (A2 + B2)’3/2(—A) (A2 + BQ)’3/2(—B) )
tale che

|det Jo (A, B)| = (A% + B%)™/2,

In alternativa possiamo calcolare

cosT _sinx
Jp-1 (.’E,y) = ( _szlan _cgjzr ) |det Jo1 (‘T7y)| = y73 = (A2 + B2)73/2
Y y?

dove per il passaggio finale dobbiamo comunque riuscire ad esprimere y rispetto

ad A e B.
Quindi l'integrale richiesto si calcola nel modo seguente:

I [/ sm(ZQm) ddy = [/ oSNz Cosxdxdy
E Yy E Yy Y

2 3
:f dA/ AB2AB(A? + B?) ™5/
1 1

- fl2dAA[(A2 + B2 (-2)]

- f12 2A[(A2+9) Y2 - (42 +1) 2] dA

=-2[(A%?+9)/? - (A% + 1)1/2]?

-2 [ VI3~ VB VIO + V3] -2 [V VIO~ VE- VT3]
Verificare per esercizio che I'argomento della parentesi quadra e positivo.

Esercizio 3.9. Calcola il momento d’inerzia rispetto all’asse z del corpo di
densita di massa pu(x,y,z) =23 che occupa la regione di spazio

E={(r,y,2)eR*|0<y<z<a<a®+y* <1}.
L’insieme E puo essere riscritto come

E={(z,y,2) eR*| (z,9) e E,<y<z<a}
E={(z,y)eR*|0<y<a<a®+y? <1},
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Tale possibilita ci suggerisce di integrare per fili

I- fff +y dxdydz—/](f z* Y dz)dz:dy
:fff +y ([y dz)dxdy
I

L’insieme E puo essere visto in coordinate polari come

(fv y) dxdy

Epor = {(p,0) eR?*|cosf<p<1,0¢e]0, 1.

Quindi Iintegrale sara

I 1 cosf —sinf
L) s
0 cosep P cos3 0

%

1 cosf —sin 6
§f 0059 cos3 0 d0

1 (7 (cosf—sinf)(1 - cos?6)
ff 4o
2 cos3 0

1 ri sinf  sinf

- do
2[ cos29 cos30+0039
1 - 4
[tan& 0 - (cos6)™ —ln|c0s9|]
"2 0
1

5[ ———1+71n2 0+0+f—0]
1

f( In2+2-m).

Esercizio 3.10. Calcolare il baricentro del sequente corpo planare di densita
costante

F={(w7y)€1R<2 Va?-1<y< 2|x|}
Disegna F'.

Data la simmetria dell’insieme avremo che il baricentro sara G = (0,yg) con
ya =Zy/Z che, sempre usando la simmetria dell’insieme, possono essere calcolati
su F*={(z,y) e F : > 0}:

Iy:/fwydxd% I:/dedy.
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[1 15 35 ]
=|lzz--2"--2x3+x
2 4 5 0
_1[§_§]
212 5
Quindi otteniamo
1 _3_1
Yo = 125 76 5
275

(poiché in sede d’esame non € permesso 1'uso della calcolatrice, la risposta pud
essere data in questa forma).

Esercizio 3.11. Calcola /ﬂ;gzdxdydz dove

F={(z,y,2) eR®|42® +y? + 32 <9,2>y}.
Mediante il cambio di variabile

x=af2 )
P:iy=> |detJ<p|:7
z=c/\/3 2v3

possiamo trasformare 'integrale su F' nell’integrale
z- [[[ »dedya: - []f 1 jadbde - lfff cdadbde
E Y E32V3 6 JJE

E={(a,bc)eR®:a?+b>+c2<9,c>b/3}.

A questo punto & conveniente il seguente riordinamento delle variabili (a,b,c) =

(Z,X,Y):
I:lff Y dXdYdZ
6 E
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dove

E={(X,Y,Z)eR®: X?+Y%+22<9,Y > X\/3}.
Passando in coordinate sferiche abbiamo

1 47 /3 ™ 3 9
I= ,f d@[ dgpf dp p”sinp psinpsinfd
6 Jr/3 0 0

1 47/3 ™ 3
=*f sin0d9f sinchdgpf p®dp

6 Jr/3 0 0

1

3
_ L 14n/3 T 1 4
= [—cosﬁ]ﬂ/g E[Zp ]0

6
Lz 2
6

Esercizio 3.12. Data una sfera di raggio R e centro O = (0,0,0), di densita
u(w,y, 2) = (2% +y? + 22)7L, calcolarne il momento di inerzia rispetto ad una
retta passante per il suo centro. FEsprimere il risultato in funzione di massa e
raggio.

Calcoliamo il momento di inerzia in coordinate sferiche

Izsz[ p(z,y, 2)a? +y? dedydz
Br(0)
2 T R 5 . 1 2 . 9
:f d@f d<pf dp p“sing — p”~sin® ¢
0 0 0 p

27 T R
= f d9/ Sin3<pd<p/ P> dp
0 0 0

4 R®* 8nR?
=or.—. =
3 3 9

dove abbiamo calcolato

[ sin?’godgo:f sin (1 - cos? @) dip

0 0

4
3

1 4 ]” 1 1
=|- + = =l--+1--=
[ cos 3cos cpo 3 3

Quindi dobbiamo calcolare la massa della sfera

M = f/] x,y,2) dxdydz
BR(O)M( y,z) dudy
2w T R 1
:f d@f d(pf dp p?sing -
0 0 0 p
27 g R
=f d@f sincpdapf dp
0 0 0

=2n-2-R=47R.
Quindi concludiamo che
3
2
=S 2R
9 9

Esercizio 3.13. Calcola il baricentro della semisfera di raggio R centrata in
O = (0,0,0) e contenuta nel semispazio z > 0 ( emisfero nord ) di densita

@,y 2) = 2%
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I1 baricentro sara G = (0,0,z¢) in ragione delle simmetrie della semisfera
S (e della simmetria della funzione densital!). Calcoleremo quindi zg = Z,./Z
introducendo le coordinate sferiche.

I, = f/su(x,y7z)zdmdydz

27 /2 R
= f do dy f dp p?sing p? cos® ¢
0 0 0

/2 . R
=27 [ sin g cos® ¢ / p°dp
0 0

1 4 /2 1 G]R
=92 J— _
7T|: 1 COS QD:IO [6p o

11
=97~ —RS= RS
16 T 12

I:ffsu(x,y,z) dxdydz
27 /2 R 9 . 9 9
:[ d@f d@f dp p”siny p~cos”
0 0 0
/2 R
:27Tf singocongo/ ptdp
0 0

1 /2 1 R
:27r[—fcos3g0] [fp5]

o L5 lo

11 2

=91 - —R°="_R°.
35 15
Concludiamo che

55
2G = 5 — = —
R 8

Esercizio 3.14. Determina, applicando il teorema del cambio di variabile, il

valore del sequente integrale:
xT
f[ e—d:zcdy,
EY

E={(z,y) eR? : ¥ <y <2, e" <y <2},
Possiamo riscrivere 'insieme E nel modo seguente:
E={(x,y) e R? : e <y <2e* " <y<2”}.
Dalle disequazione possiamo ottenere
1<ye <2, 1<ye™® <2,
Scegliendo il cambio di variabile
u=ye 2, v=ye *,
potremmo riscrivere 'insieme E nel modo seguente

E={(u,v)eR?:ue[l,2],ve[1,2]}.
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Isolando z e y otteniamo (dettagli per esercizio)

v v?
r=In—=hv-lnu, y=—,
U U
con associata la matrice Jacobiana

1 1
u v
J= , ,
_U 9l
u? U

v
con |det J| = —- Siamo pronti per la sostituzione nell’integrale
u

z 2 2 2 2
f/e—dxdy:f (/ 123du)alv:(f iclu)(f 1dv):1
E Yy 1 1 u? u v? 1 u? 1

Esercizio 3.15. Calcolare il baricentro del corpo di densita costante che occupa
la sequente prozione di spazio

E={(z,y,2) eR®: 2z <a?+y* + 22 <4}.

Essendo il corpo a densita costante, possiamo scrivere le formule per il cal-
colo delle coordinate del baricentro (ovvero del centroide) nel modo seguente.

Denotiamo con z¢(F') la coordinata x del baricentro (o centroide) e con |F| la
misura di F. Otteniamo

xg(F):%v[[fodxdydz = xg(F)-|F|:fffoda:dydz.

Nel nostro caso l'insieme E si pud scrivere come E = B(0,0,0) N B1(1,0,0)

dove abbiamo denotato con B, (z,y, z) la palla di raggio r centrata in (z,y, 2).
Poiché B;(1,0,0) c B2(0,0,0) abbiamo

zq(E)-|E| = /[/Eacdxdydz
:fff mdxdydz—f/f xdxdydz
B2(0,0,0) B1(1,0,0)

= Q?G(BQ(Oa()?O)) : |B2(Oa070)| - 1‘@(31(1,0,0)) : |B1(1a070)|

A questo punto sappiamo che il baricentro (o centroide) della palla B, (z,y, z)
ha coordinate (z,y,z), mentre la misura ¢ il noto %71'7"3. Quindi otteniamo

4 4 4 1
zq(E) - g77(23 -1%)=0- §7r23 -1 §w13 = zg(E)= -

Anche senza accorgerci della simmetria dell’insieme E| possiamo ricavare yg (E) =
z¢(F) = 0. Quindi il baricentro risulta

o-(-00).
7
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In alternativa possiamo scrivere

(B) - W x dadydz
re - Mg 1dadydz

B fffBz(0,0,0) x drdydz - fj]Bl(l,0,0) xdrdydz
/[[Bg((),o,()) Ldxdydz - [ffBl(Lo,o) ldzdydz

B fffBQ(o,o,o) x drdydz - fffBl(LO,o) xdrdydz
) 323 — 2713

Nel secondo integrale possiamo introdurre un cambio di variabile (z,y,2) =
(X +1,y,2) e ottenere

[j]Bz(0,0,0) x drdydz - j]fBl(O,O,O)(X +1)dXdydz
r6(F) = Tir
3

) ff/BQ(o,o,O) x drdydz — f/fBl(o,o,o) X dXdydz - [[fBl(0,0,0) 1dXdydz
- 7 %’/T '

I primi due integrali danno zero come risultato (dettagli per esercizio), mentre
il terzo restituisce la misura della palla unitaria, ovvero %7‘(‘.

4 Equazioni differenziali

4.1 A.A. 2018/2019

Esercizio 4.1. Risolvere il sequente problema di Cauchy e determinare linter-
vallo massimale di esistenza della soluzione del problema di Cauchy.

y' =ycos®x — (ycosx)3
y(n/2) = -1/2

Questa equazione differenziale puo essere risolta in diversi modi. Essa puo
essere scritta a variabili separabili

y' =(y-y°)cos’x

o essere vista come un’equazione di Bernoulli. Nel primo caso dovremo calcolare
le seguenti primitive

f;dx:f;dx:—lln|y’2+1|+c,
y-y? v}y -1) 2

: . . 1 ..
fcosdxdx:f(1—81n2:v)cos:vdx281nx+gsm3x+c

(la prima delle due primitive si pud trovare anche mediante 'usuale scomposi-
zione in fratti semplici). Troviamo quindi

1 1
——Inly? -1 =sinz + =sin®z +c.
2 3
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Sostituendo i dati iniziali del problema di Cauchy troviamo

1 1 4 1
——Inl4-1=1+-+¢c = c¢=---=In3.
2 3 3 2

Dai calcoli precedenti notiamo che, in un intorno dell’istante iniziale zg = /2
la funzione y assumera valori tali che I’argomento del valore assoluto assumera
valori positivi, quindi avremo

1 1 4
5 In(y(z)™2-1) =sinz + gsin3x— 37 §1n3

1 4 1
In(y(z)2-1)=-2 (sinx 3 sin® 2 — 373 ln3)

y(l’)_2 =1+ e—2(sinw+%sin3 x—%—%ln?))

y(ac) - _ [1 + e—2(sin.’1c+%sin3 m—%—%lnS)]71/2

)

dove nell’'ultimo passaggio ¢ importante ricordare il segno meno suggerito dal
valore della y.

In alternativa possiamo risolvere I’equazione differenziale come un’equazione
di Bernoulli

3

= —cosPr-cosPx = 2'=-2zcos®x+2c0s°x

dove abbiamo usato la sostituzione z = y~2 (a questo punto si potrebbe notare
che, anche in questo caso potremmo proseguire mediante separazione delle va-
riabili, provare questa strada per esercizio). Risolviamo I’equazione lineare in z
trovando le primitive

1
A(z) = f —2cos® xdr = -2 (sinx + 3 sin® x) ,

B(i) _ / e—A(:v) 2C083(Ed$ _ e—A(z) _ eZ(sinz+%sin3 z) ’

dove la seconda primitiva € un integrale immediato sapendo dal calcolo prece-
dente chi sia la derivata di A. La soluzione sara del tipo

2(x) = eA(x)(e_A(x) +C)=1+ CeA® = 1 4 Qe 2sinz+ysin®a) ,
con costante C' da determinare tramite le condizioni iziali:
4:1+Ce’2% = (=387,
Arriviamo quindi alla soluzione
2(z) =1+ 3e8/3 o~2(sina+g sin® z) ,

e, tramite la sostituzione, troviamo

. . -1/2
y(fﬂ) - _ [1 4 368/3 e—2(smm+%sm3 z):l )
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Possiamo notare che le due soluzioni trovate con i due metodi sono le stesse con

un semplice calcolo:
o~2(-5-31n3) _ 3.8/3

La soluzione cosi trovata ha intervallo massimale di esistenza su R. A questo
risultato si puo pervenire senza fare calcoli, ma adottando un approccio pura-
mente teorico: I'equazione a variabili separabili ammette le tre soluzioni costanti
y=1,y=0ey=-1; per il teorema di unicita delle soluzioni dei problemi di
Cauchy ogni soluzione con dato iniziale y(xg) = yo con yo € (-1,0) sara tale che
y(t) € (-1,0) per ogni t € R, similmente se yg € (0,1) avremo y(t) € (0,1) per
ogni t € R. Formalizzare per esercizio la precedente trattazione.

Esercizio 4.2. Risolvere il seqguente problema di Cauchy e determinare l'inter-
vallo massimale di esistenza della soluzione del sequente problema di Cauchy:

y" -y —6y =6cos’z,
11 3
0)=—— (0) = —— .
ORI .
La soluzione generica dell’equazione omogenea 3" -y’ — 6y =0 &

y(x) = c1e72 4 pe37

avendo il polinomio caratteristico A2 — A\ — 6 le radici -2 e 3. Ricordando le
formule di duplicazione del coseno troviamo che

2cos?z = 1+ cos(2z),

rendendo cosi ’equazione assegnata affrontabile mediante il metodo della somi-
glianza (saremmo altrimenti costretti ad adottare il metodo di variazione delle
costanti):

y" —y' -6y =3+3cos(2x).

Considereremo quindi le due funzioni test yi(z) = K e yo(z) = Asin(2z) +
Bcos(2x). Sostituendole entrambe nel membro destro dell’equazione troviamo:
Yo —yh—6yo=0+0-6K=3 = K=-1,
Yy —yy —6y1 = —4Asin(2z) — 4B cos(2x) — 2A cos(2z) + 2B sin(2z)
- 6Asin(2x) — 6B cos(2z) = 3cos(2x)
-4A+2B-6A=0
-4B-2A-6B=3

N B=5A :A:—E,B:—E_
-52A =3 52 52
L’integrale generale dell’equazione ¢ quindi
1 3 15
y(x) = cre™* + cpe™ — 375 sin(2z) - ) cos(2zx),

con derivata,

1
y'(x) = —2¢167%% + 3cge3 - % cos(2x) + % sin(2z) .

44



Sostituendo i dati iniziali troviamo

%:y(O):Clﬂ-CQ—%—% Cl+62:1 3 2
3 3 = =C==-,C=<

~26 = —261 + 302 ~ 2 201 = 302 ) 5

e quindi la soluzione (con intervallo massimale R)

2 1 1
y(z) = ge‘% + ge?’x ~5" 5% sin(2x) - 5—; cos(2z) .

Esercizio 4.3. Risolvere il seqguente problema di Cauchy e determinare l'inter-
vallo massimale di esistenza della soluzione del sequente problema di Cauchy:

x

y' +3y +2y=e"+e 7,
y(0)=0,  ¥(0)=0.

La soluzione generica dell’equazione omogenea 3" + 3y’ +2y =0 &

y(x) =cre™ + coe™2

avendo il polinomio caratteristico A% + 3\ + 2 le radici -1 e —2. Considereremo
quindi le due funzioni test y; (z) = Ae” e ya(x) = Bre™™. Sostituendole entrambe
nel membro destro dell’equazione troviamo:

yy +3yy + 2y, = 64e” =¢” :A:%
yy + 3y +2ys = —2Be™” + Bre ™ + eBe™* - 3Bxe " + 2Bxe”"
=Be™®=e® =DB=1

L’integrale generale dell’equazione ¢ quindi

_ _ 1 _
y(x) = cr1e”™ + coe 2$+66z+$€ v

con derivata

1
Y (x) = —cre7® = 2c0e72" + Eem +e ¥ —ze.
Sostituendo i dati iniziali troviamo
0=y(0)=c1+co+¢ N cr+ep=—¢ N 4
0=y'(0)=-c1 -2 + ¢ +1 c1+20 =% ! 73

e quindi la soluzione (con intervallo massimale R)

3 - 4 -2z 1 T -
r)=——€e"+-e "+ =e"+xe”,
y(@) =5+ 3 6
Esercizio 4.4. Trovare l'integrale generale delle sequenti equazioni differenziali
y" -2y + 5y =sinzcosw, y" = 2y" + 5y = 10sin(2z) .
e risolvere il sequente problema di Cauchy:

y" -2y +5y =sinzcosz,

y(0)=0,  ¢'(0)=0.
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La soluzione generica dell’equazione omogenea 3" — 2y’ + 5y =0 &
y(x) = c1e” sin(2x) + c2e” cos(2x),

avendo il polinomio caratteristico A2 — 2\ + 5 le radici 1 + 2i. Cerchiamo una
soluzione particolare per la seconda equazione differenziale mediante la funzione
test yo(x) = Asin(2x) + B cos(2z), trovando
Yo — 2yp + 5yo = —4Asin(2z) — 4B cos(2z) — 4A cos(2x) + 4B sin(2x)
+5Asin(2x) + 5B cos(2z) = 10sin(2x)
{—4A+4B+5A:10 {A+4B:10
=

-4B -4A + 5B B=4A
:>A=E7B:@.
17 17

L’integrale generale dell’equazione 3" — 2y’ + 5y = 10sin(2z) & quindi
. N 10 | 40
y(x) = c1e” sin(2x) + coe” cos(2x) + T, sin(2x) + T, cos(2z).

Per lequazione y" - 2y’ + 5y = sinz cosx, essendo sinx cosx = %sin(Zm), basta
divide per 20 la soluzione particolare dell’altra equazione:

1 2
y(x) = c1e” sin(2x) + coe” cos(2x) + 3 sin(2x) + IT; cos(2z),
con derivata

y'(x) = c1e”sin(2z) + 2c1e” cos(2x) + cae” cos(2x) — 2coe” sin(2x)

1 4
* cos(2z) - IT; sin(2z) .

Per risolvere il problema di Cauchy, sostituiamo alle precedenti i dati iniziali:

361:7702:—

Y (0)=0=2¢c1 + ¢ — = 34 17’

{2~/(0)=0=02+f7 1 2
17

ottenendo la soluzione del problema di Cauchy (con intervallo massimale R)

1 2 1 2
y(x) = 3—4egc sin(2x) + —ﬁex cos(2x) + ey sin(2x) + T cos(2x),
Esercizio 4.5. Risolvere il sequente problema di Cauchy:

y" -y =2sinx,

y(0) =1,
y'(0)=0,
y(0) = 1.

. . . i
La soluzione generica dell’equazione omogenea y"”' —y’ =0 &

y(x) =c1 + coe” +c3e™7
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avendo il polinomio caratteristico A> — A le radici 0,1,-1. Cerchiamo una
soluzione particolare mediante la funzione test yo(x) = Asinz+ B cos z, trovando

vy — Yo =-Acosz + Bsinz — Acosz + Bsinz = 2sinz

=A=0,B=1.
L’integrale generale dell’equazione & quindi
y(x) =1 + coe” + c3e™ +cosx, .

con derivate

x

y'(x) = c2e” —cze”™® —sinz,

y"(x) = coe” + c3e™" —cosw.

Per risolvere il problema di Cauchy, sostituiamo alle precedenti i dati iniziali:

y(o):1:61+02+63+1 c1+ca+c3=0 c1=-2
y,(0)20=62_03 = 1C2=C3 =><1cy=1
y'(0)=1=co+cz—1 co+cy=2 c3=1

ottenendo la soluzione del problema di Cauchy (con intervallo massimale R)
y(x)=-2+e"+e ¥ +cosz.

Esercizio 4.6. Risolvere il sequente problema di Cauchy:
(1+22)y - (1+y*)z =0,

y(Ver-1)=1.

L’equazione puo essere vista come equazione a variabili separabili:
y oz
e calcolando le primitive membro a membro troviamo
arctany(z) = 3 In(1 + ) +e,
da cui, sostituendo i dati iniziali troviamo il valore della costante

™

1
—In(l+e"-1)+¢c = c=-=.
4 2 4

La soluzione, isolando la funzione y risulta

1 U
z) = tan | = In(1 + 2° ——).
y(o) =tan (S In(1 +0%) - 7
Passiamo ora a studiare l'intervallo massimale di esistenza. Per poter eliminare
al membro sinistro I’arcotangente nei passaggi precedenti, dobbiamo chiedere

1
T Zm(1+a?) - < T
2 2 4 2
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dove la prima disequazione & sempre valida essendo il logaritmo sempre positivo.
Studiando la seconda troviamo:

3
ln(1+x2)<§7r = 22<ei"-1

e quindi I'intervallo massimale di esistenza della soluzione

(—\/e%’r -1, \/e%Tr - 1) .

4.2 A.A. 2019/2020

Esercizio 4.7. Risolvi il sequente problema di Cauchy ol variare di o € R:

2" +4x =sin(2t + o),
z(0)=1,
z'(0)=0.

L’equazione omogenea associata =’ + 4x = 0 ha soluzione generica x(t) =
c18in(2t) + co cos(2t), avendo il polinomio caratteristico le soluzioni A = +2i.
Notiamo che il forzante sin(2t + «) & soluzione dell’equazione omogenea, quindi
cerchiamo una soluzione particolare del tipo

xo(t) = Atsin(2t + ) + Bt cos(2t + «)
con derivate

zq(t) = Asin(2t + ) + 2At cos(2t + ) + B cos(2t + ) — 2Bt sin(2t + ),
xq(t) = 4Acos(2t + ) — 4Atsin(2t + o) — 4Bsin(2t + ) — 4Bt cos(2t + ) .

Quindi abbiamo
xg (t) + 4o (t) = 4A cos(2t + o) — 4Bsin(2t + ) = sin(2t + ) ,

da cui concludiamo che A =0 e B = —i. L’integrale generale dell’equazione
differenziale lineare del secondo ordine non omogenea assegnata e quindi

z(t) = c1sin(2t) + ¢z cos(2t) — Tt cos(2t + ) .
con derivata
' (t) = 2¢1 cos(2t) — 2ca sin(2t) — § cos(2t + ) + 5t sin(2t + ov) .
Sostituendo i dati iniziali troviamo

1=2(0) =c co=1
=
O:J;'(O):ch—%cosa clzécosoz

e quindi la soluzione richiesta (definita sull’intervallo massimale R):
x(t) = % cosasin(2t) + cos(2t) - Ttcos(2t + ).
Alternativa: si poteva usare la formula della somma
sin(2t + «v) = sin(2t) cos() + cos(2t) sina)

e cercare una soluzione particolare del tipo asin(2t) + bcos(2t).
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Esercizio 4.8. Risolvi il sequente problema di Cauchy:

a’ =|x|cost — xsint,
xz(0)=1.

Notiamo che il membro destro & una funzione Lipschitziana rispetto alla
variabile x e che x = 0 & una soluzione dell’equazione differenziale data. Quindi la
soluzione del problema di Cauchy sara sempre positiva (spiegare come esercizio
di teoria il perché). Possiamo allora ignorare il valore assoluto. Notiamo inoltre
che vale

|z cost — zsint| < 2lz|+0,
quindi abbiamo l'esistenza globale delle soluzioni dell’equazione differenziale,
che quindi saranno definite su R. Il problema di Cauchy da risolvere ¢ quindi

2" = x(cost —sint),
z(0)=1.

che si puo risolvere facilmente essendo ’equazione differenziale a variabili sepa-
rabili

z'(t)
x(t)
= In(x(t)) =sint + cost + ¢

- x(t) _ esint+cost+c.

=cost—sint

Sostituendo i dati iniziali troviamo ¢ = —1, quindi la soluzione risulta:
in t+cos t—1
.Z‘(t) — esm +cost .

Esercizio 4.9. Risolvi il sequente problema di Cauchy, sia con il metodo del-
U'Ansatz (detto anche metodo della somiglianza) che con il metodo di variazione
delle costanti: )

x'" -8z + 12z = €3¢,
z(0) =3,

z'(0) =-3.
L’equazione lineare omogenea associata ha integrale generale

x(t) = c1e® + cpe®t

essendo 2 e 6 le soluzioni del polinomio caratteristico A2 — 8\ + 12 associato.
Tecnica dell’Ansatz: Proviamo a trovare una soluzione particolare dell’equa-
zione lineare non omogenea con la funzione test x¢(t) = Ae®". Troviamo

z(t) - 8xp(t) + 12x0(t) = 9™ — 8- 3¢ + 12

= -3A4¢e% = &t
da cui deduciamo A = —% e quindi la soluzione generica dell’equazione lineare
non omogenea
z(t) = c1e® + e - %e‘%.
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Variazione delle costanti: Dobbiamo risolvere il sistema

/2t /6t _
{cle +cye’t =0

2c) €2t + 6l et = 3!
che risolviamo usando il teorema di Cramer
2t 6t
e e 8t
D= 2e2t 6ebt | T de
3t
D = 0 e ot
x = 262t 66675 €
2t 6t
D, = e e _ 5t
y = 3t | =€
0

D, 1
c'l(t):ﬁz—fet = cl(t):—zet+d1,

D 1 1
co(t) = ﬁ = ie_g’t = c(t) = —Ee_gt +ds.

Quindi abbiamo la soluzione

x(t) = (—iet + d1) et 4 (—%e_?’t + d2) e?t

= dle% + dgeﬁt - %egt .

Una volta notato che I'integrale generale trovato con i due metodi ¢ lo stesso,
possiamo risolvere il problema di Cauchy. Dapprima calcoliamo la derivata della
soluzione generica

2 (t) = 2¢1€* + 6¢9e5" — 3t

Quindi sostituendo i dati iniziali troviamo

x(O):c1+cQ—%:% N c1+eg=1
2'(0) =2¢1 +6¢cy -1 =-3 2c1 +6c9 = -2

da cui troviamo la soluzione ¢; = 2, ¢o = —1. La soluzione cercata (con intervallo
massimale di esistenza R) ¢ quindi

o2t 6t _ 1.3t
x(t) =2e" - - ge”.

Esercizio 4.10. Risolvi il problema di Cauchy e determina Uintervallo massi-
male di esistenza della soluzione:

1
- —x=-2ea?,
3
z(0)=1.
Si tratta di un’equazione di Bernoulli che si risolve dividendo per z* I'equa-
zione differenziale e sostituendo quindi y = 273:
1 =3
—3*44'73:66"' y:x> y,+y26€t.
zt oz
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La formula risolutiva ci da
y(t)=e™ [f el -6el dt + C] =cet+3e.

Imponiamo la condizione iniziale y(0) = z(0)™ = 1 e troviamo 1 = y(0) = ¢ +3
quindi ¢ = -2 che da la soluzione

y(t) =3¢ — 27",

che porta a

z(t) = (3" - 2¢7") ;’

La soluzione ha intervallo massimale I = (3 In %, +00). A tale risultato si arriva
individuando il dominio della soluzione e considerando l'intervallo aperto piu
grande contenuto nel dominio che contiene il punto ¢ = 0.

Esercizio 4.11. Risolvi il sequente problema di Cauchy e determina l’intervallo
massimale di esistenza della soluzione:

o +tr=t ,
x
x(0) = -2.
Si tratta di un’equazione di Bernoulli che si risolve moltiplicando per x

I'equazione differenziale e sostituendo quindi y = z2:

7,-2
zx' +tz? =13 = y' = =2ty + 263

La formula risolutiva ci da

y(t) = €_t2 [f 6t2 o3 dt + c] = e_tz [tze’52 - etz + c] =t2-1+ ce‘t2 .

(svolgere i calcoli per esercizio). Imponiamo la condizione iniziale y(0) = £(0)? =
4 e troviamo c = 5 che da la soluzione

y(t) =t> -1+ 5t ,

che porta a
x(t) = -Vt2 -1+ 5e

La soluzione ha intervallo massimale I = R. Infatti 'argomento della radice &
2 2

sempre positivo: infatti, se [z| < 1 allora 5e™" +? > 5e™" > 5e7! > 1, mentre se

|z| > 1 allora 2 + 5=t > 2 > 1.

Esercizio 4.12. Risolvi il problema di Cauchy e determina Uintervallo massi-
male di esistenza della soluzione:

ix"—x'+x:t,
xz(0) =4, x'(0) =8.
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Innanzitutto ¢ conveniente riscrivere I’equazione differenziale come z” -2z +
2z = 2t. Troviamo il polinomio caratteristico associato A2—2\+2 che ha soluzioni
1 +4. Quindi le soluzioni dell’equazione omogenea associata sono

crelsint + coel cost, c1,c0€R.

Cerchiamo la soluzione particolare come un polinomio di primo grado del tipo
x(t) = At + B con derivate z'(t) = A e 2”(t) = 0. Sostituendo queste funzioni
nell’equazione differenziale troviamo

2 - 22" +2x=-2A+2At+B=2t
da cui deduciamo che A = B = 1. L’integrale generale risulta quindi
z(t) =1+t +cre'sint + cpe’ cost,
con derivata
z'(t) = 1+ cref(sint + cost) + cae’ (cost —sint) .
Sostituendo i dati iniziali troviamo le identita
4=2(0)=co+1, 8=2'(0)=c1+ca+1,

che portano alla soluzione ¢; = 4, ¢o = 3. Quindi la soluzione del problema di
Cauchy &
x(t) =1+t +3e"sint +4e’ cost.

Infine, I'intervallo massimale di esistenza della soluzione ¢ ovviamente R.

Esercizio 4.13. Risolvi il problema di Cauchy

, 1+z
=/ —,
1+¢
z(0)=3
e determina l’intervallo massimale di esistenza della soluzione. Disegna l’insie-
me su cui e ben definita l’equazione differenziale.

L’equazione differenziale € ben definita per

l+z

>0
1+¢

ovvero nell’insieme
D={(t,x)eR*: (t>-1rz>-1)v(t<-1rz<-1)}.

L’equazione differenziale ¢ a variabili separabili e, notato che tg = 0 > -1 e
x(tg) =3 > —1 si risolve nel modo seguente

1
Vi+z T+t
sVi+z=3V1+t+d,



Sostituendo i dati iniziali troviamo l'identita 2 = 1+ ¢ che ci porta a ¢ = 1.
Isoliamo ora la variabile x ottenendo la soluzione

x(t):(\/m+1)2—l

definita sull’intervallo massimale I = (=1, +00) (deve essere aperto! Infatti in -1
la funzione non risulta derivabile).

Esercizio 4.14. Risolvi i sequenti problemi di Cauchy
o=t re™® v =—tt+e®
xz(1)=0 (1) =-2In2
specificando ’intervallo massimale di esistenza.
Suggerimento: Introdurre la funzione y(t) = D quindi esprimere y' in

funzione di y e t, usando ’equazione differenziale data. Si otterra un’equazione
differenziale lineare nella variabile y.

Notiamo innanzitutto che, nei due casi,

Y (1) = "0/ (1) = 2O (71 4 V) = @ ‘1,

n . t
Y (t) = "D/ (1) = "D (=471 4 71 = _# i,

mentre i dati iniziali diventano y(1) =1 e y(1) = i. Quindi dobbiamo risolvere
i seguenti problemi di Cauchy

y=2+1 y'=-4+1

y(1)=1 y(1) =3
Notiamo che il problema non ¢ definito per ¢ = 0, quindi la soluzione sara definita
in un sottinsieme di R*. Ci concentreremo solo su ”tempi positivi” nei prossimi

passaggi.
Data un’equazione lineare del tipo y’ = a(t)y + b(t) la soluzione & data da

y(t) = AO[B(t) + ], A(t) = [ a(t)dt, B(t)-= f e AWp(t) dt .

Primo problema di Cauchy. In questo caso troviamo A(t) = Int da cui A = ¢,
e AMp(t) = 1 e infine B(t) =Int. Quindi la soluzione & del tipo

y(t) =t(Int +c)

Sostituendo i dati inziali abbiamo 1 = y(1) = 1(0 + ¢) quindi ¢ = 1. Ritornando
alla variabile x abbiamo la soluzione

z(t) =In(t(Int +1))

che e ben definita quando ’argomento del logaritmo & positivo. Ricordando che
abbiamo gia notato che dobbiamo prendere ¢t > 0 concludiamo che dobbiamo
chiedere anche Int +1 > 0 ovvero t > e”'. Quindi l'intervallo massimale di
esistenza della soluzione ¢ I = (7!, +00).
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Secondo problema di Cauchy. In questo caso troviamo A(t) = —Int da cui
e = %, e AWp(t) =t e infine B(t) = t2/2. Quindi la soluzione & del tipo

1(1,
t)y==-{=t
y(®) t(2 +C)
Ritornando

Sostituendo i dati inziali abbiamo § = y(1) = 1(3 +¢) quindi ¢ =
alla variabile z abbiamo la soluzione

o-s( e )4

che ¢ ben definita quando ’argomento del logaritmo € positivo. Ricordando che
abbiamo gia notato che dobbiamo prendere ¢t > 0 concludiamo che dobbiamo

chiedere anche t2—% > 0, che si traduce in ¢ > 272, Quindi I'intervallo massimale
1/2

-1
I

di esistenza della soluzione ¢ I = (271/% +00).

Esercizio 4.15. Risolvi il sequente problema di Cauchy, al variare di (xg,v0) €
R?,

2 +3x +2x=¢t

2(0) =xz¢, 2'(0) =19

Determinare i valori (xg,vo) per cui si ha x(w) =0 e z'(7) = 0.

Scriviamo il polinomio caratteristico associato all’equazione omogenea =’ +
32" +2x=0: A2 +3X+2=(A+1)(\+2), troviamo le soluzioni \ = -1, -2, quindi
'equazione omogenea ha soluzioni del tipo z(t) = Ae™* + Be 2!, 1l forzante ¢ esso
stesso una soluzione dell’omogenea, quindi dobbiamo usare la funzione z(t) =
Cte™ per il metodo della somiglianza. Otteniamo, sostituendola nell’equazione
differenziale

(-2Ce™ + Cte™") +3(Ce™" = Cte™") +2Cte " ="

da cui abbiamo troviamo C = 1. La soluzione generica di ' + 3z’ + 2z = e &

quindi
z(t) = Ae™t + Be ™ +te

con derivata
2/ (t) =-Ae ' —2Be™? + o7t —tet.

Sostituendo i dati iniziali abbiamo il sistema,
£L'0=A+B,7)Q=—A—2.B+].

da cui otteniamo
14:2.’1,‘04-’1)0—17 le—.’IIQ—’Uo.

Quindi la soluzione sara
z(t) = (2zo + v — 1)e™" + (1 — 29 —vg)e 2 +te™" (6)
z'(t) = =20 +vo - 1)e " =2(1 —xg —vp)e 2 +ef —tet. (7)

Valutando in ¢ = 7 queste funzioni troviamo, mantenendo le notazioni con A, B,
dopo aver moltiplicato tutto per e,

0=A+Be ™+, 0=-A-2Be™ ™ +1-7
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da cui troviamo B=¢e"™ e A =-m—1. Quindi
z(t)=—(r+1)e " +e"e X 4 te!

2 (t)=(r+1)et =2 et —te.

Valutando in zero, troviamo xzg = e™ —m—1 e vy = ™+ 2 —2e”. Valutare le
formule (6) and (7) in ¢ = m per poi risolvere il sistema puo essere un’alternativa
possibile.
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