
Chapter 1Analisi 
inemati
a di velo
itàper me

anismi arti
olatipiani1.1 L'equazione di 
hiusura delle velo
ità1.1.1 Esempio introduttivoIl problema dell'analisi di velo
ità 
onsiste nel 
al
olare la velo
ità di ogni puntodel me

asmo o la velo
ità angolare di ogni suo membro.Per rendere possibile l'analisi, debbono essere noti:- la velo
ità delle 
oordinate indipendenti;- le posizioni dei membri; per posizioni dei membri si intendono i valoridegli angoli e dei moduli dei vettori 
he 
aratterizzano i me

anismi. Notare
he questi valori sono noti una volta 
he viene e�ettuata l'analisi 
inemati
a diposizione. Se ne dedu
e 
he l'analisi di velo
ità deve essere sempre pre
edutadall'analisi 
inemati
a di posizione.- i dati geometri
i del me

anismo.Il risultato dell'analisi di velo
ità sono:- la velo
ità dei membri (velo
ità angolare e/o velo
ità lineare).Per 
omprendere 
ome pro
edere, riprendiamo l'esempio già utilizzato nel
apitolo pre
edente per l'intorduzione delle 
atene vettoriali.
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Si tratta di un quadrilatero arti
olato ad 1 gdl.Per prima 
osa si DERIVA l'EQUAZIONE DI CHIUSURAEquazione di partenza era
−→z1 +

−→z2 +
−→z3 −

−→z4 = 0 =⇒
{

z1 cos (ϕ1) + z2 cos (ϕ2) + z3 cos (ϕ2 − δ)− z4
z1 sin (ϕ1) + z2 sin (ϕ2) + z3 sin (ϕ2 − δ)

}

= 0Derivando rispetto al tempo, si ottiene
{

−z1 sin (ϕ1) ϕ̇1 + ż2 cos (ϕ2)− z2 sin (ϕ2) ϕ̇2 − z3 sin (ϕ2 − δ) ϕ̇2

z1 cos (ϕ1) ϕ̇1 + ż2 sin (ϕ2) + z2 cos (ϕ2) ϕ̇2 + z3 cos (ϕ2 − δ) ϕ̇2

}

= 0Come detto in pre
edenza, il valore della velo
ità della 
oordinata indipen-dente ϕ̇1deve essere un dato del problema, essendo la manovella motore. Le dueuni
he in
ognite del sistema sono ϕ̇2e ż2.Si pone il sistema in notazione matri
iale in 
ui si separano le in
ognite daidati noti
[

−z2 sin (ϕ2)− z3 sin (ϕ2 − δ) cos (ϕ2)
z2 cos (ϕ2) + z3 cos (ϕ2 − δ) sin (ϕ2)

]{

ϕ̇2

ż2

}

+

{

−z1 sin (ϕ1)
z1 cos (ϕ1)

}

ϕ̇1 = 0La matri
e quadra 
he ne deriva e 
he premoltipli
a le velo
ità delle in
ogniteè detta JACOBIANO o MATRICE JACOBIANA
J =

[

−z2 sin (ϕ2)− z3 sin (ϕ2 − δ) cos (ϕ2)
z2 cos (ϕ2) + z3 cos (ϕ2 − δ) sin (ϕ2)

] (1.1)mentre il termine noto
A =

{

−z1 sin (ϕ1)
z1 cos (ϕ1)

} non ha una denominazione parti
olare.Notare 
ome il sistema nella 2 in
ognite ϕ̇2, ż2 è LINEARE.La soluzione del sistema risulta per
iò
{

ϕ̇2

ż2

}

= −J−1A ϕ̇12



1.1.2 Estensione al 
aso in 
ui vi sono ngradi di libertàLo stesso ragionamento può essere ripetuto nel 
aso generale 
on me

anismipiù 
ompli
ati, nei quali
n = numero di gradi di libertà (numero di 
oordinate indipendenti)
m = numero delle equazioni vettoriali di 
hiusura indipendentiEstendendo il risultato ottenuto nel paragrafo pre
edente, si dedu
e 
he,una volta derivate rispetto al tempo le quazioni di 
hiusura proiettate, posto ilsistema in forma matri
iale, ponendo in evidenza le in
ognite, si approda ad unsistema lineare 
he ha la seguente struttura

2×m

2×m
[

J

]{

ẋ

}

=

n

−

[

A

]{

q̇

} (1.2)dove
ẋ è il vettore delle velo
ità in
ognite le 
ui 
omponenti possono essere velo
itàangolari o lineari.
q̇ è il vettore delle velo
ità delle 
oordinate indipendenti.L'ordine dello Ja
obiano (pari a 2xm) aumenta all'aumentare del numerodelle equazioni vettoriali. Notare an
he 
he, quando il sistema ha 1 gdl, lamatri
e Asi ridu
e ad un vettore 
olonna.Possiamo riassumere i risultati �no a qui ottenuti, nelle seguenti 
onsider-azioni:- L'analisi di velo
ità si ridu
e ad un problema LINEARE;- Deve sempre essere pre
eduta dall'analisi di posizione;- I risultati dell'analisi di velo
ità variano al variare della 
on�gurazione
inemati
a in 
ui 
i si trova il me

anismo; se il me

anismo si sposta, è quaro
he tutte le velo
ità istantanee 
ambiano.- Lo JACOBIANO è una matri
e quadrata la 
ui dimensione è pari al doppiodelle equazioni vettoriali indipendenti;- La matri
e A ha numero di righe pari al doppio delle equazioni vettorialiindipendenti e numero di 
olonne pari al numero delle 
oordinate libere;- Per me

anismi ad 1 G.d.L. la matri
e A 
onsiste in un vettore;1.1.3 Determinazione della velo
ità di un punto generi
odel me

anismoE�ettuata l'analisi di velo
ità si può 
al
olare la velo
ità di qualsiasi punto delme

anismo.Un punto nel piano può essere espresso 
ome 
atena di vettori a partiredall'origine del sistema

P = ~z1 + . . .+ ~zk =

=
z1 cos (ϕ1) + . . .+ zk cos (ϕk)
z1 sin (ϕ1) + . . .+ zk sin (ϕk)3



Si DERIVA per 
al
olare la velo
ità assoluta del punto
Ṗ =

[

cos (ϕ1) −z1 sin (ϕ1)
sin (ϕ1) z1 cos (ϕ1)

]{

ż1
ϕ̇1

}

+ . . .+ (1.3)
+ . . .+

[

cos (ϕk) −zk sin (ϕk)
sin (ϕk) zk cos (ϕk)

]{

żk
ϕ̇k

}Nell'ultimo passaggio, per rendere più 
ompatta la notazione, si è s
elto diporre il sistema in somma di prodotti di matri
e per vettore, dove le matri
i
ontengono i valori degli angoli e dei moduli dei membri ed i vettori 
ontengonoi valori delle velo
ità angolari e di traslazione dei membri.Notare 
he:- { ż1
ϕ̇1

} ... {

˙z2k
ϕ̇k

}sono stati 
al
olati 
on l'analisi di velo
ità; al
uni diloro hanno valore nullo;- ϕ1,z1,...,ϕk,zk sono stati 
al
olati 
on l'analisi 
inemati
a di posizione;1.1.4 I rapporti di velo
ità (o 
oe�
ienti di sensibilità)Riprendiamo il sistema riguardante l'analisi di velo
ità s
ritto in forma 
ompattadato dall'eq. (1.4).
J ẋ = −A q̇ (1.4)Premoltipli
ando per l'inverso dello Ja
obiano si ottiene
ẋ = −J−1A q̇

ẋ = Wx q̇ (1.5)
Wx = −J−1A è detta MATRICE DEI RAPPORTI DI VELOCITA' (tra levelo
ità in
ognite ẋ e le velo
ità delle 
oordinate indipendenti q̇)Valutiamo le altre PROPRIETA' della matri
e dei rapporti di velo
ità.1) Ogni singola 
omponente della matri
e di velo
ità può essere interpretatanel modo seguente. La 
omponente wij rappresenta la velo
ità in
ognita i-esimaquando tutte le velo
ità delle 
oordinate libere sono nulle tranne la j-esima 
heassume valore unitario.2) Poi
hé q è il vettore delle 
oordinate libere, tutte le altre grandezze delme

anismo (
ompreso il vettore x delle in
ognite dell'analisi di posizione) pos-sono essere espresse univo
amente in funzione delle 
oordinate indipendenti q (

q è inteso 
ome vettore nel seguito). Tale relazione è esprimibile a mezzo dellaseguente notazione
x = f (q)
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Derivando la relazione si ottiene
.
x =









∂f1
∂q1

· · ·
∂f1
∂qn... . . .

∂f2×m

∂q1

∂f2×m

∂qn









q̇Confronto l'equazione appena s
ritta 
on l'eq. (??) , si ottiene l'uguaglianza
Wx =









∂f1
∂q1

· · ·
∂f1
∂qn... . . .

∂f2×m

∂q1

∂f2×m

∂qn







La matri
e dei rapporti di velo
ità tra in
ognite e 
oordinate libere è lamatri
e delle derivate parziali delle in
ognite rispetto alle 
oordinate libere.3) Wx è funzione solo del me

anismo e non della velo
ità delle 
oordinatelibere. Wx = g(q).4)Wx è interpretabile an
he 
ome matri
e degli spostamenti in�nitesimi, nelsenso 
he vale
dx =









∂f1
∂q1

· · ·
∂f1
∂qn... . . .

∂f2×m

∂q1

∂f2×m

∂qn









dqPer arrivare a quest'ultima relazione (in maniera intuitiva, ma po
o orto-dossa!) basta pensare alla relazione dx
dt

= Wx
dq
dt

e �semplif
are la 
omponentedt� 5) Esistono in�nite matri
i dei rapporti di velo
ità per un me

anismo, nelsenso 
he è sempre possibile asso
iare la velo
ità di una serie si grandezze delme

anismo .

l (angoli, moduli o 
oordinate x ed y di punti) alle velo
ità delle
oordinate indipendenti q̇.
.

l = Wl q̇6) Quando il me

anismo è ad 1 grado di libertà, la matri
e dei rapporti di ve-lo
ità diventa un vettore 
olonna e le sue 
omponenti vengono detti RAPPORTIDI TRASMISSIONE (nella formula seguente q è 
onsiderato uno s
alare).


















.

l1
.

l2

.

lr



















=















τ1
τ2

τr















.
q (1.6)Si vede dalla eq. (1.6) 
he i rapporti di trasmissione sono dati dai rapportidi velo
ità tra la velo
ità di una 
oordinata del me

anismo e la velo
ità della5




oordinata indipendente (questo relazione vale solamente per i sistemi ad 1G.d.L.). Quanto detto lo si espli
ita nella formula seguente














τ1
τ2

τr















=



















.

l1/
.
q

.

l2/
.
q

.

lr/
.
q



















(1.7)Quest'ultima osservazione suggeris
e an
he un modo operativo per 
al
o-lare i rapporti di trasmissione. Infatti, supponiamo di aver e�ettuato l'analisi
inemati
a di posizione. Su

essivamente supponiamo di e�ettuare l'analisi divelo
ità risolvendo il sistema lineare (1.2), 
ioè determiniamo .
x. Per ultimo,
al
oliamo la velo
ità della grandezza di 
ui vogliamo trovare il rapporto ditrasmissione attraverso, ad es., l'eq. (??). Se tale grandezza è ha valore .

l,allora, per l'eq. (1.7), il rapporto di trasmissione è .

l/
.
q.1.2 Le 
on�gurazioni singolariUn me

anismo è in CONFIGURAZIONE SINGOLARE quando, il determi-nante dello Ja
obiano è nullo

det (J) = 0Il fatto 
he ildet (J) = 0 signi�
a 
he il rango della matri
e J è minore dellasua dimensione. Di 
onseguenza, il numero di equazioni del sistema J ẋ = −A
q̇ è minore del numero di in
ognite (dove le in
ognite sono le 
omponenti delvettore ẋ). Questo indi
a, in 
on
lusione, 
he al
une 
omponenti delle in
ognitepossono essere s
elte arbitrariamente.Altra 
onsiderazione geometri
a importante è 
he, a 
ausa del fatto 
he
det (J) = 0 , J non è invertibilePROPRIETA' da tenere in 
onsiderazione:1) La 
ondizione di singolarità dipende dalla 
on�gurazione 
inemati
a (de�nitadai valori del vettore q) in 
ui si trova il me

anismo (e non dalle velo
ità delle
oordinate indipendenti).Questa prima proprietà è fa
ilmente dedu
ibile se si 
onsidera il fatto 
he J èfunzione es
lusivamente delle 
oordinate indipendenti q e non delle sue velo
itàq̇,
ome si può an
he vedere dalla struttura di esempio di J nell'eq. (1.1)2) La 
ondizione di singolarità dipende dalle grandezze s
elte 
ome 
oordi-nate indipendenti. Infatti in un me

anismo, l'elemento motore del me

anismopuò essere s
elto in molti modi. A se
onda della s
elta fatta, la 
ondizione disingolarità 
ambia. Chiariamo questa proprietà 
ol seguente esempioESEMPIOConsideriamo un manovellismo 
entrato (me

anismo biella manovella nelquale l'asse di traslazione del pattino interse
a il perno di manovella). Si tratta6
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di un sistema ad 1 gdl. S
riviamo l'equazione di 
hiusura ed e�ettuiamo l'analisidi velo
ità in maniera tale da ri
avare lo Ja
obiano.
−→z1 +

−→z2 +
−→z3 = 0Derivando

{

−z1 sin (ϕ1) ϕ̇1 − z2 sin (ϕ2) ϕ̇2 − ż3
z1 cos (ϕ1) ϕ̇1 + z2 cos (ϕ2) ϕ̇2

}

= 0 (1.8)A questo punto dobbiamo de
idere 
hi è l'elemento motore del me

anismo.Vi sono due possibilità. O si 
onsidera 
ome elemento motore il pattino, oppurela manovella z1. Nel primo 
aso il me

anismo rappresenta un motore a s
oppio,dove l'azione motri
e è data dal 
ompressione nella 
amera di s
oppio e dallaspinta 
he ne deriva sul pistone lungo la direzione del vettore z3. Nel se
ondo
aso il me

anismo rappresenta un 
ompressore, nel quale l'azione motri
e èdata da un motore 
alettato sulla manovella. Il motore fa girare la manovellaed il pistone viene impiegato per 
omprimere alternativamente il gas. Si ri
orda
he, a se
onda della s
elta dell'elemento motore, e quindi a se
onda della s
eltadella 
oordinata indipendente (se z3 o ϕ1) il risultato in termini di 
ondizionidi singolarità, 
ambierà radi
almente.Analizziamo separatamente i due 
asi e partiamo 
on il motore a 
ombustioneinternaFissiamo 
ome COORDINATA LIBERA q = z3. Dal sistema (1.8) e 
on-siderando 
he le in
ognite sono ϕ̇1 e ϕ̇2, si ottiene
J =

[

−z1 sin (ϕ1) −z2 sin (ϕ2)
z1 cos (ϕ1) z2 cos (ϕ2)

]

det (J) = 0 =⇒−z1z2 sin (ϕ1) cos (ϕ2)+z1z2 sin (ϕ2) cos (ϕ1) = z1z2 sin (ϕ2 − ϕ1) =
0 La 
ondizione di annullamento dello Ja
obiano si veri�
a quando sin (ϕ2 − ϕ1) =
0, e quindi quando l'argomento della funzione seno vale 0 oppure π, 
ioè

ϕ2 = ϕ1oppure
ϕ2 = ϕ1 + π7

http://it.wikipedia.org/wiki/Compressore_alternativo



ioè quando i vettori z1 e z2sono allineati.
La �guara aiuta a 
omprendere qual'è l'interpretazione �si
a della 
on�gu-razione di singolarità. Quando un me

anismo si trova in una 
on�gurazionedi singolarità signi�
a 
he perde la 
apa
ità di essere movimentato attraversol'appli
azione di una forza all'elemento motore. Basta osservare la �gura so-prastante. Se il pistone si trova nei 
osidetti punto morto inferiore o puntomorto superiore, la forza appli
ata al pistone non fornirà al
un 
ontributo allarotazione.Analizziamo le velo
ità attraverso le equazioni 
oinvolte quando 
i troviamonelle 
on�gurazioni di singolarità.Le equazioni di velo
ità nel 
aso ϕ2 = ϕ1 = 0 sono (ad esempio)

{

ż3
z1ϕ̇1 + z2ϕ̇2

}

= 0Si dedu
e 
he la 
oordinata libera non può assumere valori arbitrari madeve essere ne
essariamente nulla. Infatti, istantaneamente, 
ome si dedu
edalla �gura, il pattino non può non rimanere fermo. Per 
ontro, 
i sono in�nite
ombinazioni di ϕ̇1 e ϕ̇2 
he soddisfano il sistema.Passiamo al 
aso del me

anismo 
he rappresenta la modalità di funziona-mento di un 
ompressore. In questo 
aso l'elemento motore è la manovella.Fissiamo 
ome COORDINATA LIBERA q = ϕ1. lo Ja
obiano 
ambia ediventa
J =

[

−1 −z2 sin (ϕ2)
0 z2 cos (ϕ2)

]Ildet (J) = 0 porta alla 
ondizione −z2 cos (ϕ2) = 0La 
ondizione si veri�
a quando
ϕ2 = ±

π

2Questa 
ondizione può veri�
arsi solamente quando biella e manovella hannopari lunghezza e sono allineate. Vedi �gura sottostante.
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1.3 Gruppi di Assur ed analisi di velo
itàIl me

anismo può essere s
omposto in sottome

anismi a mobilità nulla (diadi).Si utilizza la stessa s
omposizione impiegata per l'analisi 
inemati
a di posizione.An
he in questo 
aso, per e�ettuare un'analisi di velo
ità, inve
e di ri
orrerealla soluzione del sistema (1.2), 
he per quando lineare, 
omporta una 
erta
omplessità, si può risolvere le diadi in 
as
ata.L'analisi di velo
ità può essere svolta in sequenza, seguendo lo stesso ordineadottato per la soluzione del problema 
inemati
o.Il problema di velo
ità è in ogni 
aso lineare.Come esempio riportiamo l'analisi di velo
ità della diade RRR.Tipo Dati geometri
i Dati noti Dati 
al
olati In
ogniteRRR z1, z2
ẋA, ẏA, ẋB, ẏB
xA, yA, xB, yB

ϕ1, ϕ2 ϕ̇1, ϕ̇2Come si vede dalla tabella, i dati geometri
i sono gli stessi 
he erano 
oin-volti nell'analisi 
inemati
a di posizione. I dati noti 
omprendono le poizioni ele velo
ità dei punti delle due 
oppie rotoidali vin
olati al telaio �ttizio. Per dati
al
olati si intendono i valori delle posizioni angolari 
he sono state pre
edente-mente 
al
olate 
on l'analisi 
inemati
a di posizione. Per 
ui, an
he nell'analisidi velo
ità per gruppi di Assur, l'analisi di velo
ità di ogni singola diade deve es-sere pre
eduta dalla rispettiva analisi 
inemati
a di posizione. Le in
ognite sonodate dalle velo
ità dei due angoli 
he erano in
ogniti nell'analisi di posizione.
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Se sono note solamente le velo
ità dei punti A e B si 
al
ola la variazionerispetto al tempo del vettore 
he rappresenta il telaio �ttizio
.

~zt =

{

ẋB − ẋA

ẏB − ẏA

}Derivando l'equazione di 
hiusura ~zt − ~z2 + ~z1 = 0 si ottiene
[

−z1 sin (ϕ1) z2 sin (ϕ2)
z1 cos (ϕ1) −z2 cos (ϕ2)

]{

ϕ̇1

ϕ̇2

}

=

{

ẋA − ẋB

ẏA − ẏB

}In 
on
lusione
{

ϕ̇1

ϕ̇2

}

=
1

z1z2 sin (ϕ1 − ϕ2)

[

−z2 cos (ϕ2) −z2 sin (ϕ2)
−z1 cos (ϕ1) −z1 sin (ϕ1)

]{

ẋA − ẋB

ẏA − ẏB

}An
he 
on una diade di tipo RPR, si pro
ede nella stessa manieraTipo Dati geometri
i Dati noti Dati 
al
olati In
ogniteRPR z1, z3, α, β
ẋA, ẏA, ẋB , ẏB
xA, yA, xB , yB

ϕ1, z2 ϕ̇1, ż2
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Se sono noti solamente le velo
ità dei punti A ed B si 
al
ola
.

~zt =

{

ẋA − ẋB

ẏA − ẏB

}Nota 
he ϕ̇1 = ϕ̇2 = ϕ̇3Dall'equazione di 
hiusura ~z1 −~z2 − ~z3 + ~zt = 0 , derivando si ottiene
[

−z1 sin (ϕ1) + z2 sin (ϕ2) + z3 sin (ϕ3) − cos (ϕ2)
z1 cos (ϕ1)− z2 cos (ϕ2)− z3 cos (ϕ3) − sin (ϕ2)

]{

ϕ̇1

z̀2

}

=

{

ẋB − ẋA

ẏB − ẏA

}la 
ui soluzione è banale.
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