Segnale periodico: serie di Fourier

Sia x(¢) reale di periodo T:

1
dett =—
etta fo T

la frequenza fondamentale di X(t), si ha:
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k —
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00 00
2) x(¢t)=Ay+ D Ajcos k2afyt+ Y By sin k2xfyt
k=1 k=1

3) x(t)= ka cos (k2nfyt+ ¢y )
k=0
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Coefficienti

cp = % jx(t)e_jkzdo ‘dt ¢, =cT) per x(t) reale
(7)
— A= [cosk2ao )t (k#0) 401 ()= o = D,
- ) T
B, = ;< j;c(t)sin (k2fyt)di (k=0) Bp=0
T

1 . 1 '
Ck = E(Ak ~ By )= EDkemk (k#0)
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Segnali non periodici: trasformata di Fourier e sue proprieta

+00 . +00 .
X(f)= | x()e 7?7 dr x(t)= [ X(f)e/*? 'df
—00 —00
Trasformata di Antitrasformata di

=— Fourier Fourier
s F F
I  x0)ex(r) x(t)e> X5(f)
= Linearita

ax 1)+, a X, (1) +5 X (1)

Simmetria X (- f)=X"(f)

F Ay

Traslazione nel tempo x(t)(—)X(f) x(t—to) e’ OX(f)
. F dx(t) [ .

Derivazione nel tempo x(t)(—) X(f) —(—)]27er(f)

dt
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Proprieta della trasformata di Fourier

F F
Scalaggio nel tempo e nella frequenza  x(t)<> X (f) x(at)(—)ﬁX(i)
a a
F F
Traslazione nella frequenza  x(t)«> X (f) x(t)exp(j27fyt) > X (f - fo)

P — Convoluzione  x;(¢) i X1(f) x (1) <—I>: X5(f)
T— +o0 7
— 5@ 0(0)= [x(E)x(-r)dr & X,(1)X5(r)
F - F
Modulazione xl(t) 4 Xl(f) X2(t) 4 Xz(f)
F

Dualita x(¢)

o X  x() < 22d-w)

(1) X(0) © ()
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Proprieta della trasformata di Fourier

Relazione di Parseval
+o0

j ‘x(t) ‘Zdt = E <o — x(t) segnale di energia

+00 +00 ] +00
j x(t)[Pdr = j x()far =5 j X(0)] do
[lete) Pt =co

ma lim — J“x dt = P <0 —> x(t) segnaledi potenza

-00

+T/ 2

T T
/ T2
+T2 +00 2
hm— [l+(e) P = tim j‘ rli/ df— lim I‘XT(“’)‘ do
Tl T—>w T—o00 27T T
T/2 -00

)= 2]
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_ 1x(?)
x(t) = rect[t ;/ 2} I

-t
T
—_— Per | ieta dell onft
— er la proprieta della : — 2 f = .
— traslazione nel tempo: X (f)=T sm(;sz)e 2 =Tsinc(fT)e /7 /T
- 7/ T
e
AX(/)
1
1 <B/2
X(f)=rect LI ‘f‘ / . f
Bl |0 |f|>B/2 5 s
Per dualita: 2 B 7
sin(7z Bt ,
x(t)=B7£Tt)=B sinc(Bt) 2 Nt

1

1
B B
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x(t) = u(t)

Premessa:

Tutte le funzioni g()=u(t)+c hanno per derivata Xt)

pertanto:
: 1
j2x [ Figl)i=1 = Figlt)=———+ad(f)
j2r f
in particolare, se ¢ = —i, ésgn(t)
? 1 é t
g(t) = Esgn(t) ]
"2

. o . o / 1
Funzione dispari =—=> Trasformata immaginaria £ —sgn(t) = —
2 j2r f

Pl = F{ Jsenlo)+ 5 =L+ 2a(y)
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Segnali periodici tempo discreto

Serie di Fourier per un segnale periodico di periodo N:

x[n+N]: x[n] Vn

a) Il segnale assume al massimo /V valori distinti

] ]k—n Sviluppo in serie di Fourier del
XN ake segnale X[7]

Am

>

¥,
N




Segnali non periodici: trasformata di Fourier

e/ |= +ooxn o /4N x[n]:i X(ejg)ejgndﬂ
)= 3ol 2”<2£>

R n=—~u0

——

= 1) La trasformata di Fourier & periodica, di periodo 277 .
I 2) Linearita

3) Simmetria: X (e] = ): X" (e_] = ) per x|n] reale
4) Traslazione nel tempo e nella frequenza:

x[n] <—>F X(ejg)

F . .
xln-ng] © X(e]'Q)e_J“Q”O

n]e 0 o X(ef(g—go))




Altre proprieta

6) Derivata rispetto alla frequenza:

x|n] (—}: X(ejQ) nx{n] <—f jM

aqQ
I +00
e 7) Relazione di Parseval: Z\x[n]\ =5 _HX(eJ )‘ ds2
n=—00 4 2
— (27)
e
e

8) Convoluzione:

xl[n] <f> Xl(ejg)

xz[n] Z) XZ(ej‘Q)

= [nl@xsn] & X1 ?)x,e7?)




Trasformata discreta di Fourier (Discrete Fourier Transform - DFT)

Si consideri nuovamente una sequenza non periodica di durata finita

Si costruisca una sequenza X [n] periodica di periodo N>M.

—— x[n] S !
— ol e, tly 1o
T— v [~ [
I -
]
27 27
— ks N — ikt
= Y Fale "N =L Sfule TN
Nn=<N> Nn—Nl
(N—l jkz—”n
x[n] = dae N N <n<N,
k=0
B, 0 altrimenti
Py, L
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DFT: considerazioni

= La DFT é un campionamento della trasformata di Fourier tempo
discreto della sequenza di durata finita.

— 1 N, —jkzln 1 0
R ajp = — Zx[n]e N :X(e] ) 27
— N “ N Q=k="
e n=N, N
—— = Aumentando N, si ottiene un campionamento piu fitto.
| ’
» Piu in generale si possono definire diverse regole di
trasformazione:
27
2 N-1 k=" n
N _iag =" 1 J
1 2 jk——n - N <p<
ap=— Y x|nle = N xln]=1p & K€ Ny=ns=N;
A,7y k=0 : :
= | 0 altrimenti
m %L% AB=N

- @
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DFT: considerazioni (continua)

= Se N € una potenza di 2, esiste un algoritmo veloce per il calcolo
della trasformata (Fast Fourier Transform - FFT)

= Se un segnale di durata finita M, viene applicato a un filtro LTI
con risposta impulsiva di durata finita M, (Finite Impulsive
Response — FIR - Filter), la risposta ha durata finita non
superiore a M=M,+M,-1. Tale sistema puo essere studiato nel
dominio della frequenza pur di scegliere N>M. Per poter
utilizzare la FFT

N = olloga M|

et
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Campionamento

Sia x(¢) la versione campionata di x()

x(N-3 ¥ -]

S = T

B 1
e Quindi, in assenza di aliasing, per |f|<—— abbiamo X (f)=TXs(f)
= Vale pero anche la
—
. o0 00 0 0
Xo(f)= [ x(t) X S(t—kTy)exp(—jmfTy)de= > x(kTy) | &(t—kTy)exp(—j2x fi)dt
—00 k=—o0 k=—0 —00
o0
X, (f)= Y x(kTy)exp(—j27 fkTy)
k=—o0

Essendo Xs(ejQ)= i x[k]exp(—jQk)  per |f|<_510ttlene X(f)=TsXs(€jQ)‘

i Q=27 fT

o0
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