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Segnali e sistemi passa-banda

� Segnali passa-banda

� Segnale analitico

� Inviluppo complesso 

�Trasformata di Hilbert

� Analisi dei sistemi LTI passa-banda

� Ritardo di fase, ritardo di gruppo
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Segnali passa banda

Segnale passa banda:

segnale il cui spettro X(f) è nullo ovunque, tranne su un intervallo 

(usualmente piccolo) di frequenze attorno a una frequenza f0 . 
Precisamente: 

( ) 00 fB     Bff  per mente    sicura0fX <>−=

Attenzione:

f0 non è necessariamente la frequenza al centro dell’intervallo B.  
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Sistemi passa banda

Sistema passa banda :

sistema la cui risposta in frequenza H(f ) è diversa da zero 

solamente in un intervallo di frequenze B attorno a una frequenza f0

Nello studio di segnali e sistemi passa banda è comodo far 
riferimento a segnali e sistemi equivalenti in banda base 
(a bassa frequenza).

( ) ( ) ( )002
~

ffXffufX ++=

( )fX
~

Lo spettro             è 

ottenuto traslando a 

sinistra di f0 la parte a 

frequenze positive di X(f ),
dopo averne raddoppiato 

l’ampiezza:
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Segnale analitico – Inviluppo complesso

� Segnale analitico: è ottenuto considerando solo la parte a frequenze 

positive (moltiplicata per due) dello spettro di un segnale passabanda.

� Ricordando che (per dualità):  

� si ottiene:

� Pertanto:  

� Inviluppo complesso: si ottiene traslando in banda base il segnale 

analitico:

� Pertanto:

( ) ( ) ( )fXfufX 2=+

( ) ( )
t

j
tfu

π
δ

22

1
+⇔

( ) ( ) ( ) 







⊗+=+

t
txjtxtx

π

1

( ) ( ){ }txtx += Re

( ) ( )0
~

ffXfX += + ( ) ( )0
~

ffXfX −=+

( ) ( ) tfj
etxtx 02~ π=+

( ) ( ){ }tfj
etxtx 02~Re

π=
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Trasformata di Hilbert

( )thhilb
( )tx ( )tx̂

Da funzione di t a funzione di t

( )   
t

1
thhilb

π
=

Può essere considerata come un’operazione 
eseguita da un opportuno sistema LTI

( ) ( )fj
t

1
fHhilb sgn−=









=
π

F

Rem.: ( )tsgn
fj

1

π

Per dualità: ( )fHhilb

( )fhilbϕ

1

2π

2π−
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Esempi e proprietà

( ) ( ) ( )tctxty =
Sia

( )fC

( )fX

( ) ( ) 0fCfX =×con:

Allora: ( ) ( ) ( )tctxty ˆˆ =

Esempio tipico:

( ) ( ) ( )ttmty 0ωcos= ( ) ( ) ( )ttmty 0ωsinˆ =
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Esempi e proprietà

( ) ( )tf2tx 0πcos=

( ) ( )tf2tx 0πsin=

( ) ( )tf2tx 0πsinˆ =

( ) ( )tf2tx 0πcosˆ −=

(verifica per mezzo dei rispettivi spettri)

( ) ( )txtx −=ˆ̂( )thhilb

( )tx ( )tx̂
( )thhilb

( )tx̂̂

( )fH

1

( )fϕ π
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Riepilogo

Segnale analitico: ( ) ( ) ( )txjtxtx ˆ+=+

( )fX ( ){ }txF ˆ

j+ j−

( ){ }txF +

Convenzione:

( ) =fX̂ Spettro di ( )tx̂

( ) =+ fX Spettro di ( )tx+

( ) ( ) ( )fXfufX 2=+

( ) ( )0
~

ffXfX += +

Inviluppo complesso: ( ) ( ) ( ) ( )txjtxetxtx
tfj

ImRe
2 ~~~ 0 +== −

+
π
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Relazioni importanti

Il segnale passa banda può essere posto quindi nella forma: 

( ) ( ){ }tf2j 0etxetx
π~ℜ=

( )
( )   tx

   tx

=

=

Im

Re
~

~

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
       

 tf2txtf2txtx 00 ππ sin~cos~
ImRe −=

Inoltre:

(forma canonica di un segnale passa banda)

parte in fase (xc(t))

parte in quadratura (xs(t))

( ) ( ) ( ) ( )  txtxtxta
22
ImRe

~~~ +== Inviluppo naturale di x(t)
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Calcolo inviluppo complesso

( ) ( ){ }tf2j 0etxetx
π~ℜ=

( ) ( ) ( ) ( ) ( )tf2txtf2txtx 0s0c ππ sincos −=

( ) ( ){ } ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ){ } ( ) ( ) ( ) ( )tf2txtf2tx     txmtx

 tf2txtf2tx      txetx

00s

00c

ππ

ππ

sincosˆ~

sinˆcos~

−=ℑ=

+=ℜ=

( ) ( ) ( ) ( ) ( )tf2txtf2txtx 0s0c ππ cossinˆ +=

( ) ( ) ( ) tx  tx  tx sc ,,~
dipendono dalla scelta di f0

( ) ( ) == txta ~ inviluppo naturale, non 
dipende dalla scelta di f0
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Motivazioni

Analisi di sistemi passa banda

( ) ( ){ }tf2j 0etxetx
π~ℜ=

( ) ( ){ }tf2j 0ethe2th
π~

ℜ=

(per convenienza)

( )th

( ) ( ) ( )thtxty ⊗=

ma anche:

( ) ( ){ }tf2j 0etyety
π~ℜ=

( ) ( ) ( )thtxty
~~~ ⊗=essendo

L’analisi coinvolge soltanto segnali a “bassa frequenza”

(senza dimostrazione)
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Sistemi passa banda

sistema passa banda

rappresentazione equivalente in banda base, seguendo 
le medesime regole viste per i segnali:

( ) ( ) ( ) ( ){ }  thjth
2

1
thth ˆ+=→ +

Segnale analitico associato a h(t)

per convenienza

( ) ( ) ( ) ( )tjhthethth sc
tf2j 0 +== −

+
π~

( ) ( ) ( )00 ffuffHfH ++=
~

( ) ( ){ }tf2j 0ethe2th
π~

ℜ=

a causa del fattore 1/2
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Sistemi passa banda

Si può dimostrare che tra gli inviluppi complessi dei segnali

passa banda y(t) e x(t), rispettivamente all’uscita e all’ingresso

di un sistema passa banda, esiste il seguente legame:

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )fHfXfY

thtxty
~~~

~~~

=

⊗=

Esempio: ( )fH

f

f

( )fH
~

pendenza =
0t2π−
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Esempio

( ) ( )tf2
T

t
recttx 0πcos





=

T

( )tx

t

( )
( )









>

<<−
=

+

2

B
f                   0

2

B
f

2

B
 per    e

fH

0ffjϕ
~

B

ff0

-f0

( )fH

0ϕ ( )fϕ

0ϕ

f

( )fH
~

B

( ) ( )0

ff

0 ff
df

d
f

0

−+≅
=

ϕ
ϕϕ

gt2π−

( ) ft2jj g0 eefH
πϕ −

≅
~
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Esempio

( ) ( )tf2
T

t
recttx 0πcos





=

( ) ft2jj g0 eefH
πϕ −

≅
~

( ) 





=

T

t
recttx~

( ) ( )( ) 0j
g ettB Bth

ϕ−= sinc
~

( ) ( ) ( )thtxty
~~~ ⊗=

( )τπλ −−= gttB  posto

( )
( )

( )
λ

λ

λ

π

π

π

ϕ

d
e

ty
2TttB

2TttB

j
g

g

0

∫
+−

−−
=

sin~

( )

)(

sin
Si

integrale  seno

    du
u

0
λ

λ

λ
∫=

( )[ ]
( ) τ

τπ

τπϕ
d

ttB

ttB
eB

2T

2T g

gj 0 ∫
+

− −−

−−
=

sin

( )[ ] ( )[ ]{ }2TttB2TttB
e

gg

j 0

−−−+−= ππ
π

ϕ

SiSi
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0 gt

Ritardo di gruppo – ritardo di fase

( ) ( ){ }
( )[ ] ( )[ ]{ } ( )[ ]00gg

tf2j

ttf22TttB2TttB
1

          

etyety 0

−−−−+−=

ℜ=

πππ
π

π

cosSiSi

~

=−=
0

0
0t

ω

ϕ
ritardo di fase

00

d

d

df

d

2

1
t

ff

g

ωωω

ϕϕ

π ==

−=−=

ritardo di gruppo

( )ty

( )ty~±

( )
gttx −~
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Riassunto

Inviluppo complesso ( ) ( ) ( )txjtxtx ImRe
~~~ +=

( ) ( ){ }tf2j 0etxetx
π~ℜ=

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) tftxtftxtx 0Im0Re 2sin~2cos~ ππ −=

forma canonica di un segnale passa banda:

( )
( )   tx

   tx

=

=

Im

Re
~

~ parte in fase (xc(t))

parte in quadratura (xs(t))

( ) ( ) ( ) ( )  txtxtxta
22
ImRe

~~~ +== Inviluppo naturale di x(t)

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )fHfXfY

thtxty
~~~

~~~

=

⊗=
Per un sistema passa basso
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Riassunto

Trasformata di Hilbert: ( ) ( )
∫

+∞

∞−

−
= τ

π τ

τ
dtx

t

x1
ˆ

( ) ( )fj
t

1
fHhilb sgn−=









=
π

F ( ) ( ) ( )fXfjfX sgnˆ −=

( ) ( ) ( ) ( ) ( )tf2txtf2txtx 0s0c ππ sincos −=

( ) ( ){ } ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ){ } ( ) ( ) ( ) ( )tf2txtf2tx     txmtx

 tf2txtf2tx      txetx

00s

00c

ππ

ππ

sincosˆ~

sinˆcos~

−=ℑ=

+=ℜ=

( ) ( ) ( ) ( ) ( )tf2txtf2txtx 0s0c ππ cossinˆ +=

Relazioni importanti:

segnale analitico associato a x(t) : ( ) ( ) ( )tx̂jtxtx +=+


