Compito 30-31 gennaio 2001

ESAME DI COMUNICAZIONI ELETTRICHE

Appello del 30 — 31 gnnaio 2001

Prova scritta
EsarcizioN. 1

UnsistemalLTI causale edescritto dalla seguente equazone differenziae:
v 2y()=x()

dt
Determinare la sua risposta d segnale x(t)avente trasformata di Fourier:
X@)= 5

2+ )+ jw)
Soluzione
S determini preliminarmente la risposta in frequenza del sistema dato.

Trasformando entrambi i membri dell’ equazone differenziale risulta:
oY)+ 2v(©)=X(©) 0 H)=Y® - 1

X(w) 2+jw

Latrasformata dellarisposta cecaa epertanto:
V(@)=

2+ jw) L+ jw)

Attraverso la scomposizione in fratti parziali Y(w) pud essre posta nellaforma:
A B C
(2+ ja))2 (2+ Ja)) (1+ Ja))
Risulta essre: A=-1, B=-1 e C =1. Indefinitiva
y(t)=(te® e +eu)

Y(w)=

. y(t)
L’andamento di y(t) &riportato in figural. o
0. 06
0.04
0. 02 t
1 1 2 3 4 5
Fig. |
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Esercizio N.2

Esiste una dasse di sistemi LTI tempo discreto per i quali, dette Hl(ejg) e
H,(e/? ) le risposte in frequenzadi due qualsiasi di ess, si ha de:
Dl ED
D—J’H (eJQ )dQEllé’;J’H (eJQ dQD— J’H eJQ eJQ )dQ

Dire, giugtificando la risposta, quale proprleta caatterizza questa das® di
sistemi.

Soluzione

Nell’ugueglianza scritta, i due integrali di sinistra @rrispondono rispettivamente a
hl[O] eh, [O] mentre quello di destra rappresenta hl[n]D hz[n]|n:0. Quindi s tratta di

evidenziare quale proprieta dei due sistemi garantiscel’ uguagli anza

hy [0] h, [0] hy [n] Oh, [n]|n -0 z hy [k] h, [_ k]

K==c0
Considerando il significato dell’ operazone “somma di convoluzione”, s conclude
che questa relazone everificaa se esolo se i due sistemi sono entrambi causali (oppure
entrambi anticausali).

Esercizio N. 3

Un sistema LTI tempo discreto ha come risposta impulsiva un segnale sinistro,
la ai trasformata Z &

78+ 7247

Dire qual & la regione di convergenzadi H(z) e cacolare i valori di h[n] per
n=0. Direinoltre seil sistema e(o non é) stabile.

Soluzione

Poiche h[n] e un segnale sinistro, la regione di convergenza sara la parte del
piano z interna auna drconferenza di raggio r, con centro nell’origine, esclusa d pit
'origine. La funzione H(z) ha dnque poli di modulo pari a %/2e un polo triplo
nell’ origine. Quindi la sua regione di convergenza édefinita da 0 <|Z < X2 Poiché la
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circonferenza di raggio unitario € inclusa in questa regione, il sistema risulta stabile.
Attraverso ladivisione lunga s vede de:

g 1 _
z78+27%+72
2

Quindi h[n] =0pern=0, tranne deper n=3, ovevae 1.

EsercizioN. 4

Le redizzazoni di un proces® aedorio sono date dale funzioni periodiche

+00

x(t)= Z f(t-k), ove f(t)e la funzione rappresentata in figura 1. In tale figura a &

k=—c0
unavariabile deaoria uniformemente distribuitatraO e 1.

Fissto un istante t,, con 0<t,<1, s ()
esprima la densita di probabilita del primo ordine
pl(XO’tO)'
Fissti poi dueistanti t, et,,con 0<t, <t, <1, s
esprima la densita di probabilita del secondo ordine ‘ t

X1t %, 1, ). |
pz( 1,11, X 2) a 1
Fig. 1

Soluzione

All’istante t, il processo diventa una variabile deaoria de pud assumerei valori
Oel Essa asumeil valoreOse a <t, edil valore 1 se a € compreso tra t, e 1. Poiché
a euniformemente distribuitatraOe 1, s avra
P[X(to) = 0] =1
P[x(t,)=1]=1-1,
La aorrispondente densita di probabili ta risulta:
P1(%0,t0) =168 (% ) + (1-15)3 (%, — 1) (fig. )
Scdti dueistanti t, et,, con 0<t, <t, <1, le corrispondenti variabili aeéorie
X; € X, POoSPNo assumere mngiuntamente i seguenti valori:
) x,=0 x,=0
2) ;=1 x,=0
3) ;=1 x,=1
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Il primo evento ha probabilita t,, il secondo ha probabilita t, —t, il terzo infine
ha probabilita 1-t, . Di conseguenza

P2 (X1’t1; Xzitz) =1,0 (X1)5 (Xz)"'

+t, —1,)0 (6 ~1)3 (x)+ (fig. 11)
+(1-1,)5 (% ~1)8 (x, - 1)

P](x@ to)

to A I-to

Fig. 11 Fig. III

Questo esercizio s presta dl’approfondmento d vari concetti, propri dei process aleatori.
Immaginiamo, per maggor generalita, che la variabile aleatoria asia uriformemente distribuita tra 0
eTe chele varierealizazioni del proceso siano dde dalla funzione:

(1) = Z f (t-kT)

Disegnamo dcune realizazioni del proces: ese s presenterannocome indicato rella figura

1V:
x(t)
1
t
-T a T 2T 3T
x(Z)(t)
1
! ! w
-T a‘ T 2T 3T
x3(1)
1
t
-T aTl 2T 3T
t ttt

Fig. IV
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Osserviamo innarmtutto che ogn realizazione eéunafunzione periodica d periodoT: cio puo
far intuire una poballe ciclostazionarieta del proces. Proviamo innarwtutto a calcolare il valor

medio del proceso X(t). Scegliamo, a titolo d esempio, un istante generico t, compreso tra Oe T. La
variabil e aleatoria che nasce all’istante t pud assumere solamente due \alori, e predsamente s avra:

x(t)=0, x{t)=1.
R = P[X(t) =O]= P[a <t]:%

P = P[X(t):1]: P[t <a <T]: 1_%

Per il valor medio m, (t), nell’intervallo 0 <t < T, si ha
t
mx(t):l—?

E chiaro che in ogri intervallo KT <t < (k+1)T la situazione s ripete e pertanto il valor
medio e periodico int. Es® s presenta comein figura V.

my(?)

-T T 2T 3T
Fig. Vv

Calcolo della funzione di autocorr elazione.

Per il calcolo della funzione di autocorrelazione mnviene procedere nel seguente moda
Ricordiamo innarwitutto che:

R (t,t +7)= E[x(t)x(t +7)] =0x P[x(t)= 0, x(t +7)=0]+
+0x P[x(t)=1,x({t +7)=0]+ O oppure
(0% ) =0 +1)= 1) +
+1x P[x(t) =1, x(t + T) = 1] =
= P[x(t) =1 x(t + T) = 1]

1) Sa0<s71<T
a) Scegliamo unistantettale he 0 <t <T —T:
Rx(t,t+r):P[x(t):l,x(t+r):1]:P[a>t+r]:1—t+?r
b) SeinveceT —-T<t<T:
Rx(t,t+r):P[x(t):l,x(t+r)=1]=P[a>t]=1—%

¢) Questi due andamenti s ripetono evdentemente in  ogn intervallo
nT<t< (n + 1)T . Pertanto per ogri 0 < T <T la funzione di autocorrelazione &
periodicaint. Essa hal’andamento riportato in figura VI a.

2) SaoatT>T esa kTST<(k+1)T .(conk>0)
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a) see0<st<(k+1T-Tsha

Rx(t,t+r)= P[x(t)zl,x(t+r):1]= p[a >t+T—kT]:1—M

b) Seé(k+l)T—TSt<(k+l)T inveces ha
R (t.t+7)=P[x(t)=1x(t+1)=1]= Pla >t]:1—%

¢) L’andamento s ripete ogn qudvoltat aumenta (o dminuisce) di un numero intero d
periodi T

L’andamento della funzione di autocorrelazione eidentico a prima: in questo caso i valori che
caratterizzanole ampiezz della funzione sono quelli i ndicati in fig. VI b.

R, (t,t+7)
T
I'T,
T
T
t
| ! | I
-T T-r T 2T
Fig. VI a
R, (t,t+7)
]_'iT kT
T\ T
‘ t
i ] 1 T ] 1
-T k+)T-r T 2T
Fig. VI b
R, (t,t+7)
T
il -0
T T
‘ t
| I | I
-T o T 2T
Fig.Vl ¢

3) Saaa T <0. Possamo limitarel’andis al caso O < |T| <T:
a) Set+71>0,cioeset >|T| (vedi figura VI a),

Rx(t,t+r)= P[x(t)zl,x(t+r):1]= p[a >t]=1—%

b) seét+71 <O:(vedifigura Vil b)
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per]_,_f-t

R (t,t+7)=P[x(t)=1xt+1)=1]=Pla >t+7+T]=1- =

(I ultima uguadj anza risulta dd fatto che s éfatta l’ipotes che t+ 1 Sia regativo).
La funzione di autocorrelazione appare ora comein figura VI c.

x®(7) x(k)(t)
1= e

-T ai T -T a T
1t 7t
FigVil a Fig. VIl b

E’ importante notare chesia per T >0, siaper T <0, la funzione di autocorrelazione & per
ogn valore di T, periodica int. Quindi il procesD é ciclostazionario, almeno in senso lato. Inditre,
per ogn valore di t ess e periodica in T (g rifletta in paticolare sulla figura VI c). Pertanto, se

valutiamo il valor medio d Rx(t,t +T) rispetto at su un periodg troveremo unafunzione della
variabile T, periodica d periodo T. Infatti tale valor medio & dato ddl’area dei due triangdi che
caratterizzano Rx(t,t +T)su un eriodo, divisa per T. Quindi siaper T >0,slaper T <0, s ha

U EK _141\2 2 )

— 1T |T|) +T H 1 1% 71

R S o N L R

R.(r)= er(r—kT) con rx(T):DTE A 2T T per0<T<T
o %) altrove

L’andamento d ﬁx (T) eriportatoin figura VI, per T=5

os | R(@)
0.4

/3
0.2
0.1

T
-5 -2.5 2.5 5 7.5 10
Fig. VI

Calcolo della densita spettrale di potenza

La densita spettrale di potenza SX(f) pudessre alcolata in due modi, e predsamente mwme

trasformata d Fourier di ﬁx(r), oppue a patire dale realizazioni del proces®d, seoondo la
definizioredi S, (f).
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1) Calcolod Sx(f) come trasformata d Fourier di ﬁx (T)

Poiche ﬁx (T) € una funzione periodica, la sua trasformata sara costituita da unaserie di
n i ) o .
impulsi centrati alle frequenze f, = i?. L'area d ciascun impulso coincidera con il valore del

corrisponcknte mefficiente dell o sviluppoin serie di Fourier di X( ) Quindi:

ch‘in—nH

n=-oo
+T/2 2 | | JZI‘\JT E T/2 i L o [an.TD ;
T/z T2 T ! T2 T H
L’integrale édato ddla somma dei seguenti tre integrali
sinmznnr &
T/2 F
a) E J' ECO [an'[%j'[ :E—T 0
T 2 2 T T @
T 0
2212 a2, e O
b) ?!T—COSET—THH—TT!T co = rgﬂr
posto:
y= @T U = l | dr = Ldy
T 2n7t 2n7t
S ottiene:
1L o 8
. nm .
pp: j y? cody)dy = gt sin(y), - ! 2ysin(y)dy=
=0
0 D
-1 { 1)
- s - ayeoly) + [y =1 C1
"B st
=0
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nm 0O

2T/2 . )
?!_?COFT—THH-—
_1 nrm S( )d
=~ [ycody)dy =
2n2n2!

S @ysm y] Ism y)dy@- ~ {cos(y]""}

9, 1
S
2n°me 2n°m
) . ) ) 1
Sanmandoi tretermini s perviene al seguente risultato: C,, = —— 5 Pern z0
n-rr

Per n=0 s ha

17 T2 71 1
:_J' +_2—_ T==
T3 T T 3

In conclusione la densita spettrale di patenza appae @wme indicato in figura I X.

2) Calcolodrettod S, (f).

Poiché le realizazion del proces sono funzioni periodiche di periodo T, ciascuna d ese
posedera unasua densita spettrale di potenza, costituita daimpulsi centrati in corrispondcenza dle

frequenze multiple di U/T, di area pai al quadato del moduo del corrisponcente coefficiente dello
sviluppoin serie di Fourier.

Si(f)
1 1
3 2n21r?
1] ‘ REEE
12 n
T T T
Fig. IX

La densita spettrale di potenza del process risultera (per definizione) la media d tutte le
densita spettrali di potenza delle singde realizazioni, fatta sull’insieme delle realizazioni stese.
Data unarealizzazione generica, caratterizzata da uncerto valore della variabile aleatoria @, i suoi
coefficienti dello sviluppoin serie di Fourier sona
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.2m

a _.2m _ J
bn=T£IeJTtdt:?11 e ! @lnﬁz a&j%os@aﬁ—l%
0

jzﬂ Zn"D

4n2n2 @'HZEQLGHHOSZE!LaHﬂ ZCOS%GEE_
= %l 003&0%

In corrlspondsnza dlafrequenza nT (con n# 0) la densita spettrale di potenza del proces

presenterd unimpulso d area pai al valor medio d insieme di |bn|2 . Risulta:

Eﬁb|] 1 —%—cos&a%a—ﬁmnio

2n7TD

Per n=0 la rredla del valor quadatico medio d ciascunarealizazione porta d valore 1/3.
Come s vede, i due procedimenti portano effettivamente all a stessa espressone per la densita spettrale
di potenza.
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