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06.06 Analisi in frequenza con la DTFT e DFT

Per calcolare lo spettro di un segnale a tempo continuo o a tempo discreto abbiamo bisogno di tutti i

campioni del segnale da −∞ a +∞. In realtà, siamo in grado di osservarlo solo su di una “finestra”

temporale di durata finita. Se il segnale è un segnale analogico, lo filtreremo dapprima con un filtro

anti-aliasing e lo andremo quindi a campionare con una frequenza di campionamento Fs ≥ 2B, dove

B è la larghezza di banda del segnale. Dopodiché limiteremo la durata del segnale a soli L campioni

(ovvero a un finestra di TL secondi, con T il periodo di campionamento e T = 1/FS).

L’intervallo di durata finita pone un limite alla risoluzione in frequenza, ovvero limita la nostra capacità

di distinguere due frequenze con separazione inferiore a 1
LT

.

Indichiamo con {x(n)} la sequenza da analizzare. Limitare la durata della sequenza a soli L campioni,

ovvero all’intervallo 0 ≤ n ≤ L − 1 equivale a moltiplicare campione per campione {x(n)} con una

funzione finestra rettangolare w(n) di lunghezza L:

x̂(n) = x(n) · w(n)

w(n) =

{

1 0 ≤ n ≤ L− 1

0 altrimenti.

In questo modo lo spettro del segnale da analizzare, X̂(ejω) è dato da

X̂(ejω) =
1

2π

∫ +π

−π

X(ejθ)W (ej(ω−θ))dθ

Dimostriamo l’ultima relazione. Sappiamo che

x(n) =
1

2π

∫ +π

−π

X(ejθ)ejθndθ

DTFT [x(n)w(n)] =

+∞
∑

n=−∞

x(n)w(n)e−jωn =

=
+∞
∑

n=−∞

w(n)
1

2π

∫ +π

−π

X(ejθ)ejθndθe−jωn =

=
1

2π

∫ +π

−π

X(ejθ)
+∞
∑

n=−∞

w(n)e−j(ω−θ)ndθ =

=
1

2π

∫ +π

−π

X(ejθ)W (ej(ω−θ))dθ

L’ultimo integrale viene anche chiamato integrale di convoluzione.

Lo spettro della finestra rettangolare W (ejω) è

DTFT [w(n)] =
L−1
∑

n=0

e−jωn =
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ωL
2
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j sin
(

ω
2

) · e−jω L−1

2

Questa è una funzione simile a
sin(x)

x
. Nella convoluzione con X(ejω), ha l’effetto di “spalmare” lo

spettro di x(n) su tutte le frequenze. Questo fenomeno viene detto leakage.

Consideriamo ad esempio:

x(n) = cos(ω0n) =
1

2

[

e−jω0n + ejω0n
]

.

Per la proprietà dello slittamento in frequenza:

X̂(ejω) =
1

2

[

W (ej(ω+ω0)) +W (ej(ω−ω0))
]

Vediamo che lo spettro, invece di essere costituito da una linea (un impulso di Dirac in ±ω0), è dato da

un lobo la cui larghezza dipende dal numero di campioni L che osserviamo. In generale, maggiore è L

e migliore è la risoluzione spettrale. Infatti, consideriamo

x(n) = cos(ω1n) + cos(ω2n)

con ω1 ≃ ω2,

X̂(ejω) =
1

2

[

W (ej(ω+ω1)) +W (ej(ω+ω2)) +W (ej(ω−ω1)) +W (ej(ω−ω2))
]

Solo quando |ω1 − ω2| ≥
2π
L

(metà della larghezza del lobo) diviene possibile distinguere due lobi

separati.
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Esempio:

x(n) = cos(ω0n) + cos(ω1n) + cos(ω2n)

con ω0 = 0.2π, ω1 = 0.22π, e ω2 = 0.6π

Aumentando la larghezza della finestra di osservazione, ovvero L, possiamo ridurre la larghezza del

lobo principale W (ejω) ma i lobi secondari non vengono attenuati, ovvero permane l’effetto del leakage.

Per ridurre questi lobi secondari e conseguentemente il leakage possiamo utilizzare una opportuna

funzione finestra w(n).

Per esempio, molto utilizzate sono le finestre di Hanning (a coseno rialzato):

w(n) =







1

2

[

1− cos

(

2πn

L− 1

)]

per 0 ≤ n ≤ L− 1

0 altrimenti,

o ancora di Hamming:

w(n) =







0.54− 0.46 cos

(

2πn

L− 1

)

per 0 ≤ n ≤ L− 1

0 altrimenti.

Per queste funzioni finestra i lobi secondari sono molto più attenuati della finestra rettangolare. La

riduzione dei lobi secondari però viene ottenuta a spese di un allargamento del lobo principale e quindi

a spese di una perdita di risoluzione (che però può essere compensata aumentando L). Siccome

X̂(ejω) =
1

2π

∫ +π

−π

X(ejθ)W (ej(ω−θ))dθ
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se lo spettro di w(n) è stretto rispetto allo spettro di x(n), la funzione finestra ha solo un piccolo effetto

passa-basso (un effetto di smoothing, smussamento) sullo spettro di X(ejω). Al contrario, se w(n) ha

un lobo largo (come nel caso di L piccolo) lo spettro di w(n) verrà a mascherare i dettagli dello spettro

X(ejω).

Tipicamente lo spettro viene valutato ricorrendo all DFT, che per sequenze di durata finita L coincide

con il campionamento della DTFT su L punti equidistanzianti nell’intervallo [0, 2π],

DFT[x̂(n)] = x̂(ejω)
∣

∣

∣

ω= 2π

L
k

Prolungando x̂(n) con N − L zeri (ovvero calcolando la DFT su N ), siamo in grado di aumentare

a piacere la risoluzione con cui stimiamo X̂(ejω). Si noti però che la DFT è il campionamento della

X̂(ejω) e che all’aumentare di N noi non otteniamo una migliore risoluzione nella stima di X(ejω). La

risoluzione con cui si stima X(ejω) dipende unicamente dalla lunghezza della finestra di osservazione

L.

Funzioni finestra usate nella pratica e il loro spettro
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