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SCALETTA

e Sintassi standard ( o quasi ) del linguaggio proposizionale
e Semantica del linguaggio proposizionale

e Apparato deduttivo

e Perché non contentarsi di una logica cosi semplice

e Sintesi di circuiti combinatori  ( Approfondim. facoltativo )
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Sintassi
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ALFABETO

Consideriamo una successione ( infinita )

(, ), —, pPo, P1, P2, P3, P4,

di entita distinte una dall’altra, da chiamarsi simboli.
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ALFABETO

Consideriamo una successione ( infinita )

() )) —, Po, P1, P2, P3, Ps,

di entita distinte una dall’altra, da chiamarsi simboli.

( E se volessimo ridurci ad un alfabeto finito ? )
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STRINGHE

Con la notazione

indichiamo semplicemente una sequenza (finita)

((71,...,O‘h>,

ovvero un'h-upla, con un numero qualsiasi h di componenti,
formata di simboli o;
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LETTERE PROPOSIZIONALI

Indichiamo con

/ "

fy py q, ry s, p'y q', ', s, p”,

lettere proposizionali

la successione di 1-uple
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L’IMPLICAZIONE MATERIALE

Definiamo |'operazione o = p per ogni coppia

di sequenze finite di simboli ponendo

“op---0p" = “precepk Zper (010 0p = P k)"
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Ecco GLI ENUNCIATI:

Definiamo P il pid piccolo soprainsieme di

{f’ p’ q) r) 5, p/) q,) r/? s,) p”) e }

tale che per ogni coppia «, [3 di stringhe in P anche x = f3
appartenga a P
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Un linguaggio provvisorio per la logica proposizionale & dato dalla
seguente grammatica:

REGOLE DI PRODUZIONE EBNF:

(enunc) == (Let) | (Cost) | ( (enunc ) (Bop) (enunc))
(Let) n= plglrls]|(Let)’

(Cost) u= f

(Bop) = ]

ove la categoria sintattica principale & I'enunciato, ( enunc).
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ESEMPI SULLA SINTASSI DEGLI ENUNCIATI

In base alla sintassi degli enunciati della logica proposizionale:

f & un enunciato in quanto costante

q & un enunciato in quanto lettera proposizionale

r & un enunciato in quanto lettera proposizionale

p' & un enunciato in quanto lettera p seguita da un certo numero di

(9->p') éun iato in quanto espressione esplicita di cié che abbreviamo come "q" => "p'"
(q->p'( non & un enunciato, pur essendo una stringa composta con i simboli del nostro alfabeto
((g->p')->r) & un enunciato in quanto espressione esplicita di cié che abbreviamo come "(q->p')" => "r"
((q->p")->((q->p")->r)) & un enunciato
(9->p')->((g->p')->r) a rigore NON & un enunciato, ma spesso abbrevieremo cosi quello che abbiamo visto subito sopra
q->p->r NON & un enunciato ai sensi della grammatica ufficiale; in effetti & ambiguo perché

non & chiaro se debba essere inteso come "(q->(p->r))" o come "((g->p)->r)"
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Un linguaggio piti completo per la logica proposizionale € dato
dalla grammatica (ove la categoria sintattica principale & (enunc)):

REGOLE DI PRODUZIONE EBNF :

(enunc) == (Let) | (Cost) | ( (Uop) (enunc) )
| ( (enunc ) (Bop) (enunc))

(Let) = plglrils]|(Let)’

(Cost) == f|v

(Uop) = —

(Bop) = & IVI=leallILlI>]1+
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Un linguaggio piti completo per la logica proposizionale € dato
dalla grammatica (ove la categoria sintattica principale & (enunc)):

REGOLE DI PRODUZIONE EBNF 2

(enunc) == (Let) | (Cost) | (Uop) (enunc)
| (enunc ) (Bop) (enunc) | ( (enunc))

(Let) x= plqglrls|(Let)’

(Cost) u= f|v

(Uop) = —

(Bop) = & IVI=lallllI>]1+
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In P possiamo introdurre come abbreviazioni i costrutti di
negazione, disgiunzione, congiunzione, biimplicazione, ecc.:
o =y =1,

v =g
xVPB = (Ta)=B,
x&pB = ~(x=—B),
x= B =y (x=Pp)&P=a),

x| B = —(x&B), “ NAND "
x|l B =g (VB “NOR"
x>pB = (e = B),

x+ B =y “(x & B). “ XOR "
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Semantica
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Ecco LA TABELLA DELL'IMPLICAZIONE:
=

< < Fh Hh
< g s
4 = 94 4

Osserviamo che ogni funzione
j e {f)v}{plap27p3)"~}

ne induce un'altra ot — o definita per tutti gli enunciati «,
in base alle tabelle dei connettivi proposizionali.

In particolare: 7 =f, (F=f)=v e,
per ogni enunciato «, (x = f)? & il contrario di «’
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ESEMPIO: VALUTAZIONE DI UN ENUNCIATO IN

UN’INTERPRETAZIONE J

Passando ora, brevemente, alla semantica:

Un'interpretazione I che mandi g in v, la lettera proposizionale p' in f, la lettera r in v rende
2222 I'enunciato ((g->p')->((q-2p')->r))

vero||'enunciato ((g->p')->((q->p')->r))
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Scriveremo che

A E 9,
(dove ACPedeP)se:
in tutte le interpretazioni J tali che

o =v vale per ogni xcA,

vale anche che
¥=v.
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Apparato deduttivo
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i [(a=(p=7))=((a=B)=(a=y))
ii. x=(p =)
iii. ((oc:>f):>(f5:>f)>é<f3=>0<)

VERIFICA DI TAUTOLOGICITA:

Controllare che tutti gli enunciati che ricadono sotto uno qualsiasi
di questi schemi risultano veri in ogni possibile assegnamento di
valori di verita. Suggerimento: Impiegare la reductio ad absurdum.
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Scriveremo che
A+ 9§,

se c'e una sequenza

& = (80y01,...,0n)

che costituisce | dimostrazione di ¥ da A\ in quanto:

Q d=19;
@ perognii=0,...,h, accade che §; sia un enunciato in P che o:
* appartiene ad A, oppure
* ricade in uno dei tre schemi del lucido precedente,
oppure
* & preceduto da due enunciati j, e 8;, = (8;, = ;),
nel senso che jo < iej1 <.
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Dimostriamo in 9 passi I'enunciato f = p da (), come segue:

Ax. Prem.
1. f=(f=f) [i1]
2. (f=(f=20))=((f=F)=(f=F)) [i] |3 (f=F)=(f=F) 1, 2]
4. ((f=f)=(f=1))=(f=1) [ii] | 5. f=f 3, 4]
6. (f=f)=((p=f)=(=1)) il | 7. (p=f)=(f=f) [5, 6]
8. ((p=f)=(f=F))=(F=p) li] | 9. f=p [7, 8]
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Guardando avanti. ..
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ab=pe&ab=rs — pg=rs (TE)
ab=cc — a=0b (IE)
Jz(Bgar & ax=bc) (SC)
a#b& Babc& Ba't'd & ab=a't' & (FS)
be=bd&ad=dd &bd=Vd — de=dd
Baba — a=1b (IB)
Bapc& Bbge — 3z (Bpab& Bqza) (IP)
Ja3b3c(-Babc & -Bbca & —Bcab) (Log)
p#q&ap=aq&bp=bg& cp=cq — BabcV BbcaV Bcab (Up2)
Badt& Bbdc& a#d — Fz Iy (B abr & Bacy & B ,z'tg/) (Eu)
ﬂaVsz(zeX&er%Baxy) — ﬂszVy(zEX&yEYﬁ szy) (Co)

) Assioma di transitivita per equidistanza

) Assioma d’identita per 'equidistanza

) Assioma di costruzione di segmenti

(FS) Assioma dei 5 segmenti (variante di Makarios)

) Assioma d’identita per I'intermedieta

) Assioma interno di Pasch
(Los)  Assioma 2-dimensionale inferiore
(Upz) Assioma 2-dimensionale superiore
(Eu) Assioma euclideo

(Co) Assioma di continuita
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Sintesi di circuiti combinatori
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Kailler application

Disegno, minimizzazione,
generazione automatica di

circuiti combinatori

. OR esclusivo
A B ari /
\ ry Amg 3 -
0 0 o o By ~=== Somma
0 1 1 [ AI )
1 0 1 o L
1 1 (o] 1
a)

Carry
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Kailler application

Disegno, minimizzazione,
generazione automatica di

circuiti combinatoril

. OR esclusivo
A B ari /
\ ry Amg 3 -
0 0 o o By ~=== Somma
0 1 1 [ AI )
1 0 1 o L
1 1 (o] 1 -t
a)

Carry

1Per i circuiti sequenziali, serve di pit. . .
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Kailler application

Disegno, minimizzazione,

generazione automatica di

circuiti combinatori

The Nobel Prize in Physics

B ‘_Sommn Carry
o

A

0 [ 0 1956
0 1 1 0

1 0

1 1 o 1

a)

Carry
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Chiamiamo funzioni booleane gli elementi di

¢
2
]B “Def UEEN 2
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Chiamiamo funzioni booleane gli elementi di
¢
]B Def UEEN 22

Quale sottoinsieme di B costituiscono le funzioni specificate dagli
enunciati in P ?
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Chiamiamo funzioni booleane gli elementi di
¢
]B Def UEQN 22

Quale sottoinsieme di B costituiscono le funzioni specificate dagli
enunciati in P ?

La risposta & semplice: | tutto quanto B
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TABELLE DI VERITA

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
Pt &E > <" 4V L e 2 = |y
f £)f £ £ £ £ £ £ £ v v v v v v vV v
f v|f f f f v v v v f f f f v v vV v
v f|f f v v £ f v v f f v v f f v v
v v|f v f v f v f v f v f v f v f v

zOOMando entro
questa tavola, tro-
viamo che:

-

0|1
1
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TABELLE DI VERITA

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
Pt &E > <" 4V L e 2 = |y
f £)f £ £ £ £ £ £ £ v v v v v v vV v
f v|f f f f v v v v f f f f v v vV v
v f|f f v v £ f v v f f v v f f v v
v v|f v f v f v f v f v f v f v f v
zOOMando entro
questa tavola, tro-
viamo che: &
- 0 0|0
011 0 1]0
1 1 010
1 1)1
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In P possiamo introdurre come abbreviazioni i costrutti di
negazione, disgiunzione, congiunzione, biimplicazione:

X =y X =1,
xVB = (C)=P,
x&B = —(x=—B),
xo B =y (x=B)&(B= o).
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POTERE ESPRESSIVO

Qualunque funzione del tipo

®:{0,1} — {0,1}
( sono, in tutto, 22" ) si pud esprimere come disgiunzione di
congiunzioni di letterali presi dalla scorta

Piy.eey Pty 7PLyeeey TPL-
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POTERE ESPRESSIVO

Qualunque funzione del tipo

®:{0,1} — {0,1}
( sono, in tutto, 22" ) si pud esprimere come disgiunzione di
congiunzioni di letterali presi dalla scorta

Piy.eey Pty 7PLyeeey TPL-

Casi basilari:
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POTERE ESPRESSIVO

Qualunque funzione del tipo

®:{0,1} — {0,1}
( sono, in tutto, 22" ) si pud esprimere come disgiunzione di
congiunzioni di letterali presi dalla scorta

Piy.eey Pty 7PLyeeey TPL-

Casi basilari:

o la costante 0 ( =f ) pud essere vista come disgiunzione vuota
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POTERE ESPRESSIVO

Qualunque funzione del tipo

®:{0,1} — {0,1}
( sono, in tutto, 22" ) si pud esprimere come disgiunzione di
congiunzioni di letterali presi dalla scorta

Piy.eey Pty 7PLyeeey TPL-
Casi basilari:

o la costante 0 ( =f ) pud essere vista come disgiunzione vuota

@ la costante 1 ( = v ) come congiunzione vuota
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POTERE ESPRESSIVO

Qualunque funzione del tipo

®:{0,1} — {0,1}
( sono, in tutto, 22" ) si pud esprimere come disgiunzione di
congiunzioni di letterali presi dalla scorta

Piy.eey Pty 7PLyeeey TPL-

Casi basilari:
o la costante 0 ( =f ) pud essere vista come disgiunzione vuota
@ la costante 1 ( = v ) come congiunzione vuota

@ un letterale ( o semplice lettera ) proposizionale, preso a sé,
vale sia come congiunzione che come disgiunzione
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DNF

A titolo di esempio, esprimiamo in forma disgiuntiva normale una
celebre funzione booleana @, la Implicazione ‘materiale’

H

= = O O
= O = O
R O~ =

Prendendo le righe a risultato 1, leggiamo direttamente:
& —p2Vpr&p2Vpr &p2
Fra le altre, ecco una codifica ben pid sbrigativa:
—p1V p2
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(o1 & -+ &ap) = (—o1V--- V=)
BV VBm)=(P1 & -+ & Bm)

Augustus De Morgan
18061871
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CNF

A titolo di esempio, esprimiamo in forma congiuntiva normale una
celebre funzione booleana @, la Implicazione ‘a tre vie’

seAlloraAltrim Prendendo le rige a risultato 0, leggiamo
0 010 direttamente:

0 0 111

0 1 00 (P1Vp2Vp3) & (p1V—p2Vps) &

0 1 L1 (=pVp2Vps) & (—p1Vp2V—p3)

! 0 019 Fra | I difi b

1 0 110 ra e. a.tre, ecco una codifica ben

1 1 0|1 Pid sbrigativa:

1 1 1 1 (_'P1VP2)&(P1\/P3)
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p\g| 0|1 p\gr|00|01]|11]10
0 o 1| 3] 2
1 2 4 5 7 6
sp\gr|00|01]|11 |10
00 o 1| 3] 2
01 4 5 7 6
11 12 13|15 | 14
10 8 9|11 10

Mappe K ( provvisoriam. vuote ) per funzioni booleane a 2,3,4

operandi

Eugenio G. Omodeo
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ESERCIZIO

Rappresentare tramite mappa K una @ (p, g, r, s) tale che

@ (f,f,f,v) = O(f,f,v,f) = O(f,f,v,v) =
O (f,v,f,f) = O(f,v,f,v) = O(f,v,v,f) =
O (f,v,v,v) = DO(v,f,f,v)=v
e che
(v, f,f,f) = O(v,f,v,f) = O(v,v,{,f) =
(D(V)V)V)f) = (D(V)V)V)V) =1,
utilizzando:
v’ per indicare il risultato v,
? per risultato arbitrario,

nessun contrassegno per il risultato f
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ESERCIZIO

Rappresentare tramite mappa K una @ (p, g, r, s) tale che

@ (f,f,f,v) = O(f,f,v,f) = O(f,f,v,v) =
O (f,v,f,f) = O(f,v,f,v) = O(f,v,v,f) =
O (f,v,v,v) = DO(v,f,f,v)=v
e che
(v, f,f,f) = O(v,f,v,f) = O(v,v,{,f) =
(D(V)V)V)f) = (D(V)V)V)V) =1,
utilizzando:
v’ per indicare il risultato v,
? per risultato arbitrario,
nessun contrassegno per il risultato f

Poi, sfruttando la mappa, esprimere una tale ©
utilizzando al minimo i connettivi —, & , V.
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SOLUZIONE DEL PRECEDENTE ESERCIZIO

pg\rs|00|01]11 |10
00 [ VA VAN Ve
01 VIV VvV
11 ?
10 v |7
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SOLUZIONE DEL PRECEDENTE ESERCIZIO

pg\rs|00|01]11 |10
00 [ VA VAN Ve
01 VIV VvV
11 ?
10 v |7

Da questa mappa risalta un enunciato che descrive la ©:

—pV(s&—r)V(g&—q)

34/35
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ESERCIZIO DEL TUTTO SIMILE AL PRECEDENTE

pg\rs|00|01]11]|10
00 VI VvV
01 ?
11 v | 7?
10 [ VA VAN Ve
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ESERCIZIO DEL TUTTO SIMILE AL PRECEDENTE

pg\rs|00|01]11]|10
00 VI VvV
01 ?
11 v | 7?
10 [ VA VAN Ve

Trovare un enunciato che esprima una funzione booleana conforme
a questa mappa, utilizzando al minimo i connettivi —, & , V.
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