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Struttura per Scadenza dei Tassi
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STRUTTURA PER SCADENZA DEI TASSI

e g e

> Obbiettivo é la_cestruzione della struttura per scadenza dei tassi
(0 CURVA DEI TASSI).

> A tal fine si considera un modello idealizzato di mercato
abbligazionario, caratterizzato da numerose ipotesi
semplificatrici, pitt 0 meno forti.

> Nella realta la curva dei tassi ¢ relativa ad un emittente (e.g. uno
stato) o ad un certo tipo di mercato (LIBOR, EURIBOR,
imprese con un dato rating), ad una certa valuta, ad un certo
intervallo temporale, ...
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[POTESI: SCADENZARIO

> Sia T lo scadenzario (tenor), cioé I'insieme delle epoche in cui
avvengono le transazioni. In particolare, concentriamo
I’attenzione su due casi.

* Scadenzaria/discretoy(finito o infinito):
T={0=to<t1<...<tp <...}.

Caso particolare: t; — t;_1 = A per ogni i > 1.

* Scadenzario(continuo:
T = [0, T] oppure T_f_w

* 10 = oggi;|il tempo viene misurato in anni.

~po A
12
by \/QLU‘M]E:QNL{
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IPOTESI: MERCATI PERFETTI

> Mercato COMPETITIVO: gli agenti sono price-takers (non
price-makers) cioé¢ con le loro azioni non modificano i prezzi.
> Mercato privo di FRIZIONALITA: non ci sono tassazioni sui
guadagni, né costi di transazione, non ci sono vincoli di vendita
allo scoperto (short-selling) e i titoli sono perfettamente divisibili,
 Mercato privo di OPPORTUNITA DI ARBITRAGGIO (AQA), ©22Fe'?

Un’arbitraggio (free-lunch) ¢ una'strategia che produce una
Ay, sequenza di cash-flows nonnegativi in ogni epoca ed in ogni stato/ U

{_]"!\}0 <~§ggl mondo, e, con probabilitd positiva, un cash-flow positivo in
B LU
abLLt {ualche epaca. =n Qua, M STAD 0FL rMovDa
We1eZ89  « AOA ¢ condizione necessaria per equilibrio;

* AOA = Legge del prezzo unico: due strategie che offrono gli

stessi cash-flows devono avere lo stesso valore iniziale.
-— T e ——

PREIze  METUE

268
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STRUTTURA PER SCADENZA DEI PREZZI

> Per ogni s € T, s > 0 supponiamo che vi sia un titolo a cedola
nulla (TCN) con scadenza in s, di valore nominale 1€, e che tale

titolo possa essere scambiato ad ogni epoca t € niepoca t €T, t < < s. Il suo

prezzo sara indicato con B(t, s).
> B(t,s) pud essere visto come fattore di sconto tra s e ¢: il valore
intdi C€in s e CB(t,s).

> Proprieta di B(t,s):

* Ci mettiamo nel caso in cui i TCN siano default-free, cioé pagano
con certezza 1€ a scadenza. A tal fine possiamo pensare a titoli
emessi da uno stato o altro emittente con rating elevato. Di
conseguenza deve essere B(s,s) = 1.

* Per AOA, deve essere inoltre B(t,s) > O.per t < se B(t,s) =0
pert >,

> Si chiama struttura per scadenza dei prezzi (discount

function) all’epoca t € T la fFurslglone

- 0
R
/s—)B(t,s); sEt,TETIj
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STRUTTURA PER SCADENZA DEI TASSI A PRONTI

> Convenzione: tutti i tassi che consideriamo sono annualizzati.
> Definiamo il tasso a pronti in ¢ per l'epoca s, r(t, s), con
t, s €T, t < s tramite la /

B(t,s) = e~ (s70r(t:s),
_‘__—-_._._._._____._.—-_)

* Quindi r(¢,s) ¢ il tasso di rendim 4 sita d’interesse), in

regime di interesse composto, corrispondente all’operazione in cui
si compra in t il TCN e lo si detiene fino alla scadenza s.

* Si tratta di tassi a pronti (spot), cioé tassi concordati in ¢ per un

investimento che inizia in ¢ stesso.
> Riesce dunque

1
; log B(t, s)

l r(t,s) = —

> La struttura per scadenza dei tassi a pronti all’epocat € T

¢é la funzione
\s—)r(t,s); s>t, seT.
RSN S LY

Il grafico di tale funzione é la curva dei tassi.
curva dei tasst. |
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DAY COUNT CONVENTIONS

> Al fine di calcolare tassi e rendimenti, occorre calcolare la frazione
d’anno che intercorre fra due date. Prevalgono regole di calcolo
iverso a seconda del mercati e degli strumenti. La maggior parte

delle regole rientrano fra le seguenti (o fra loro varianti).

K

1. Actual/Actual: numero effettivo di giorni fra le due date
rapportato al numero effettivo di giorni nell’anno (365 o 366), con
correzioni se fra due anni diversi.

2. Actual/360 (Variante: Actual/365): numero effettivo di giorni fra
le due date diviso 360 (o 365).

3. 30/360: ogni mese ha 30 giorni, ogni anno ha 360 giorni.

> Esempio: frazione d’anno tra 27/2/07 ¢ 5/1/07: 1) &~ St -
53/365 = 0.1452, 2) 53/360 = 0.1472, 3) 52/360 = 0.1444.

> Importanti sono anche le ‘business date conventions’; in base alle
quali date di pagamento che coincidono con festivita vengono
convertite in date lavorative.

> Excel: YEARFRAC e WORKDAY ; R: eg pacchetti RQuantlib
e la suite RMetrics
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PPoUl s, 702
< i
TASSI A TERMINE (sPor VS For useb)

(1asS! pmpuic i)
> A differenza dei tassi a pronti, i tassi a termine o forward

sono relativi a investimenti concordati in un dato istante, che
iniziano in un istante successivo.

> Fissatit, s, u € T con t < s < u, consideriamo la seguente
operazione costruita all’epoca ¢.

1 ope@Zodr * Acquisto un TCN con scadenza u: flusso in ¢t pari a —B(¢,u) ed
A in w pari a +1;

Pesn) % vendo z TCN con scadenza s: flusso in ¢ pari a +xB(t,s) ed in s
pari a —zx.
Fe AccorDo 1
g= 1 ol ﬂqTTD
COMCIa 7? ‘?
A PRQOUCL, ! | u
A xB(t,s) — B(t,u)

—X
———

7, %
J 2 Xhemwy, < ez oeh > wall CHE L EWSH & O

a0
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. TASSI A TERMINE

> * Scegliamo x in maniera tale che il flusso in ¢ sia nullo:
xB(t,s) — B(t,u) =0 <:>1x = B(t,u)/B(t,s). 5 > O

+ La situazione é allora

t s w
% |

_— |

—B(t,u)/B(t,s)
| . S

> Tale operazione genera flussi di cassa in s ed u, ma non in ¢

NQ.T\ N %’

(istante in cui l’operazmne é concordata) o/
< PROLES W @waedY U
B U/G(?Lé 3’ V) (N Seatine U,
Pgra La SCaSe S
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. TASSI A TERMINE

> Si definisce tasso a termine in ¢ per il periodo [s, u], f(t, s, w),
il tasso di rendimento (in regime di interesse composto)
corrispondente a questa operazione:

(t’$)'-‘]'
orto §
B(t u) —(u s)f(tsu) ?DSS\‘) Cﬂk@mﬂ»{,
B(t,s) a0, 0 <¢)?
da cui si ricava che
Qa1 QU ] 4
0 0F,S), (o
:?({’ -y "J
> La struttura per scadenza dei tassi forward all’epoca t ¢ la
C, ¢S $SATY

funzione

(s,u) = f(t,s,u), u>s>t, s, uecT.

—_— @

a2
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PREzzI, TASSI A PRONTI E A TERMINE

> E equivalente conoscere, ad una certa epoca t, i prezzi B(t, s), i
tassi a pronti r(¢, s) o i tassi a termine f(¢, s, u).
* Infatti, noti i prezzi, si determinano (per costruzione) i tassi a,
termine.
* Viceversa, noti i tassi a termine, si hanno come caso particolare i
tassi a pronti: ponendo s =t in f(t,s,u) si trova

m) —— u;_ log B

- g(r;U)‘ (k) () 1 & B(tﬂi\)S = A
G ] o T = - ——log B(t,u)
=r =r(t,u).

* Infine, come gia osservato, noti i tassi a pronti, sono noti anche i

prezzi. s SR (A
— Bhs)zp

A
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9)("1”) D
PREzzI, TASSI A PRONTI E A TERMINE

@J<’/>(1L>r) Pert, ucTet< u,|r(t,u) > 0 < B(t,u) < 1|cioé i tassi a
pronti sono positivi se e solo se il corrispondente TCN vende a
sconto.
> L’ultima proprieta ha le seguenti implicazioni: le seguenti
proposizioni sono equivalenti
DGl 1. B(t,s) > B(t,u) pert, s, u€ Tet <s <wu: DSToyyt FUVYCTien/ W

?\?ﬁ’f‘éh 2. f(t,s,u) >0pert, s,ucTet<s<u F B oF (2T SRV TE
?m\fgom . B(t,u)<lpert,uecTet<u \ . ‘L%g?lmf;:wb FMeES
hgr‘-’l 4. r(ty,u) >0pert, ueTet<wu \: EA4T 7041 91 <o

(1) < (2) segue dalla definizione dm@ MPRZ <1
L TAST A PRV

B(t,u) = B(t, s)e /tsw)(u=s), pai

w

B k<) > hv)iy e U-S ) <1 (=) L3, u) 50 o
(3) & (4) @ stata vista sopra. con 21
(1) = (3) basta prendere t = s in (1). ~

Per provare che (3) = (1), consideriamo la seguente strategia: in
(L It acquisto di un TCN con sca, s@¢endita di un TCN con
scadenza u; in_s acquisto di un TCN con scadenza u

aa \_/A(Juﬂ\:)




1y &> (2)
1l

S
(3 <=> (%)

k, 7
(1) e salku  pz@ 601 Ted <V
S R(hy)  PBE Oev F<Y

(3) 1> B —

(1) =5() BASTa PROWERR 52T )

(7) =5 (1)
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PREZZI TASSI A PRONTI E A TERMINE
) mMPﬂb“wa 4 ~ﬁL;JJL
Gn) vEn o0 11en (V)

(iir) combeo A TEV (0) —1 D A Qsw)
> I flussi di cassa sono: ’Jh/»;

* int, —B(t,s) + B(t,u) L < Vi
* ins, 1 — B(s,u) l_BU./g)
*inu, 1—1=0 4-QhY)
essendo il flusso in s dato da 1 — B(s,u) > 0 (da (3)), il flusso in
t deve essere —B(t,s) + B(t,u) < 0, cioé B(t u) < B(t, s) (’\)
altrimenti ci sarebbe un arbitraggio.

> quindi i tassi sono { positivi ssé la ‘discount function’ ¢

oy

_j___._——-——ﬂ—-—‘%f""*_"’:?
) $ J
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PREzzI, TASSI A PRONTI E A TERMINE

> Fissiamo t < s < u; . (u—prrl(huj

+ partendo dalla £
" /
B(t,u) = B(t,s)e” (=t

PGS )
sostituendo i tassi a pronti s1 trova

e~ (W) — o=(s=Dr(69) o= (u=5)f(tsw),

[ — - 5
LLowIaCE TRA SW Sconvreed K& U

o€ ¥ T SOV J(, (onOITION 1 1)
* passando ai logaritmi e esplicitando r (¢, u), A Al
s—t u—s
r(t,u) = r(t,s) + ft,s,u)
u—t u—t

cioé il tasso ‘a lungo termine’ r(¢,u) & media ponderata del tasso

‘a breve termine’ r(t,s) = f(t,t, s) e del ard f(¢,s,u);
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TASSI A PRONTI E A TERMINE

> Dalla relazione che esprime r(t,u) come media ponderata di
r(t,s) e f(t,s,u) si trova che, per ¢, s, u € T (t < s < u)

(1.9 > r(0) @ 7(1,5) > 1,00 > 150
M_(_t,_y_) St s) <r(t,u) < f(t,s,u).

f

> Ne segue che

% Se la struttura dei tassi a pronti ¢ crescente (descrescente) allora

_¢ dominata dai (domina i) tassi a termine.

* Quando la curva dei tassi a pronti ‘cambia andamento’, cio¢ passa
da crescenza a decrescenza o viceversa, allora la curva dei tassi a
termine ‘attraversa’ quella dei tassi. a pronti. -




[4) '\_\_E_(amlue,'

/ ooreer
—_—
b %
A PEOVTI
A TERMIM

Y

F S

EUEVA

o{l T4 5§j
o @ty

Cuevy e
Tass)

wwoesa'l



"Lompen”
& Provt)
A TR
7
A A N8 Mg
v oo
5



AR

Gestione del Rischio Finanziario

TASSI E INTENSITA

> In luogo delle intensita di interesse, r(t,s) (spot) e f(¢,s,u)
(forward), si possono utilizzare i corrispondenti tassi di interesse.
> Il legame tra queste quantita é dato da

(1 4 tasso)perlodo — eperlodo-mtenslta.

INETAN) L)
(=7 A+1ASSL = ¢
> Avremo quindi i tassi (¢, s) (spot) e if(t, s, u) (forward), definiti
da

1+i(t,s) =e
1+ip(t,s,u) = ef (tsw)
e legati da
(U i)™ = (1t 9) (gt 5,0)" |

quindi il fattore di capitalizzazione ‘a lungo’ 1 4 i(¢, u) & media
geometrica dei corrispondenti fattori ‘a breve’ e a termine.
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s $S3 T Tassp ¥ CHP VTR =

v PERloTD
TASSI SEMPLICI

> A volte si calcola il rendimento di un’operazione basandosi su
tassi semplici (cio¢ in regime di interesse semplice), soprattutto
per investimenti di durata inferiore a 1 anno.

> Definiamo allora il tassose_________r_rﬂc_@_gggj:_i__iﬂn t per ’epoca s,
L(t,s),cont, s€ Tet<s, come il tasso in regime di interesse

, semplice corrispondente ad un investimento tra t e s:

1
1+ L(t,s)(s—t)’

I
L16b

B(t,s) =

da cul si ricava

> La struttura per scadenza dei tassi semplici all’epoca t € T
¢ la funzione
s — L(t,s), s>t, seT.
e S =t Bt
Il grafico di tale funzione é la curva dei tassi semplici.

yike}
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TASSI SEMPLICI A TERMINE

> Il tasso semplice a termine in ¢ per il periodo [s,u], L (¢, s, u),
cont<s<uet, s, u €T e definito implicitamente da

(I+ L(t,5)(s =) (1 + Ly (¢, 5, u)(u—s)) = (1+ L(t, u)(u— 1)),
————

WIGEY DAY

> Il legame con le altre quantita introdotte in precedenza é dato da:

1 14+ L(t,u)(u—1)
Lo = T e -

_ 1 [B(ts 1] Ve

u—s [ B(t u)
e(u s)f(t,s,u) _ /
N uU— s ’
> Il tasso a lungo semplice non é media di tasso breve e tass
forward ] sees LSEWR] U U L(rov)o> L(¥3)

el V)
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; . L} [ o il i
SCADENZARIO DISCRETO \/W@ e
> Consideriamo il caso T={0=ty <t1 < ... <t, <...};
* poniamo A; = t;41 — t; per i > 0.
* Per t;,t; € T cont; <t; <supT, definiamo il tasso a termine
g?’ 5, uniperiodale in ¢; per t;, f(t;,t;), come il tasso a termine
p come 11 tasso a termine
dell’investimento stabilito in ¢;, che comincia in t; e termina

) l f(tisty) = f(ti, by tiv)
- — Qa& o7Es) ’XP _ 1 B(ti, tj11)
B(ti,t;)

vf *T

O,
A

> La struttura dei tﬁMIi all’epoca
t € T ¢ la funzione

s — f(t,s), t<s<supT, t, seT.

Il grafico di tale funzione é la curva dei tassi a termine

uniperiodali.
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SCADENZARIO DISCRETO

> Dai tassi uniperiodali si possono ricostruire le altre quantita:
* I prezzi dei TCN e i tassi a pronti: per t; <t; cont;, t; €T,

ZAzf ti, 1),

7‘lz

B(ti,t;) = e~ Ti=i A0t 1))

* I tassi a termine: per t; <t; < ty, con t;, t;, tx €T,

f(twtjvtk

f (s, ).

* I tassi a pronti e a termine sono medie ponderate dei tassi

uniperiodali sui corrispondenti periodi di investimento.
> Definiamo ancora il tasso nti uniperiodale in t; € T con

FJJ:'\‘\J t; <supT, r(t;), come

e 1
pr PEON r(t:) = f(ti,t:) = r(ti, tiy1) = —Klog B(ti, tiy1)

cioé B(ti, ti+1) = e Qi r(t),
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TASSI SEMPLICI UNIPERIODALI

> In regime di interesse semplice, si definiscono i corrispondenti

tassi semplici uniperiodali a termine:
Ly(ti,tj) = Le(tists, tj+1)
. 1 |: B(ti,tj) 1:|
Aj LB(ti tj+1)
eDif(tit;) _ 1 /

= A ,

> e quello a pronti: tj = " 5
L(t;) = Ly(ti, ti) = L(ti, tix1)
1 1
=— |=F-1
A, [B(tiyti-i-l) ]
eAi r(ti) _ 1
A
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MONEY MARKET INSTRUMENT
(gave G(DUNT )
> Chiamiamo money market instrument il titolo, il cui prezzo
all’epoca t & indicato con B(t), costruito a partire dai TCN di
tutte Te scadenze mediante la seguente strategia (detta roll-over)):
* in tg = 0, 1€ viene investito in TCN con scadenza t1, epoca in cui
=01y
si riceve "ammontare B(t;) = e®0 7(0);
* ad ogni epoca successiva t;, 'ammontare B(t;) viene investito in
TCN con scadenza t;41, epoca in cui s)i riceve B(t;)e®i m(ti);

n(s)s L) o) }rt‘\]} pliac
S b 1€ B()  B(e) y
& ——

> Riassumendo, tale strumento finanziario é tale che il suo prezzo
verifica la B(0) = B(to) =1 e, pert; € T,

i—1 i—1

1 10+ AL®)).

i—1
B(tz) = ezl:() Ay r(tl) = _—
1=0 B(tla tl-‘rl) 1=0
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Tassi EURIBOR - ¢,=1/12/06

o
t—t; | L(tit;) /=

1s 3.33

2s 3.45

3s 3.52

1m 3.59

2m 3.62

3m 3.64

4m 3.68

5m 3.72

6m 3.74

Tm 3.77

8m 3.79

9m 3.81
10m 3.83
11m 3.84
12m 3.85
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NUREIERS

R R I AT

A

A+ (rp-t Lajurhf)
Tassi EURIBOR composti -|t;=1/12/06 |

1a55) ﬁuzﬁg@éﬁ/gow]
ti—ti | r(tt)A f(titi-1)7 - Q& PR IRYE
Ts 3.33 3.33
% 3.45 3.57
3s 3.52 3.65 G %
Im 3.58 373 ry — T 1 )
2m 3.61 3.63 MO nTE
3m 3.62 3.66 oE @2 5¢°
4m 3.66 3.76
L r) <
5m 3.69 383 =) N, F7)<
6m 3.71 3.77 < Q@--,J*r;_‘)
7m 3.73 3.87
8m 3.74 3.84
9m 3.76 3.86
10m 3.77 3.89
11m 3.77 3.81
12m 3.78 3.82
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TASST A PRONTI E A TERMINE
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SCADENZARIO CONTINUO

> Nel caso T = [0, T] oppure T = [0, +oo[, per ¢,s € T con
t < s < sup T definiamo il tasso forward istantaneo in ¢ per s
come (assumendo che il limite esista)

s) = lim s,au). | —+—
| F(t.5) = lim f (¢, 5,u)

+ C4— O

——
> Riesce )

——
1 B
F(t,s) = lim (- lo (t’“)>
uls u—s B(t, s) &
log B(t,u) — log B(t, s) Rﬁp} DCM gu‘fﬂ LR
@ﬂ'gr v)

= —lim

uls uU— S8

r;;\

o o

gl ELASTIETY o
X %0«’1‘5) Cis? 9|

.O\‘Zlol'\lzw h/o
Evﬁzéf_‘rag)

([ ——
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SCADENZARIO CONTINUO

> Interpretazione:

A
A5% 557

* ‘f(t,s) = f(t,s,54), cioé f(t,s) & il tasso a termine (stantaneo
Wun investimento che inizia in s e finisce un
istante dopo (in s+).

* Infatti consideriamo l'operazione concordata in ¢, in cui acquisto Q'_u\l
un TCN che scade in s4 = s + As (con As > 0) e vendo n,{,;,)
B(t,s1)/B(t.s) TCN con scadenza s. Il costo in ¢ di tale
operazione € 0

(-} )J,L].;.‘J

Blt.s.)

BWB@’/ 5) = Blt,s1) =0,

per cui la situazione é
S
}

! .
—B(t,s4)/B(t, s)
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(x)x QUxa) \"/'m]fxvx.,]

TASSI FORWARD ISTANTANEI &%U;%f)v’“ _(HS) +
31@ !5)1 ‘?)QU,‘,j _p(h ws —

Pr(h * 3 (F, 5) =7 29

"
> % L’interesse genergtc(; (i@; j‘c;;letz"’oi)eramonfzre ___H_\\ﬁ YA ggﬂ' g) -
Montante — m =1 —kE(t’—i«)/ﬁQ(m’ ) - {JU 316
\—:T ’ B(t, s)
lL__— ————-Jl ~1 B(té) —f(t,S)B(t, S)AS
VTP o B(t, s)

\n

— f(t,5)As.

> La struttura dei tassi a termine istantanei all’epocat € T ¢
la funzione

ks—)f(t,s), t,seT, t<s<supT.

Il grafico di tale funzione é la curva dei tassi a termine
istantanei.
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TASSI FORWARD ISTANTANEI

> Dai tassi istantanei si ricavano tutte le altre quantita.

* infatti riesce, per t, s € T con t < s,

S S a
/ f(t,v)dv = —/ — log B(t,v)dv
t ¢ Ov = A

—

= —[log B(t, s) — log B(t, t)]
—log B(t, s),

da cui |
B(t,s) = e Ji f(tw)dv,

* Noti i prezzi si possono trovare anche gli altri tassi in funzione di
quelli istantanei.
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TASSI FORWARD ISTANTANEI -
S %&]\J)Qv
- 14

> * Si trova infatti che per t, s € T con t < s
e Q"

Y e e
F v 5 .
v) Mg olA _
S—t/ f(t “\L)j-c‘g w{/f/

* pitl in generale, per ¢, s, u € T con t < s < w,

TT.(“’}' Rmz —— r(t u) —
H(‘rs +~%&s (/ f(mdvf/ ftvdv) )
uU— S ¢ o

r(t s)

v < v
* Quindi i tassi r(t, s) e f(t,s,u) sono le medie dei tassi istantanei
sui corrispondenti periodi di investimento.

a2

/

7/
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A PZDNIN = SPOT

TASSO A PRONTI ISTANTANEO  |StanTaR0 = skoey

> Possiamo ancora definire, per t € T con t < sup T, il tasso a
pronti istantaneo come __ ., ph5)

r(t) = f(t7 t)
%ﬁ) = lsiglr(t, s)
g(}lg]‘—* (H3) 5
=— [— log B(t, s)]
0s

s=t

p——

- [52) B2 f

s=t

v

quindi ¢ il tasso che remunera un investimento che inizia in ¢ e
finisce immediatamente dopo (in ‘¢, =t 4+ At’).
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TASSO SEMPLICI ISTANTANEI

> Se partiamo dai tassi semplici e definiamo in maniera analoga a

prima i tassi 1stant;aﬂnflmcj) YAV N TTANT A VE)
< a4

Ly(t,s) = th/an(t,s,u), L(t) = Ls(t,1),

—
(o]

. = F5n r8)
si trova

-\./

J
—_— a
| ]

L(t,s) = liin L¢(t,s,u)

A= olonhs
B(t,s) — B(t, u) (wu] = ))

:lﬁrsl (u — s)B(t,u) - u\bél( §);@(['=’

9
:_aB(t,S) \

B(t,s)
.\
= f(ta S) JI
e quindi anche L(t) = r(t). I tassi istantanei sono gli stessi in
regime di interesse composto e semplice.

2619)

T
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MONEY MARKET INSTRUMENT

> Possiamo infine definire il money market instrument o conto
bancario come il titolo (stm}(;—esiﬁmao
all’epoca t si indica con B (t) costruito a partire dai TCN relativi
a tutte le scadenze:
* si parte con 1€ all’epoca 0;
* in ogni istante ¢ il valore di questo titolo viene investito in TCN

che scadono immediatamente dopo, e cosi via. Formalmente, il
prezzo del titolo verifica

1 dr
5(0) =1 o
%(H d!v (’a[F’J b bedr

* quindi si trova
[ B(t) = elo v,
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STRUTTURA PER SCADENZA DETERMINISTICA

> all'istante di valutazione t¢ = 0 conosciamo la struttura per
scadenza corrente ma non evidentemente la sua evoluzione
futura, cioé B(s,u) (e quindi r(s, u), r(s), B(s), ...) con

0 < s < u sono variabili aleatorie.
variablll aleatorie.

> se assumiamo che le varie quantita B(s,u) siano in realta

deterministiché)non aleatorie) allora, in assenza di opportunita

di arbitraggio, le seguenti proprieta equivalenti devono sussistere

. B(t,u) = B(t,s)B(s,u) per ogni t < s < u sC¥MgIL15
ft s, u) =r(s,u) perogni t < s <u St AwgEMngg = Tassi A
Fzon)T!

1
2
3. f(t,s) =r(s) perogni t < s
4

. B(t,s) = %

e quindi
B(t,s) = e Zrsy<s At

TUTUEN

nel caso di scadenzario discreto, mentre nel caso di scadenzario

continuo

)24
TN 114 o
1g1an ngﬁf

Ve T
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STRUTTURA PER SCADENZA DETERMINISTICA

> che la (1) (o la (2)) segue dall’assenza di arbitraggi ¢ immediato
essendo B(s,u) (o r(s,u)) noto in ¢ < s e quindi deve essere

B(t,u) = B(t, s)B(s,u) = B(t, s)e” =)/ t:su)

cioé Pattualizzazione tra s e u avviene al tasso r(s,u) o ¢

f(t, s,u), che devono quindi coincidere. E S _S
la (2) implica la (3), basta prendere u = s+ nel caso di pornr
w e lim, s in caso di scadenzario continuo.

la (4) segue poi dalla (3), essendo ad esempio neléaso gl/ g n(uJJ‘)

scadenzario continuo )
_H(uf B(t) ( (5)
— ft tudu_ 7ft3r(u) u . 2\
Blt.) =g LTI =e B(s) /@G’}

per finire, ¢ subito visto che la (4) implica la (1):
() B(t) B(t)B

B BO B B

B(u)  B(s) B(u)

Sl gl o qesau)

= B(t,s)B(s,u).



(’[) @((‘;U)‘-{. Kb(";g) ‘Q:(J/U/)//(U_é),m(g,uj Qﬂ
(/) ‘ —

=
o(rs) @

eTe I }‘J
wrte T

W PEOABOINE AR igMO  ofFrvTD
sS4 Teaming <M
“’CUuS}- (hsri)_)
@(F,U)_: (%;(f‘;i) /s );-——-—-—*” S

-5 %(%,3;0) - (S/v) (2)
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1a<cD A PZonTI
"SHve T

CZ) = @)
(2)
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= (S)



6BR

Gestione del Rischio Finanziario

UN MODELLO PARAMETRICO:
P2 (4 WRA

oedlLo
NELSON-SIEGEL (1987) ~7 [ 0905, v o oato
15 7avTE,
> T = [0, col.

* |Fissiamo t > 0;|il modello specifica la forma dei tassi forward

istantanei all’epoca t per ogni scadenza successiva:
T—
s—t

( f(t,s) = Bo+ Pre 70/ 4 gy = —em(sm0)/a,
a

- e

con fo, 51,82 € R ea > 0. Il modello dipende da 4 parametri.

* f(t,s) dipende solo dall’ampiezza del periodo Nel seguito
possiamo allora considerare ¢ = 0:

t
£(0,t) = Bo + ﬂleft/a + B2 ;eft/‘{ =

> Questo modello e sue varianti vengono usato frequentemente per
descrivere e/o stimare la curva dei tassi.

> ®ttps://www.ecb.europa.eu/stats/financial_markets_and_
interest_rates/euro_area_yield_curves/html/index.en.
html


https://www.ecb.europa.eu/stats/financial_markets_and_interest_rates/euro_area_yield_curves/html/index.en.html
https://www.ecb.europa.eu/stats/financial_markets_and_interest_rates/euro_area_yield_curves/html/index.en.html
https://www.ecb.europa.eu/stats/financial_markets_and_interest_rates/euro_area_yield_curves/html/index.en.html
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... NELSON-SIEGEL o cat!
> Deriviamo le altre quantita: /fjﬁ, 5 [&u
* i tassi a pronti sono dati da v LY Yo
3 EN Q—"]‘, A
1 [t - L\ (ot
r(0,t) = ;/0 F(O,u)du 270 ),
1— —t/a
:BO+(51+B2)L_6267UQ- gt
— t/a —_—
.——-_L‘___._______.—-"/

* Piu in generale, i tassi forward per U'intervallo [s, u] sono

70,50 = [ 0,000

+ —s/a —u/a

+ Pz (se_s/a — ue_“/a) .

u—S

=po +
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... NELSON-SIEGEL

>  x Infine, i prezzi dei TCN (la ‘discount function’) sono

—_—

‘B(O, t) = et (0D

— o~ tBo—(BitB2)a(l—e~ /)t pyte= /0

> Osserviamo che, fissato a, i tassi ( nti o a termine)
dipendono da By, S1, in maniera lineare = regressione lineare
puo essere usata per stimare i parametri (con a fissato).

> Interpretazione dei parametri:

* f(0,t) ¢ somma di tre componenti:
f(0,1) = ca(t) + ca(t) + ea(t),

con .
c1(t) = Bo, ca(t) = Bre™ 7, e3(t) = ﬂ2;eft/a-

———
—_—
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... NELSON-SIEGEL
qu((]:(}o , CZU“J: [31

> Riesce
* c1 & costante: lim;_,0 c1(t) = lims—o0 c1(t) = Bo;
* c2 & monotona decrescente se 31 > 0, crescente se 51 < 0,
(costante se 81 = 0).
Inoltre lim;—0 c2(t) = c2(0) = By e limy— 0 c2(t) = 0.
% Se B2 =0, c3(t) & costante. Se By > 0, c3 cresce inc a t* =a e
oi decresce (t* & punto di massimo assoluto). Se invece (B2 < 0,

PEN . . . —
cs decresce fino a.t* e poi & crescente (t* punto di minimo - o
Lm

assoluto). Inoltre riesce lim;— ¢ c3(t) = lim; o0 c3(t) = 0.

L
0\

ST

2 fcyém@-i;{,@

<
. : ) &
> Di conseguenza, si puod interpretare et
-7+

* c¢1 come Componente di lungo termine(eé 'unica che ha limite non

nullo in 00), <z (¥, CalH —s 5 cuaaby 7100 o

. e t
* ¢y come(componente di breve termine [(il limite in 0 ¢ non nullo)%ﬁu,,moo
* € c3 comefcomponente di medio periodol(ha limite 0 sia in 0 che =0

in 00).
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... NELSON-SIEGEL

> Osserviamo ancora che
* Il tasso istantaneo per una scadenza ‘infinita’

£(0,00) = Jim f(0,1) =(Ba) 79557 (P i)

4 Lyvso!
<o
* Il tasso istantaneo a pronti (‘spot rate’) &
vl
ASED A .
E,égue" [ 7(0) = £(0,0) = (0,0) = lim £(0,t) = By + fi. |
— t—0 — =
P,,‘:' <p@ZAD 14550 GRYW,
acq Js 1asst A tunigh
” * Il parametro a ¢ un parametro di 1 e: non cambia il ‘tipo di
/ 2, andamento’ della curva dei tassi, ma la ‘comprime’ (se a piccolo)

o ‘allunga’ (se a grande) infatti, & f(0,¢;a) = f(0, kt; ka).

> Per (0, t) si possono fare le stesse osservazioni che per f(0,t). In[

particolare (0, 00) = By, r(0,0) = r(0) = By + Bi, e le forme di
s — r(t, s) possono essere(Costanti, monotone o campanulari:

> In R: pacchetti fBonds, NMOF, YieldCurve, termstrc
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... NELSON-SIEGEL v/
r-¢ "
Wolk)zfo + By v/a

00 01 02 03 04

T T T T T T
0 2 4 6 8 10

M (o)
Sﬁim\ nOm) - h(ema ) 2y D)= 107

Fiqura: r(0,¢t): a =1, Bo = 0.2, f1 = —0.1,
B2 = —0.5, —0.25, 0, 0.25, 0.5, 0.75, 1
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... NELSON-SIEGEL

00 01 02 03 04

Ficura: r(0,t):(a =2) 8o = 0.2, 81 =
B2 = —0.5, —0.25, 0, 0.25, 0.5, 0.75, 1

0.1,
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... NELSON-SIEGEL

0.08 0.12
! !

0.04
!

0.00
!

Fiqura: r(0,t): a =1, 2, Bo = 0.2, By = —0.1, B2 = —0.5
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N ~ L)
... NELSON-SIEGEL 17 (/%)= cl[f/lv‘f.z“’} v (30
co 51N

Figura: r(0,t): a = 1,%,30 =0.2, 81 =—-0.1, B2 = —0.5
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PROPRIETA EMPIRICHE DELLA CURVA DEI TASSI

> Le curve dei tassi che si osservano in pratica rientrano fra le

seguenti forme: .

piatta (flat); K k
Mg * crescente ; —t
% decrescente (invertita); - ———— "
* jél‘
*

*

campanulare (humped);
a S o a cucchiaio.

> La famiglia di curve dei tassi del tipo Nelson-Siegel cattura le
prime 4 forme.

> Al fine di riprodurre anche 'ultima forma, sono state proposte
alcune estensioni di Nelson-Siegel, in particolare il modello di
Svensson: NS (¥ J?L a

|}

I ,.__« _
—_— -

f( ) /80'1'516 t/a-‘,—ﬂQ —e t/a_l’_ﬂg_eft/al

— o A

2 T wl ¢ ANFaVY LRE]
— 7 cora A rlga.




Q" o weckla

/\'r?(“H
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-rl 5 hl'-? /“;_?

{3 ] -

VALORE DI UN FLUSSO DI CASSA frj . :
r—-{‘

> Data la struttura per scadenza dei tassi ad unlepoca t G T,
deriviamo il prezzo di un titolo che paga ﬂussﬂparl alp >0in

th, h=1,...,n, con t< t1 <tea < ... <tn. .. Indicato con P tale
prezzo, deve essere

\
lo LT A INEe
\f,z T :(J |P ZIhB t th)—z Ine™ r(ttn)(th— t) ]‘
s¢ = h=1 _
— M — — \ f{i“/'"?j}-ﬂz’qf W
SOMMA op),l BUSs —f\’JUfL/"u‘e's er;lo?’m 24

Infatti la strategia in cui acquisto in ¢ la quantita I, di TCN con
scadenza t, (h = 1,...,n) produce gli stessi flussi di cassa del
titolo in questione, quindi per la legge del prezzo unico il prezzo
del titolo deve essere uguale al valore della strategia.

> Il valore del flusso dipende quindi mvcrsamcntc?ia un certo
numero di punti sulla curva dei tassi (‘fattori di rischio’).



fC o) STD otTL fl(&u‘ S Seeana b T
o N SCetewEa b, T
SCaeonen oo 7 2 o
_p _ CpadNEA 1, T Y
g e 2 L o0
P LY w0 = :
JrT UM\CD
4, = 4’11
T
s T, . + T
7
« j. = T
N , x93
.\
i\l
y Lo - T
\ - j—-—‘(’l
! .
e e - L
W
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"r)
|I|

0

] |
YIELD TO MATURITY e ﬁ?___u s
U&Q —\I"\\-JI
> L’Yield to Maturity (YTM, Redemption Yield, Rendimento a
Scadenza) ¢ il tasso interno di rendimento{supposto TR

>0 .
1, W/ eswtente)/ ‘dell’operamone in cui si paga P in t e si riceve la

sequenza di flussi Ih in th, h=1,.

[P Z Ine T(f tn)(tn—t) — Z Ine _?ith_i

-
|

_ b=l - IV
Cegene estovtinily
.u‘ter\‘al‘g‘/sj CosTATE

> Si tratta qulndl di un valore che sintetizza (una ‘media’) i tassi
r(t,th), h=1,...,n e quindi | verifica

mhin r(t,ty) <7 < m}ELLXT(t,th).

—_— —— -—

> Per un TCN che scade in t, = s, rlesce@— r(t s) >



QQT] f_/ 1’\-—- ffh—\,} Ly IZ/ __—i—-,-._?

<@g ok I~IamO B T )y
20 s 2 T g et)

aUORA, T YTM L g svwd) pone 2

gr(q(om; (o), wleAa) = Ry, )

=) % UnNg MB OO O n(f?ﬂ':h_____}n(o;h)

¢ MownOTHwA v OGWNP
LTt Pe LoMBNT

M nors) €N s Mar xLCo/va)
=) «‘1 .

4 7o =)
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1. I,

.YIELD TO MATURITY — ~ 7/ S
\.,’P ‘lj p—

> Ipotesi sottostante 'YTM é che
e ‘F"D_/jf[% f"‘éﬁ/v\'

* si detenga il titolo fino a scadenza. — =

T 1T 1 =55
* si possa. reinvestire al tasso r fino all’ultima epoca ogni cash-flow
ricevuto.
Infatti, dalla definizione di YTM si deduce che

S g [ et
1
L

22,0 /& pe the ~in),

> rleetto del YTM é quindi ’assumere una struttura per scadenza
piatta dei tassi e twlgp_ziigﬂgg_dl
reinvestimento.

> Tuttavia I'YTM ¢ comunemente usato come misura del
rendimento di un’obbligazione.

> Se si ragiona in termini di tassi invece che di intensita, indicato

con 1 il tasso interno di rendimento, la relazione &¢ = e" — 1.
¢ 1l tasso 1nterno di rendimen « )

RO
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.COUPON BOND
A ErISSIOME (OPPUZS pTRGNA  PAEATA UM CED bu})
> Nel caso di un coupon bond, sia I, =1 per h =1

=1,....n—1e
I, = I+ C, dove I éla cedola e C' il nominale; inoltre sia
{th,=tFhAperh=1,.

> Il coupon bond quota alla parl (sotto sopra) s_e_q__s_gl_q_s_e__l_YIL/[
é — (tgggp/;u_hasg_geg@gle in=(1+19)>—-1 commde (& maggiore,
minore) con il

—

350 cedolare I/C.
* Riesce infatti, ponendo v = (I +4)~4

=1 +ia)7h

P=I> (1+i) " 4+Cc+i)y s
h=1

=(1—o") (I ke —c> +C.
1—-w
% Quindi P = C se e solo se I/C = (1 —v)/v e quindi se e solo se
in=1/C. 21wz I/C
> Ad esempio, un bond con cedole annuali pari a 3%, nominale 100

cedole annua. 270,
e scadenza 1 i quota alla pari (sotto, sopra) se e solo se
PYTM & i =3% (>, <) (r = 2.96%).







¢ Coov

3 E(Uﬂr\jﬁ* -uﬂer) ~Cv
T (trre - W) fCV
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ont1r (A DYTLVTTURA
PAR RATE 72 SCasImida 08\ TASS(/ PESEE )
PU 98I 4
&(Ffe,)
> Si chiama par rate (par yield, tasso di parita) relativo ad una
certa sg_a}(_i_e_g_@_tn e frequenza A 11@@_nommale)g}@1e che la
corTispondentebbiigazioneycon nominale C' = 100, che paga
cedole I = cA100 in t), =t + hA,{fUWi‘l_.__&l.l_—?_l_p_a_r.l

> In altri termini il tasso cedolare cA eil” YTM su base perloda_],e
— - I —1;\ e

Fiiea

dell’ obbhg_amone Ve M A LE
> Data la s_truttuta_p_.r_ﬂcadenza dei tassi, deve essere <assS
2 —EODLAEE
CYSTEZ ; w/ —
poh oner =% 0= IIZB(t ti) + 1Q’OB(t tn), by 7
. / '
da cui si ricava — ol ? O
I st (U
c=c(t,n) = .
i ’ A ZZ:1 B(t, th) |‘
> Per ¢ € T fissato, la struttura per scadenza dei par rate ¢
s NUMU‘eU ®) n—c(t,n); n>1.

7, hd L\(,'
Il suo grafico ¢ la curva dei par rates.
RO

c-h
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PAR RATE

> Riesce (ponendo ty = t)

1— B(t, t,)
T AT B

B B(t,t;) B(t,t;_1) — B(t,t;)
- Z DI B(t tn) AB(t, t;)

Ly(t,tj-1,t;).

ZZh 1B(tt)

* Quindi il par rate ¢ una media pesata dei tassi a termine semplici;
¢ allora

min Ly (¢, ti—1,6) < c(t,n) <maxLy(t,t;—1,t;).
K3 2
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PAR RATE

> Dall’espressione dei par rate come media pesata, si ottiene inoltre

che il par rate é une media pesata del par rate precedente e del
tasso semplice e a termine corrente

n_ B(t,t
a:thl (7h)

c(t,n+1) = ac(t,n)+(1—a)L¢(t,tn, tnr1), ,
[ c(t,nt1) = ac(t, n)+(1=0) Ly (t, tu, tasa) )

> quindi se la struttura per scadenza dei par rates ¢ crescente, <=
(decrescente) allora sono dominati dai (dominano i) tassi a
termine corrispondenti.




o (H ™) = Hz/%(g’b)q B A
- Zg(f‘li"e\)

e 2 B 30 Lyfhinh)
= S QGhte)

o ol PBELLD
Sa T

L‘? [hh;tm)
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T T T

£ A 7. o- —
- 4— -t +—
. YIELD TO MATURITY ?i ) -
> B comune ragionare in termini di prezzo di un titolo come 7 0
funzione (decrescente) dell’YTM: _l ¢ 7/ -

[ N
= —T’(t t) \
LP_P@ E:Me " 1

— — —

> Come si comporta P al variare di r?
*

P'(r) = Z In(tn — t)e"» "0 <0

h=1 > 0 7’) o
P// Z Ih(th o t)2 —r(th t) >0
h=1 >o > 0 B

* Quindi P ¢é funzione decrescente convessa dell’YTM. Al
crescere del YTM il prezzo decresce con tassi marg_nah
decrescenti

* Essendo P continua e lim,_, o P(r) =0e P(0) = > In si

deduce che I'YTM esiste unicose 0 < P < >, Iym
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... YIELD TO MATURITY

> % La convessita implica che una variazione positiva dell’YTM

comporta una variazione (negativa) del prezzo in valore assoluto
minore della variazi (positiva) corrispondente ad un uguale
variazione di segno negativo dell’YTM:

\J A

P(r) = P(r+ &) <P(r=An) = P(). =503

* Dividendo per P(r), lo stesso risultato si applica alle variazioni
percentuali (variazioni/prezzo):

P(r)— P(r+Ar) _ P(r— Ar)— P(r) V<

P(r) P(r) PEecRAL
&,
VAR %, VAR 7y
(104 v ) (r-om 1)

RE
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DURATION (MACAULAY, 1938)

> Per calcolare approssimativamente I'entita delle variazioni
assolute e percentuali del prezzo si introducono le seguenti
quantita: la DOLLAR DURATION, $Dela DURATION_ D, definite

" SIS G E—
|'-______/__ ) o r /| @‘%Ml’ _
3D= P04 P ="y = U PO [ g

> La prima approssima la variazione di P, la seconda la sua
variazione percentuale, quando il YTM varia di una quantita.

Eccola Ar:
[AP() = P(r+ Ar) — P(r) = P/(r)Ar = —$D A,
o IAP(r)  P(r+Ar)— P(r) _ P/(r)Ar L DA
Voe 7 Z P(r) P(r) -~ P(r) _.__ _D_A__~||
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. DURATION

> La Duration puo essere interpretata come media temporale:

[p=-Z&0
P T P
_ 2 L{/(th — b britn- t)
P(r) ()
I —T_e.zz
—~ - & R
:Z wp(th — ), A ) J
‘h=l ]

con wy, = Ie= "=t / P(7).
> Sitratta quindi della media delle vite a scadenza dei flussi pesate
con i flussi scontati usando I"'YTM.

> Riesce quindi —
| h—t<D<ti—t, |

e 'uguaglianza vale se e solo se c¢’¢ una sola scadenza. Quindi per

un TCN la duration coincide con la vita a scadenza. 1) = ",,1 r,—
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R S P —\ A )| lff'l oy 2
T'I An nr_-:qujg_‘-l)}-'?“hj-/;k. +/EJ -\"’)@;ﬂu}
J n /
et A Wy [y f
. — 1 =R
‘\P” P(H+ Ar) Y)(—‘TJ P At Fy P U‘J.‘Lf

N ——— —

CONVEXITY

s
> L’approssimazione ‘del primo ordlne che si ottieno con la @ﬂ cony
duration puo essere migliorata considerando un termine di
‘secondo ordine’;

* questo corrisponde ad approssimare con un polinomio di secondo
grado (parabola) piuttosto che di primo grado (retta).
* Si ha allora

_ ™\
AP(r) = —$D Ar + %$Conv (Ar)?, }

n o By ‘lM_ AT
Vark oo APIZ()) ~_DAr+ 1C’onv (Ar)2. \

* Conv = P"(r )/P(r)_e la CON_VEXITY e $Com} = P”( ) éla
DOLLAR CONVEXITY.

> La convexity ¢ il momento secondo (ponderato) delle vite a

scadenza: / o “”’ifdfﬁhﬁ.ﬁf“m
e 9) 1 Conv = Z wp (th — )% ngf PR
STEeate? " ot ™Y
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3

. DURATION S

M

.r\\

> Se ragioniamo in termlm di tasso ¢ pluttosto che di intensita 7,
essendo il legame = log( + z), possmmo introdurre la funzione

'| P(i) = P(log(l = Z h(l—l—z =t |
T 1_. h=1 |
> Riesce allora N
* T o
= ) s [ )
APL). gy = PlesUtd) 8D W PO D _
AL 141 1+i’ P(i) 141 -
) - —
% dove MD = 2 & la DURATION MODIFICATA.

* Al fine di approssimare una variazione percentuale piccola A nel

tasso, si utilizza B
AP(i

2P0 o \ip i
P(i)

> Al secondo ordine: F”(i)/F(i) = (Conv+ D)/(1+14)%

o0
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a ). :
AP G . i AL - g/?[k
() P A Md
S?wcv o0 o@D () { '”J) 1
-H (w,\_\" —i@/’/@?/ ?(3(
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o1

. DURATION

Esempio: coupon bond, cedole semestrali, scadenza 5 anni, cedole

2.5%, P = 87.23, YTM r=8% (1=8.33%, i2=4.08%), duration e
convexity D = 4.44, Conv = 21. 83 __'
o _35-9¢ &% o i’_" (__)::_Ni/ji?;f?
Ar (b.p.) | AP $D $D & $Conv AP/P (%) D D & Conv
—400=-47 | 17.08 1549 16.98 19.58 17.76  19.46
—300 12.50 11.62 1245 14.33 13.32  14.28
—200 8.13 7.75 8.12 9.32 8.88 9.31
—100 3.97 3.87 3.97 4.55 4.44 4.55
—80 3.16 3.10 3.16 3.62 3.55 3.62
—60 2.36 2.32 2.36 2.70 2.66 2.70
—40 1.56 1.55 1.56 1.79 1.78 1.79
_ 520 0.78 0.77 0.78 0.89 0.89 0.89
20 —-0.77 —-0.77 —-0.77 —0.88 —0.89 —-0.88
40 —1.53 —1.55 —1.53 —1.76 —1.78 —1.76
60 —2.29 -2.32 -2.29 —2.63 —2.66 —2.63
80 —-3.04 -3.10 -3.04 —3.49 —3.55 —3.48
100 —-3.78 —3.87 -—-3.78 —4.34 —4.44 —4.33
200 -7.39 —7.75 —7.38 —8.47 —8.88 —8.46
300 —10.83 —11.62 —10.79 —12.41 —13.32 —12.37
400=+4% —14.11 —15.49 —14.01 —16.17 —17.76 —16.07
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... DURATION

<)
4
—
=)
g
—

= g

T
o |
S
o |
<




0o

Gestione del Rischio Finanziario

,J-/C.‘. /

A Ts

/ R +C
DURATION DI UN COUPON BOND I ] L {
— 1 [ U

o, Pz,’ ke "”l'm.

>

Nel caso specifico di un coupon bond, sia I, = I per
h=1,...,n—1el, =1+ C, dove I ¢Ia cedola e C il
nominale; inoltre siat,=t+h per h =1,...,n (senza perdita

di generalita abbiamo preso A = 1, cioé cedole annuali).

La duration ¢ funzione decrescente del tasso cedolare I/C" al
crescere della cedola diminuisce il peso del rimborso a scadenza( ‘3‘?”%3)

oD 0
/o) <

La duration ¢é funzione decrescente del tasso di rendimento

oD

— <0,
or

un incremento del tasso di rendimento penalizza piu le scadenze
pit lontane
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JIH Y
... DURATION DI UN COUPON BOND st ©
T a31s0

> Allaumentare del numero di cedole, il comportanfento della
. N N . f
duration non é sempre fionotonoy é crescente sefi |< é (bond}

. - — = LOIPEMmA
uota alla pari o sopra la pari), mentre ¢ prima crescente poi [og -,
decrescente se i > = (bond quota sotto la pari).
—_—
> Indicata con D,, la duration per il titolo con n cedole, e P, il
prezzo corrispondente, &

Poy1 = Py + Iv"™ — Cov™(1 —v),

D, P, + I(n+ 1)v"* — Cnov™(1 — v) + Co™ Tt
PnJrl

Dn+1 =

Dt~ D=~ [(n = D)o —1)+o] 4
>0

n+1 >

con M Quindi se v > 1 (caso i < £) ¢ Dy,
crescente con n, se a« < 1 & Dy4+1 > D, se e solo se
n <D, + ﬁ
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.DURATION DI UN COUPON BOND

<1

Uru ey — -y

> In ogni caso D, converge verso/un valore limite; sfruttando le

Z v 1—o" n
v —nv" ),
1—1) 1—w

si ottiene
_o
O e— e
I I v 14w
D K’I’L) ( e ) + Cl-v 1-v
n — 7 —. — N
R
1’3‘\_, Vo), my— >0
da cui g ‘

\
| lim D, = 1&’1
manad

che ¢ la duration di una rendita perpetua
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... DURATION DI UN COUPON BOND

5 10 15 20 25 30

0

NP S

— i>l/C
-- i=lC
- i<l/c
I I I
50 100 150

Ficura: C' =100, i = 4%, I =2, 4, 6.
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