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Misure di rischio



Gestione del Rischio Finanziario

MISURE DI RISCHIO

L. AS<1curATIVO

> obbiettivo: misurazione dei rischi ﬁnanzia%l fine del loro
controllo

> rischi: di mercato (tasso, cambio, ...), credito, operativo, ...

> utilizzo:

* stabilire requisiti di capitale (interni o imposti dall’autorita di

sorvegliamolvency

ordinare i vari fattori di rischio in base alla loro importanza
comunicazione con i clienti
valutazione dell’efficacia di una strategia di copertura
stabilire margini nei mercati dei futures e delle opzioni
stabilire limiti per i traders / unita operative
allocazione del capitale fra diversi rami / unita / ...

b S D S N s
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MISURE DI RISCHIO

> misure di rischio pitt comuni

* varianza

* Value-at-Risk

* expected shortfall

* misure basate su scenari

* ...
> proprieta / relazioni tra queste misure?
> metodi di calcolo

* analitico (parametrico)
* storico / Monte Carlo

> aggregazione di rischi (dipendenza) / modelli per rischi estremi
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PERDITA

nipsg!l VARIARILE  ALgATOEN
> sia L una perdita; esempi:

* variazione di valore di un titolo / portafoglio:
L = —P&L, P&L = profitto / perdita = V(T') — V (¢) Z O

con V (t) valore del portafoglio in ¢
* perdita su un singolo contratto assicurativo / portafoglio / ramo T
assicurativo / intera compagnia G )

> perdita relativa a un certo intervallo temporale @ L= L ir
> perdita lorda / netta (al netto delle attivita messe a copertura)
> L > 0: rischio puro; L < 0 and L > 0: rischio speculativo
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MISURE DI RISCHIO
AL A

N2 I
< e /
b
> L é/whbﬂea\\flfﬂgﬁ_a in uno spazio di probabilita (2, F, P) e
> misura di rischio di L: P, @ —> K

— 1 )  Tlo i |
p(L) = capitale da allocare a L per renderlo accettabile
’ cepnalt Ledhdt e w PR TR Y e

la perdita post-allocazione ¢ L — p(L) P <) —> =

el ittt L S
> formalmente, sia £ & un insieme di variabili aleatorie’su %
(92, F, P) contenente tutte le perdite diwinteresse

A
%« L & uno spazio vettoriale contenente Te*costanti
* misura di rischio: funzionale
fnistra Of TS0, JHNaIonale

27A
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MISURE DI RISCHIO
. L

K

> esempi di £ (spazio vettoriale contenente le costanti)

% L = {variabili aleatorie su (2, 7, P)} (Value-at-Risk)

* L = {variabili aleatorie integrabili su (Q, F, P)} (Expected
shortall

* L = {variabili aleatorie quadrato integrabili su (Q, F, P)}
(varianza)

* L = {variabili aleatorie limitate su (2, F, P)}

* L = {variabili aleatorie p-integrabili su (2, F, P)} (p > 1)

\g[/uﬁ}/\+yo

> quantitd di interesse: /capitale di rischio
K<k Capriil

p(L) = E[L]

capitale allocato in eccesso alla perdita attesa

oL 49
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MISURE DI RISCHIO BASATE SU SCENARI

>

>

molto popolari nella pratica ~+ margini per opzioni e futures,
stress testing

idea: dati un numero finito di scenari wi,...,w, € e dei pesi

At LI R
w1, ..., wy € [0,1], non necessariamente di somma 1
wi, ..., Wn non necessariamente di somma, .

p(L) = p(L; {wi}, {wi}) =max{wi L(wr), . .., w,L( ot}

—_—

~~ approccio WO
ad esempio

* w; = “tassi d’interesse 1 6%, tassi di cambio | 20%, volatilita 1

15%, ...”

* w; = “shock nella mortalitd +15% ...”
sistema SPAN sviluppato dal Chicago Mercantile Exchange
https://www.cmegroup.com/clearing/risk-management/
span-overview.html e adottato da molti mercati di opzioni e
futures
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MISURE DI RISCHIO BASATE SU SCENARI

(\fZDl A M
v
> generalizzazione (se esiste w’ € Q tale che L(w’) = 0, oppure se

w/g date P1, P, probabl ita su (92, F), ? Véf/{() /f

p(L) = max{Epl (L),...,E™(L)}

- _
. a4 ATresA Ol L
> pil in generale ancora, sbT™ R,

L) = EP(L): PeP
p(L) = sup{ET(L) : }FM GULA  INBINTA

dove P ¢ un insieme di probabilita (scenari) su (€2, F) °© | PeoRABLm

(P = ySIBre ©) MOXELL TR oQ4RILISTIC FTEEC [
—> RISCHID O MOOELLD

bl drd
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BNl 4~ Megasuce S &ﬁ
RAE
FUNZIONE DI RIPARTIZIONE \/QR/\S

=
(L) O\PENOE STLO oA T csS
lLv(:L(sbl‘IEDIMQD‘ S)FL =5 CALMILD JO((_)

[> concentriamoci su misure di rischio invarianti rispetto alla
distribuzione: per ogni L1, Ly € £ tali che F, = Fp,, allora
p(L1) = p(L2); non ¢ il caso delle misure basate su scenari!

> X variabile aleatoria; funzione di ripartizione: Fx : R — [0, 1],
Fx(z) =P(X <1x)
X)) TR =2
> proprieta caratterizzanti:
* Fx non decrescente
* F'x continua a destra
* limg—y oo Fx(2) =0, limgytoo Fx(z) =1
> altre proprieta:
* Pla < X <b)=Fx(b) — Fx(a)

* limy, Fx(y) = P(X <) & §¢’ 'T’ CoNTINA
W _—

SAto D\ By v X ?bl’_ Db er

TR
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VALUE-AT-RISK

> Value-at-Risk: importo (capitale) che se detenuto (riservato)
permette di evitare perdite sull’orizzonte temporale con un certo
fivello di confidenza
> ingredienti:
% un certo intervallo temporale (t,T) —7? L
* un certo livello di confidenza 0 < o < 1

> idea:
* per un dato capitale allocato x, siamo interessati all’evento
p 1% L— X = PEEOH
L(LSm)z(L—xS@ AL MeTro CEL
caPl TALg
cioé il capitale allocato assorbe le perdite ALLD ATO

se L = —P&L ¢, allora 'evento ¢ (P&L 4 = > 0)
* la probabilita di tale evento non deve essere inferiore a «

(=222,

* si sceglie poi il “minimo” capitale che garantisce tale condizione:

Vov WACE PV UHTALe — : IL CAaPARE,
SEL NECEARD VaRq (L) = inf{x € R: P(L <z) > a} Hﬁ@\/s/\-{—o

0w FL [€3)
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QUANTILE =\[4f

> data una variabile aleatoria X con funzione di ripartizione F'y, il
(1/0{ g-quantile sinistro (0 < g < 1) @ dato dall’inversa generalizzata D\‘E<

Fyl(g) = FE2(g) = inf{z € R : Fx(x) > q}

il quantile F'y, 1= (¢) lascia alla sua sinistra una probabilita

almeno uguale a g
> il g-quantile destro (0 < ¢ < 1) & C '(X -' FXC")E ﬂ}

T T
F¢'(q) = inf{z € R: Fx(z) > q}

> in generale
—1,— 1+
Fy (q) < Fy (9)

e F);l’*(q) < F);l’Jr (g) se e solo se la funzione di ripartizione &
costante_al livello g; in questo caso, ogni numero di questo
intervallo é chiamato g-quantile della distribuzione

29%0
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X X(x)}ﬁ

Y -|_)_
Eag<X ¢t 4) )= CASO NIV COMUNE
PO a<X <% 0))=0 (A PARTE (& VA NSOER)
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QUANTILE VR =P @) 1<

> proprieta del quantile sinistro F'y Yq) = Fy 1’_(q), noto anche
come inversa generalizzata della funzione di ripartizione F'x

-1 . . ..
* g — Fy (q) é non-decrescente, continua a sinistra

* limiti: g,rgEU%“q(’E
lim Fy'(¢) = sup{z € R: Fx(z) = 0} =: estremo inferiore/di X,
q10 = —pd — }5
lim Fy'(q) = inf{x € R: Fx(z) = 1} =: estremo superlo—é/dl X
ant = \MsrIMe PERNTA Pz&ABI(E

continua < F'x crescente; F'y ! crescente & F'x continua;

*x Fyt
X
\/ discontinuita di Fx corrispondono a tratfi di costanza di F);l, e

—

——
viceversa
PSS RS

* se F'x & crescente e continua, allora tale é FX
I'inversa di F'x, definita da
e e X

L ¢ coincide con

g0 cvo RITEND
FX(x)zq@szgl(q) A X

("o cae o X g EWSITE POSITIN)

279R1



AMON IMVE RTIRILG







50U T, INvEETIRILE
.y
QUANTILE Fr' (P=xs=y 1=F 00

> proprieta del quantile sinistro F'y Yq) = Fy 1’_(q)
* perogniz e Re0 < g<1,

Wz cuzro)]

PKENDD @ conseguenza 1: per ogni 0 < ¢ < 1 riesce Fix (Fy Y(q)) > g; vale
X’F (b‘) l'uguaglianza se F'x ¢ continua in © = Fy (g
_%((X yconseguenza 2: per ogni x € R riesce Fiy < (Fx(2))) < ; vale
KENDD 1 l'uguaglianza se F'x é crescente in x
* Trasformata funzione di ripartizione: se F'x & continua, allora
Fx(X)~U(0,1)
+ Trasforniata funzione di ripartizione inversa: se U ~ U(0,1),
allora F,'(U) ~ F
* se g € non decrescente, continua a sinistra, allora

[ T (@) = 97 @) \/472((3{!:\7)

“il quantile di una trasformata é la trasformata del quantile” (V @KL>

> Proprieta simili sono verificate dal quantile destro

IRD
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TRASFORMATA  FUNZIONE O RIPALTIEDAMG
(v Fy IWVEET) 8/ L2 )

Fx(x> ~
P (100 2v) =P (B (KO Fe ()
o< <\ =X - CDU%@LEN%A/i
S P( X eR@) = E (F @)
= UV —~ FaoaR. ol (/)

TRASFO RMATA  FUNZIBE ol RIPARTIIOR MV IEsA

U)X PR W)ex) S P(UsFem)=F®




esuttplo. X ~ EX7 ()

=4 - Q,’»‘/ x>o (IVVERRIRILE)

= - SHLV <Peg TiD
4) "x) =( P00 = CI Elx " om e,o<j<1
— | ATOD
<> 4_€)x:7 FIgS

<=> _Q"“)LX = 1,_7

—I
<=y X= -~ j{ﬂ Ooy('l-—?) :F—X (7)



= Tx (‘f%%\-lﬁ) =
_ «—Q%C"/X/Q?YG“”W

A1— (1= vy= U

I

3) U ~Ue)
Zz= % (V)= = La (- 0) ~ X
PE)=P (— L0y Gmv) 2%)= P(B-U) > =)
(40 ) =p(Usc-€ )

= 1- Q,'_)\x ~ ExP(A)
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VALUE-AT-RISK

> il Value-at-Risk & quindi un quantile della distribuzione della
perdita L / inversa generalizzata di L:

VaRe (L) = inf{z € R: Fi(z) > a} = F; ()

> usando la distribuzione del profit/loss P&L = —L, ¢
|VaRo (L) = —sup{z € R : P(P&L < z) < 1 —0;}\@
perdite superiori a VaR,, si possono verificare con probabilita
inferiore a 1 — «

> mel caso in cui la distribuzione di L sia invertibile, la definizione
richiede

P(L <VaR,(L)) =«

P(P&L < —VaRo(L)) =1—a

cioe
VaRa (L) = F; (o) = —Fpg (1 — @)

G —

IR



@ Va}zo(([):--— SEP»{xe[P\ . P(%L‘X)@-—&}

—

Pel —Xx<0
———
VKD\“NA v gg‘ ‘ro(’so
O iMPDETD X DALA
== PosizI0DMG
~ MASSIMD  [MPHpiO CME  PDGYD BSTRAKT
DALLA POSIZOME MANTEMENDD oA PROA
QA RovwvA  INFREIBFE A A—d

@ OMSTRAZIDM
Vo R (L)<= e {xelE S PL =)y OL}

= INF {xe}ﬁ; P(..Pg(f_ 5><>>°<>

= v xR DTy 95 u)
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VALUE-AT-RISK

Value at Risk

T

Loss density

ol 120

VaRey

2°9RA
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VALUE-AT-RISK

Value at Risk

P&L density

1=ef o

—-Vag((l__)

NeRy(L) = £ () = = &, (+0

IRE
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SOLVENCY II E VALUE-AT-RISK

> requisito di capitale in Solvency II = “the level of capital that
enables the insurer to meet its obligations over a one-year time
horizon with a high (99.5%).confidence level.”
> bilancio semplificato di un assicuratore:
* A(t) = valore (di mercato) in t delle attivita: azioni, obbligazioni,

beni 1mm0b111, .o VPR VALUATION REeST ESTIMATG
7 S .
* B(t) = valore (di mércato) in ¢ delle passivita: riserve + margine

“2]9& ey Il 3per rischi non hedgeable
I ?
V(t) = A(t) — B(t) = Net Assets Value (NAV) Own Funds lq:%%

> requisito di capitale in SII: partiamo da

IC’ infifr eR: P(V(t+1)+z(1+ L(t,t+1) M}

con L(¢,t+ 1) tasso semplice privo di rischio su (¢,¢ + 1), da cui
SDWENO{ = SCR ,.lcapltale richiesto = V' (t) + C = VaR (L),

@U‘“ﬁm qL= V(D) — ol )= Varision SEL Ay @ & 141
AT oL
> seC <0 (la compagnia € ben capitalizzata) ~» —C = capitale in

eccesio ~ \/(H2\kR (L) + (- C )= CRyEXESS CAPTAL

IRA
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SOILVENCY II BALANCE SHEET

ASSETS LIABILITIES
- -C
EXCESS CAPITAL -
w J (ﬂ SCR (solvency capital Scz '/)
3 requirement) - MCR =
§
REQUIREMENT
£ I\MV oW,
@ V(L) Feuns
=
=
< RISK MARGIN
g
v
g ( TECHNICAL PROVISIONS
BEST ESTIMATE OF
LIABILITIES

IR7T
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VALUE-AT-RISK

> elementi costituenti il Value-at-Risk:
* orizzonte temporale T — ¢
* livello di confidenza «
* distribuzione di probabilita della perdita L o del profitto/perdita

PeL (5. BEGOLLATORE)
> orizzonte temporale: scelto dall’utilizzatore in base al business
* scelte tipiche: 1 ora / 1 giorno / 10 giorni (2 settimane) / 1 anno
portafogli frequentemente ribilanciati: 1 giorno
trading desks: intraday VaR, 1 ora
Solvency, Basilea: 1 anno
tipicamente, VaR cresce con ’orizzonte temporale

b R T S

IRK
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VALUE-AT-RISK

//!P’ RESHA, PER. UMY ®MPRAGNVY
4 DEFaUeT obi Lo AM'-L,."
N uv Ao, A OBFAUL 4
D1 |NA DUTAEMA U 200)
er il rischio o ﬁssato VV

S 3

> livello di confidenza: dipende dalla
dal autoritd di sorveglianza
* usualmente 90% < « < 10
* trading floors: @ = 90%
* calcolo del margine di sglvibilita/capitale economico: 95%, 99.5%
(evento “1 su 207, “1 su 2007 1—P.S/
* il Value-at-Risk cresce con o

> la costruzione della distribuzione di probabilita di L o P&L &
lasciata all’utilizzatore: approcci pitt comuni
* parametrico
* non parametrico (historical VaR, bootstrapping)
* semi-parametrico (teoria dei valori estremi)

29RO
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APPROCCIO PARAMETRICO
g —7 @
> approccio parametrico: scegliere una distribuzione/da una

famiglia par ica (normale, lognormale, t-stydent, .. .)
Fr(:;0) con § € © C R? parametro (da stimare) poi calcolare

= pruca of
[ 7(E:0) = o(Fu(-.0) V=l
INVAL | ANTE
analiticamente o numericamente TR
—_— QISTWIBUZYE

> nel caso del Value-at-Risk, si deve calcolare

VaR, (L) = F; ' (a;0) o Fr(VaRa(L);0) = o se invertibile

quindi si ottiene VaRq (L; 6)

. —— .
> problemi del metodo parametrico: _
% rischio di modello —» F,_( ,©) € SBAGLIATA

* rischio di parametro ~b /é <tMaTO # @O 1| VEEO"

200



Gestione del Rischio Finanziario ‘|
FL ()= —;—\Qog/ (-
VALUE-AT-RISK

> VaR con distribuzione esponenziale L ~ exp(\)

~E[L
VaR, (L) = @log(l —a)= Ko( : EZ:(—FJ

> VaR con distribuzione normale: L ~ N(u,0?)
% indicando con ® e ® ! la funzione di ripartizione e la sua inversa

(quantile) della normale standard ~ QUA- Tile N© %}_4@3?46 5

VaRo (L) = p+ 0% '(a) |

* Value-at-Risk 1 p, 1 o (se a > 50%) 33—' (L) >0 L= °{>75"_
* p(L) — E(L) = capitale di rischio -

nel caso di VaR con distribuzione normale

VaR.(L) — E(L) = a@fl(a)iw “VaR = SD” nel caso normale

201
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VALUE-AT-RISK
X ~F <=» proX NEMG—

a« M
. . . .. Lo > .
> Sia F' una funzione di ripartizione; la famiglia scala-locazione
associata a F ¢ la famiglia di funzioni di ripartizione
—_— 8 P (AifE TEM,
T—p AQVETOSI
Fﬂaa(x):F(T>7l-L€Rao->0 VDN
- VA RIAND
ObN Z,D * se X ha funzione di ripartizione F', allora Y ha funzione di
ALt ripartizione F, , se e solo se Y e p + ¢X hanno la stessa
PARA ME({ distribuzione & —mg\:mlefﬂa UMgACs CESHNTE
£ O * si dice che X e Y sono dello stebso tipo o che differiscono per un
‘F{)Qm cambio di scala e locazione (v PER UIWAR )

> se Fr, = F, , allora VaRo(L) = p+ o F~}(a)

(,A v T W oG i ELLY )
509 // ”~ SD—EL'—J
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VALUE-AT-RISK

> alternativa alla distribuzione normale: ¢ di Student, con code piu
pesanti rispetto alla normale (cmq simmetrica)

> VaR con distribuzione ¢ di Student: L ~ u 4+ ot,, dove t,
distribuzione t di Student con v > 1 gradi di liberta l—l ( 2) =

* se v intero, allora

0
VA VA 2=\ -X
[ Z3+..+22 /X2 o
v v Z>0
dove Z,Z1,...,Z, sono normali standard indipendenti
o f(\l_g F@ * in generale, la densita di ¢, ¢
—(v+1)/2
BAALUNG I((v+1)/2) ( r2>
=— 1+ — , x €R
sm(ﬂ)éﬂ @) =02 v *
(AN * pit piccolo é v, pitu pesanti sono le code; quando v & grande,

e I ey (O

* momenti: E[t,] =0, var[t,] = -5 per v > 2 = E[L] = p,
var[L] = ,‘i’;
T v=2

202
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VALUE-AT-RISK ! F ", o9 292

(

> VaR con distribuzione ¢ di Student: L ~ u + ot,

* con calcolo simile al caso normale,
VaR.(L) = p + athl(a) gisk CAP AL
€ - -
> ESEMPIO: confronto traibuzione
normale e ¢ di Student; p e o tali che E[L] = 100, SD[L] = 10

a  90.0% 95.0% 99.0% 99.5% 99.9% 2
M=I0p, (=10 Normale 12.82 1645 2326 2576 30.90 <en

t Student - v
a0 WbA | 100 1227 1621 2472 2835  37.06 "
=10 <l A1 60 108e 1s0r 2640 3256 5072 2N
V. oo | arec 25 774 1144 2394 3204 6181 | RICPETTO
V.
Sy S 21 403  6.17 1425 2000  43.36 A DY
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(,mr”*)
VALUE-AT-RISK \!mh(g ) 25)

> VaR per una distribuzione lognormale, L = exp(N (u,0?)) 2O

VaR (L) L exp(p 4+ o® 1 (a))

> VaR per una distribuzione Pareto, L ~ Pareto(3, \)
41— :F[_ <X) =

A B
e
con > s > 0; riesce =

W &
aRo(L) = [(1—a) 7 —1]) BV, iim)

U4 \/AKH%W“E
pese 2 V] L‘Z"xf COSTNTE)

P\/ = CD“‘*
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VaR _rex L ~rARET™  (F meerany)

)= VR, (L) <=9 FL )=
) @
<=7 4&(/\%() =
<=y ( X )P’ - ol

X 4 X

= A -ayf

—_— =
=

<=7 > = X[(4—o<YVE ‘4‘}
= \/R(Eo((L)
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VALUE-AT-RISK: LIMITI

D R
$(Li+la) € PL+PCL2)
7

il Value-at-Risk non & subadit}f/o: esistono perdite Ly, Lo tali
che VaR, (L1 + La) > VaRq(L1) + VaRa(L2) ~~ non é coerente

similmente, il Value-at-Risk non é convesso: esistono perdite )
L1, Ly e 0 < \ < 1 tali che ?(AL,+(1—>\)Lz)$)\'?(l.,}+(\—>‘)$°/[2
VaRa(A[q —+ (1 — )\)LQ) > )\V&Ra(lq) + VaRa(LQ)- ('4,-)\)

il Value-at-Risk non descrive le perdite nella coda destra della

distribuzione della perdita —) OCTRE L VoK y Aonv - SO Q{,)[/FMfC 0
il Value-at-Risk non é robusto: variazioni piccole in F'j, possono

risultare in variazioni importanti del Value-at-Risk N\ g, (PETTO #

di conseguenza diverse misure di rischio alternative al 1:-
Value-at-Risk sono state proposte = Expected-Shortfall viene
usata spesso in pratica come alternativa al Value-at-Risk

le limitazioni elencate sopra vengono attenuate se ci si restringe a
opportuni insiemi di perdite £




Gestione del Rischio Finanziario

VALUE-AT-RISK E SUBADDITIVITA

> il Value-at-Risk non soddisfa la subadditivita (e convessita) =
esistono L1, Lo tali che

=95/

207

VaRq (L1 4+ L2) > VaRq(L1) + VaRq(L2)

aggregare due rischi richiede piu capitale che detenere i due rischi
separatamente __ 4

ESEMPIO: due bond soggetti a rischio di default, con uguali
caratteristiche

*

* ok ok o

prezzo 90

valore facciale 100

perdita totale in caso di default (Z€RD REOVELY)
probabilita di default 4% pgrR pwbN| BONMD

il default del primo e secondo bond sono indipendenti
riesce VaRgse, (L1) = VaRgs9(L2) = —10 mentre
VaR95%(L1 + Lz) =80

problema: la distribuzione della perdita é fortemente asimmetrica
ESEMPIO: mostrare che per ogni 0 < A < 1,
VaR,95% ()\Ll + (1 — )\)LQ) > A VaR95% (Ll) + (]. — )\) V&Rg5%(L2)



—_ o O
VaR wv & SUGADITIVO -90 {lDD N.D.

20 by (™) ]
I.,];{ &l
-10 967.(ND.)

GUA&AQ,NDJ

actareuzinee o L, (= Ly)
g ‘FL‘:-EQ_ — — 107,

967,
. 25/ —
' IW +o5y

i\ 5D

o 9=o 2
VaRos, (L) = WE{=* T 03 095 ) =-I0
344 -{ N > ::\f«R 55 (LZ)



L4+LZ /\17

o) TR\ BUZIOM
(bw(yluNT"TL

S S, (96/) = 92167

DND, Gr/'_)zc o.18/.
D% 967 4y = 384

E”DZ y 7
23/ 4323 8Y=2LY)
—
2.6 7
7.687
0.1¢y



,\FLI-H_-,/}_

oL 16 95y, l PB
7 Dd/.
oy ) )
A
\/
QR%-/(L(“LZJ > VR, (L) +
A,

= =705
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VALUE-AT-RISK E “BLINDNESS TO THE TAIL’

> il Value-at-Risk non descrive le perdite nella coda destra della
distribuzione della perdita

* il VaR, stabilisce solo il livello della perdita che non viene
superato con probabilita (almeno) pari ad @ = non da
informazioni sul livello delle perdite se queste superano VaR (L)

* due perdite L1, Ly possono avere lo stesso 1éamlue at- Rlsk
VaRa(L1) = VaRq(L2) mentre le perdite’in eccesso (
conditional tail expectation) possono essere diverse

E[L1|L1 2 VaRa(Ll)] 75 E[L2|L2 Z VaRa(Lz)]

* ESEMPIO:
—100 con prob. 50% —100 con prob. 50%
L =1<50 46% s Lo = < 50 46%
100 4% 1000 4%

VaRgsy (L1) = VaRosy (L2) :/@7
E[L1|L1 > VaRgs9(L1)] = 54, E[Lz|L2 > VaRgs9 (L2)] = 126
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L
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o L) EE l\b,n
W
5 4
Llow)f, 2
=0
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N[

L Ly~ 2kt
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VALUE-AT-RISK E “BLINDNESS TO THE TAIL’
g[t]=wo

> ESEMPIO: perdita L ~ exp(1/100). Confrontare VaRggy (L) con
VaRgg% (M), dOVeM
M .= min{L, 500}
M = ritenzione in un trattato riassicurativo stop-loss = BDV@%QE

* si trova
D\MINUlcg
(ﬂ‘Pf’VHé
VaRggy (M) = VaRgge (L) = —1001og(0.01) = 460.5 f\LLDVH&

* VaR invariato rispetto allo spostamento della probabilita nella
coda della distribuzione

* stesso VaR anche se P[L > M] =1

* osserviamo che

VaRgg 50 (L) = —10010g(0.005) = 529.8

mentre

VaRgg.500(M) = 500= $F (M)
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!
|
{
|
|

| > «
\2Kos, (L)=4505
M= miv (L,500)
R, (0 = P ( Hx) =P (ta(Ls)) -
= p(MI (L Bo0)gL < 560) 1 P(MIN (L,S5m)6 [ >Koo)
= p(Lex/Lssos) + P @osx,| >50m)
- (L < w(0])+ T PIL50)

S0b<x






05BEVAL phe  SUL CALDLWE DY

\[RK”( (M) ?(L) Now OSBCEEXNL;
iRy, (H)= ViR, (1 (L5)
= HW( \/D\K%-{_(L)/ ‘500)

= N o5, (L) (= 460-5)
INOUTRE,

Mgl = \aR (1) < Vg (L)
oV 9.
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VALUE-AT-RISK E DOMINANZA STOCASTICA

> nell’esempio precedente una delle due perdite domina (& sempre
pit grande) l'altra ( <oV PRBMR. /])

> una condizione pitt debole ¢ la dominanza stocastica: Lj domir_l*__a;1
7

stocasticamente Lo se F
% “

Fr,(z) < Fr,(z) per ogni z € R
“<-/I":FL|(7‘) = 4—:[:Z_¢_<>‘)
S =
P(Ly > x) > P(Ly > x) per ogni z € R

cioé

quindi L; comporta perdite superiori ad ogni livello fissato con
probabilita piu elevata

> dalla definizione di Value—at«&isk segue che

VaRa(L1) > VaRa(L2)

2000



Gestione del Rischio Finanziario

ALTRE MISURE DI RISCHIO urr @) NEL

Ao rouA UG
> altri esempi di misure di rischio ﬁ

* varianza: p(L) = E[L] + Avar[L], A > 0

* deviazione standard: p(L) = ETL] + A\/var[L], A > 0 ~
simmetriche

* massimo: p(L) = estremo superiore di X = inf{x € R| F(z) = HAL
1} = VaRy (L) ~~ elimina la rovina, ma troppo oneroso

* misure di scenario

* p(L) = E[(L — ¢)4] con c livello di perdita dato e P(L Y=

(z)+ = max{z, 0}; ad esempio, = C+ E[__(L'C):g
p(L) = B[(L - VaRa(L)){]

si osservi che XL ? <L )=Vl L)+ E[d’ - V"‘ Q"( (L)),,q

p(L) =E[(L — VaRa(L)); L = VaRa(L)] v
=E[(L — VaR4(L)); L > VaR.(L)] /

(dove E[X; A] = E[X14] per ogni v.a. integrabile X e evento A)
tale misura é collegata all’expected shortfall

. E[(L - VaRa (L) .)4:]: £[(L-VR. L) - UBS VQEd(L)]
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EXPECTED SHORTFALL

> Expected shortfall: dato L con E[|L|] < +o0 ed un livello di
confidenza 0 < a < 1 -
"Mesr e,
INTECRALE

\ ES.(L) = ﬁ / IVaRB(L)dﬁ

* a volte chiamato Tail-Value-at-Risk, TVaRq (L)

+ media dei capitali che garantiscono una probabilita almeno pari a

« di assorbire le perdite
* per definizione, ES riflette il peso della coda della distribuzione
oltre VaR

> terminologia non uniforme: a volte si chiama expected shortfall la
quantitd E[(L — VaRqa(L))+]

£S, TVaR, CTE, CVaR
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EXPECTED SHORTFALL

> proprieta dell’Expected shortfall

___lj % & sub-additiva (e coerente) T CONVESSSH
‘Iﬁ) * ES, > VaR,, ES, funzione nondecrescente e continua di «

_m._, * limiti:
'—> limBS, =B[L] =7 ES (L) E[L]

ligll ES. = estremo superiore di L = inf{z € R| F(z) =1}
o piiialitsnstiiide st Sl

,W_) * ESa(g(L)) = g(ESa (L)) se g lineare, non decrescente
N * ESq(L1) > ESa(L2) se L1 domina stocasticamente Lo

> tuttavia, VaR esiste sempre, ES richiede speranza finita
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EXPECTED SHORTFALL

\} | )l> I’Expected shortfall puo essere rappresentato al modo seguente
—_— (facile da ottenere nel caso di F, invertibile):

L —VaRa(L))+]
1l -«

} ES. (L) = VaRo (L) + Ell

I\/_\/
da questa espressione si deduce che  I—\fag LdADIVE "

\ E[L|L > VaR4(L)] < ES4(L) < E[L|L > W

dove E[X|A] = E[X14]/P(A); la quantita a destra & chiamata

conditional tail expectation

> se la distribuzione di L é continua,
————ee

ESo(L) = E[L|L > VaRu(L)] = E[L|L > VaRa(L)]

= ES = perdite attese sopra il VaR
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EXPECTED SHORTFALL

g[L JL2Vef, (C ):)

> se si adotta lexpected shortfall come capitale, C' = ES 4 (L),
allora P@Eﬂff METTA

E[L — C|L > VaR,(L)] = 0

~~ perdite attese nulle sopra il VaR

> ES con distribuzione esponenziale, L ~ exp(\)

ESa(L) = %(1 —log(l—a)) = ¥A<J°< : ‘E[ L]

> per una famiglia scala-locazione, L ~ u + oL (Z ~ F' e quindi
L~ F,,), allora

ESo(L) = p + o ES. (L)
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EXPECTED SHORTFALL

> approccio parametrico: L ~ N(u,o?)
* VaRo (L) = p+ 0@ Ha)
* caso normale standard: 4 =0, 02 = 1, VaRo (L) = &7 ()

ESa(L) = BILIL > VaRa ()] = —— [:i ()= B o)

dove ¢(z) = (2m)~1/2e=*"/2 ¢ la densita della normale standard
- S ——
* mel caso generale, L ~ N (u, 02)/\_,//14- al

#(2~ ()
1—«

, B, -EQ) = T exTanrE()
-
RISL ¢APITAL

ES.(L) = E[L|L > VaR. (L) = p+ o

O\ NULovo
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EXPECTED SHORTFALL

> approccio parametrico: se I ~ u+ ot, dove t, é t di student con
v > 2 gradi di liberta, densita f;, e funzione di ripartizione F%,

* un calcolo diretto mostra che
(B @) v+ By ()

l1—« v—1

ESa(L) = p+
> ESEMPIO: confronto tra ES, (L) — E[L] con distribuzione
normale e t di Student; p e o tali che E[L] = 100, SD[L] = 10

a  90.0% 95.0% 99.0% 99.5%  99.9%
Normale 17.55 20.63 26.65 28.92 33.67

t Student - v
oA 10.0 1779 2154 3008 33.84  43.05
5‘1’5 40 1767 2265 3692 4472 6849 / N\
25 1494 2056  40.66 53.97 103.32
PESANTE 21 871 1249 2753 3842  82.88
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VALUE-AT-RISK E EXPECTED SHORTFALL

> la differenza tra distribuzione normale (coda leggera) e ¢ di
student (coda pesante puo essere apprezzata al modo seguente

> se L~ N(u,0°
1 ES.(L FS@! VQEO(
L_/———CH Valt < GRanDE

~ ES, e VaR, coincidono quando il livello di confidenza
aumenta (usare de L’Hopital, ¢'(z) = —z¢(z))

>seL~pu+ot,,conv>1

ES. (L)
o R -1

~ la differenza tra ES, e VaR,, riflette la pesantezza della coda
1 L Mon +HA <0D4
A oty €5«(L) ,{ PESAITD
VeaPy (L)

> L <o>A PESANTE
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EXPECTED SHORTFALL

> verificare che ESg50,(L1 4+ L2) < ESgsy(L1) + ESgs9(L2) per
I’esempio di p. 297
> Dexpected shortfall riflette I'intera coda della distribuzione /
* calcolare ESg50,(L1) e ESg59,(L2) per 'esempio di p. 298
* calcolare ESgge (L) € ESggy (M) per I'esempio di p. 299

> problema dell’expected shortfall: a differenza del VaR, richiede
piu informazione sulla forma della coda ~~ difficile da ottenere

~» maggiore rischio di modello
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