Esercizio. Scrivere i numeri di macchina positivi dell’insieme di numeri di
macchina definito dai parametri:

B=3 m=-2 M=2, t=1.

I numeri di macchina positivi sono

1.0-372,1.1-372,1.2-372,20-372, 21-372, 2.2-372, p= -2,
1.0-37% 1.1-37% 1.2-37% 2.0-37, 2.1-371, 2.2.37, p=—1,
1.0-3% 1.1-3 1.2-3% 20-3% 21-3° 22-3° p=0,
1.0-3%, 1.1-3 1.2-3', 2.0-3%, 21-3, 223!, p=1,

1.0-3% 1.1-3% 1.2-3% 20-3% 21-3% 22-3% p=2.



Esercizio. Scrivere la parola di memoria di 64 bit corrispondente ai numeri
45 e —27100 nello standard IEEE in doppia precisione.

Si ha

45 = 32+ 13 = (101101); = (1.01101), - 2°
q = 1023 + p = 1028 = (10000000100),,

e quindi la parola di memoria e

0 10000000100 011010---0.
—~

segno: 1 bit esponente: 11 bit mantissa: 52 bit

Si ha

—27100 = _(1.0.-.0),-271%
q=1023 +p =923 = 512 + 256 + 128 + 16 + 8 + 2 + 1 = (01110011011),

e quindi la parola di memoria ¢

1 01110011011 0---0
~~ —— S~—~—

segno: 1 bit esponente: 11 bit mantissa: 52 bit



Esercizio. Se tutti i numeri dello Standard IEEE in doppia precisione fossero
memorizzati in qualche supporto, quale sarebbe l'occupazione complessiva di
memoria?

Il numero di numeri di macchina nello standard IEEE in doppia precisione
2(B-1)B'(M —m+1)+1 = 2-1-2°2.(1023 — (—1022) +1) +1
2532046 + 1.

Ciascuno di questi occupa una parola di memoria di 64 bit. Quindil’occupazione
complessiva di memoria &

(2% 2046 + 1) - 64 = 1.1794 - 10*! bit = 1.4743 - 10° Terabyte.



Esercizio. Quanti sono i numeri macchina nell’intervallo [B?, BP*1), dove
pe{m,m+1,...,M} e fissato? Esprimere tale numero in termini di eps e B.

I possibili numeri di macchina
L= (bO-b—lb—2b—3 s b_t)B - B?,

nell’intervallo [BP, BP*1) sono

B-1
M v eps
scelte di bp#0 scelte di b_1 scelte di b_¢



Esercizio. Si consideri 'insieme di numeri di macchina definito dai parametri

B=16, m=-3, M =3, t=2.

Trovare ﬂ(%) e fl(15005) sia nel caso del troncamento che in quello dell’arrotondamento.

Determiniamo la rappresentazione di % in base 16 utilizzando le cifre A, B, C,D,E, F
per 10,11,12,13,14,15. Si ha

- B | parte intera | parte frazionaria
1| 16 3
B|ln |1 13
3 | 48 9
13|13 |3 13
9 | 144 _ 1
1
13
Quindi
1 =R aRT -1
5= (0.13B)16 = (1.3B1)16 - 16
e risulta

1 -
fl <13) = (1.3B),4 - 167"

sia per il troncamento che per I’arrotondamento.

Determiniamo la rappresentazione di 15005 in base 16. Si ha

quoziente divisione per B | resto divisione per B
15005 | 937 13=D
937 58 9
58 3 10=A
3 0 3
Quindi
15005 = (3A9D),; = (3.A9D) , - 16°
e risulta

fl (15005) = (3.A9), - 16°

per il troncamento e

fl (15005) = (3.AA),, - 16°

per 'arrotondamento.



Esercizio. Si consideri 'insieme di numeri di macchina definito dai parametri
B=5 m=-2 M=2 t=2.

Nel caso dell’arrotondamento, trovare fl(z) per x = (441.301),. Fare lo stesso
ora per B=3 ez = (11.1b1); con b =0,1,2.

Riguardo B = 5, risulta
x = (441.301), = (4.41301), - 52.
Poiche la prima cifra in

b7t717 b7t727 b7t737 ..=3,0,1,...

B-1 _
5 =

diversa da 2, vale a dire b_;_; = 3, ¢ maggiore di % =2, si ha
fl(z) = 5 = (4.42), - 5°
Riguardo B = 3, risulta
x = (11.101), = (1.11b1), - 3.

Dobbiamo ora trovare la prima cifra in

b—t—la b—t—27 b—t—37 s = bv 1a 07 s

diversa da % =1 e vedere se € minore di 1. Se b =0 o b = 2, allora tale cifra

eb_;_1=>besiha

fl(z) =21 =(111);-3seb=0
fl(z) =22 =(112);-3seb=2.

Se b =1, allora tale cifra ¢ b_;_3 = 0 e quindi

ﬂ(m) =T1.



Esercizio. Sia nel caso del troncamento che in quello dell’arrotondamento,
trovare lerrore relativo e, dell’approssimazione fl(z) di

x = BPTL — cepsBP,
dove ¢ € (0, 1), e scriverlo nella forma
ler| = Ceps + O (eps?)
per un’opportuna costante C'.

Per un tale x si ha

x1 = BPT! — epsBP
T = Berl.

Nel troncamento, e nell’arrotondamento quando ¢ > %, si ha

fl(z) =,
e quindi
o] = fl(z) —z| |21 —=z| |BPY!—epsBP — (BPt! — cepsBP)
el = T - T N Brt+l — cepsBP
|- =c)epsB?| |=(1—c)eps| (1—c)eps
| Bptl —cepsBP| | B—ceps | B —ceps
~ (I=c)eps 1 (I —c)eps 1
N B 1— Leps B 1+ O (eps)
1—c)eps
_ (—c)eps (14 O (eps))
B
1
= 5 Ceps + O (eps2) .
Invece, nell’arrotondamento quando ¢ < %, si ha
fl(z) = xo
e quindi
| o |A@) —x| e -z BPtl — (BPT — cepsBP)
el = x oz | Br+1 — cepsBP
_ cepsBP _ ceps _ ceps
| Brtl —cepsBP|  |B —ceps| B —ceps
_ ceps 1
B 1- Heps
ceps
= 140 (eps))
B
c 2
= pops +0 (eps ) .



Esercizio. Qual & lerrore relativo di fl(z) in caso di overflow nello standard
IEEE?

Nell’overflow fl(x) = 400 e quindi

fi(x) -2 +oo—u
x oz

= 4-o00.

r =



Esercizio. Si consideri I'insieme di numeri di macchina
B=2 m=-10, M =10, t = 3.

Calcolare, con un tale insieme di numeri di macchina e con ’arrotondamento,
a o b, per o =+, —,-, /, nel caso a = 12 e b = 15 come pure nel caso a = 25 e
b = 31. Ricordare che nel caso in cui a e b non siano numeri di macchina, essi
vanno approssimati con numeri di macchina prima di effettuare ’operazione o.

Consideriamo a = 12 e b = 15. Si ha

a = 12=(1100), = (1.100), - 2*
b = 15=(1111), = (1.111), - 2°.

Quindi a e b sono numeri di macchina. Si ha

a+b = 12+ 15=27=(11011), = (1.1011),, - 2*
a—b = 12—-15=-3=—(11), = — (1.1),- 2
a-b = 12-15=180 =128 + 32 + 16 + 4 = (10110100), = (1.0110100), - 27
4 S —
a/b = 12/15=-=08= (0.1100),, = (1.1001),, - 27"
Quindi
atb = (1.110), 2"
a—b = —(1.100)-2
a b = (1011),-27
a/b = (L101),-27%.

Consideriamo a = 25 e b= 31. Si ha

a = 25=(11001), = (1.1001), - 2*
b = 31=(11111), = (1.1111), - 2*.

Quindi a e b non sono numeri di macchina e vanno approssimati con i numeri
di macchina

fl(a) = (1.101), - 2* =26 e fl(b) = (1.000), - 2° = 32.

Si ha
fl(a) +fl(b) = 26+32=58=32+16+8+2=(111010), = (1.11010), - 2°
fl(a) —fl(b) = 26-32=—6=—(110), = —(1.10), - 2
fl(a)-fl(b) = 26-32=832=512+ 256+ 64 = (1101000000),, = (1.10100000),, - 2°
1
fl(a) /(D) = 26/32= % = (0.1101), = (1.101), - 27*



Quindi

fl(a) T (b)) = (1.111),- 25
fi(a) = fi(b) = —(1.100)-2?
fl(a) (b)) = (1.101), 2°
fi(a) /A(b) = (L.101),-27".
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Esercizio. Scrivere due algoritmi per il calcolo di
f(z) =23 — 22, = € R?
e tre algoritmi per il calcolo di

f(z) =2 — 23, v € R

Per la prima funzione, due algoritmi sono basati sullo scrivere f (z) come
f(@) = 2] — 25 = (21 + 22) (21 — 22) .

Questi algoritmi sono
ALGORITMO 1

a =X 21
b:(EQ'l‘Q
y=a—>=

ALGORITMO 2
a =11+ T2
b:.Z‘l—IZ?Q
y=a-b

Per la seconda funzione, tre algoritmi sono basati sullo scrivere f (z) come
flx) = $% — :133l = (:cf + x%) (mf - z%) = (xf + z%) (x1 + x2) (k1 — x2)

Questi algoritmi sono
ALGORITMO 1

a =121
b=a-a

C=XT9 T2
d=c-c
y=b—d
ALGORITMO 2
a =TT
b:CEQ'ZEQ
c=a+b
d=a—>
y=a-b
ALGORITMO 3
a =T T
b=172'1‘2
c=a+b
d:.’El-l-.’EQ

€ =T — T2
f=c-d
y=d-e
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Esercizio. Quando x5 € vicino a —1 si puo concludere che €, ha ordine di
grandezza superiore a quello di £] e &, assunti non nulli e dello stesso ordine di
grandezza?

Si ha
T2

—E&9.
To+ 1 2

Per x5 € vicino a —1 si puo concludere che

€in = &1 +

X2

€2 > &
:r:2—|—12 2

ma anche
T2

To+ 1

essendo &1 e &5 dello stesso ordine di grandezza. Per cui,

g2 > 1,

&+ T2 T2
Ein = €1 ———E R ——€&9
m I'Q-I-]. T2 +1

ha ordine di grandezza superiore a quello di &} e &5.
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Esercizio. Si studi la stabilita dell’algoritmo per calcolare i valori di
f(x) = 2% = e:z:log:r’ T > 0’

basato sull’espressione

f(:E) _ exlogx.
Il condizionamento di tale funzione & stato studiato in un esercizio della teoria
del condizionamento.

Siha F' = (0, +00) con punti di frontiera 0 e +00. Nella teoria del condizion-
amento si € visto che f e mal condizionata su z se e solo se x ¢ grande.
Analizziamo la stabilita dell’algoritmo basato sull’espressione

f (.73) _ emlogm.

L’algoritmo &

a =logx
b=a-x
y=el.

L’analisi dell’errore algoritmico e
1 a=logx B,=m
2 b=a-xz [p=Ls+r=m+7

3 y=eb Ealg = bBp + 73 = b (71 +72) + 73 = by +by2 + 3

Si ha
M (x) = My (z) =b=ax =zlogz.

Avendosi
lim zlogz =0
z—0

lim xlogx = +oo,
Tr—r+00

si conclude che I’algoritmo ¢ instabile se e solo se z € grande, esattamente dove
la funzione € mal condizionata.
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Esercizio. Si studi il condizionamento di

1
T , >0,

f(x) =log

e la stabilita dei tre algoritmi basati sulle tre diverse espressioni

1 1
f(x) :1ogi = log (1+> :log(erl)flog:L’.
T T

Si ha
F={zeD:x#0 e f(z)#0}=(0,+0)
con punti di frontiera 0 e +00. L’indice di condizionamento di f e
1 1 z
K = ! . r = . _— S —
e = 1@ s (8) e
1
x

T (1 + Dlog(1+ 1)

Avendosi
ili}I%)K (f,x)=0
lim K (f,z)=-1

T—r+00

si conclude che f € ben condizionata su ogni dato.
Analizziamo per la stabilita il primo algoritmo, quello basato su

r+1
=1 .
f(z) =log —
Si ha
1 a=x2+1 B,=m
2 b=1¢ By = Ba+v2 =71+
3 y=Ilogh €algi@ﬂb+73i@’h+@’m+%-
Cosli
My (2) = My (2) = —— = ——
P ~logh  log(1+ 1)
Avendosi
. 1
111’1’171:
z—>010g(1+;)

1

lim ——— =
:cﬁn}rloo log (1 + %) +00,
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si conclude che ’algoritmo & instabile se e solo se x ¢ grande.
Analizziamo per la stabilita il secondo algoritmo, quello basato su

oo (142

Si ha
1 a:% Bai’Yl
2 b=1+a Bp=qBatmn=qamn+r
-1 . 1 1
3 y=logb Salgzmﬁb—f—%zmﬁ‘i‘@%‘i‘%-
Cosi
1 1
M = =
(@) logh-(1+a) log(1+21)-(1+1)
1 1
M. = = .
2 (2) logb log (1 + i)
Si ha
lim M;(z) = lim ! 0
i r)=1i =
M= (D) 1 D)
1
1 M =1 =
1
ilg%JMl(x) _ggb log (1 + i) =0

Per cui, I'algoritmo ¢ instabile se e solo se x € grande.
Analizziamo la stabilita del terzo algoritmo, quello basato su

f(z)=log(z+1)—logz.
Si ha
L a=z+1 Ba=m

2 b=loga Bbiﬁﬁa—&-wiloé(ﬂl*‘%
3 c=logx B.=m3

C

4 y=b-c cag= 2B~ 5Bt =5 mean t e — 5t
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Cosi

M1 (.’,U)

M2 (I‘)

M3 ()

Si ha

b 1 1 1

b—c'loga:b—czlog(lJr%)

b log(z+1) logz+log(l1+1)

b—c log(l+1)  log(1+1)
log x log 2

= e IS - N |

log (1+ 1) log (1+ 1) -

c log = log%

7b—ciilog(1+%) zlog(l-i-%)

1

lim M;(z) = lim

x—0

lim Ms(z) = lim

x—0

lim M3(z) = lim
z—0

lim M (z) =

r——+o0

m
z—+oo log (1 + %)
log x + log (1 + %)
z—0 log (1 + %)
log x + log (1 + %)

= 400

=-1

lim Ms(z) = lim = +00

T—+00

e Tog (1+ 1)
log%
==0log (1+ 7)

log 1

=1

Tll)rfoo Ms(x) = lim ——*— = —00

z—+oo log (1 + %)

Per cui, I'algoritmo ¢ instabile se e solo se x ¢ grande.
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Esercizio. Si studi il condizionamento di

f(x) =V, + 23 — /71, € R? con 1,25 > 0,

e la stabilita dei due algoritmi basati sulle due diverse espressioni

f(x) = Va1 +z2 \/Efm_i_\/a.

Gli indici di condizionamento di f sono

Ky (fx) n o OF i L
s f@) 0u VT Vi vas—Ja \2VE @ 2@
= 1 VT — VT 2
VEL T a2 — B 2y/T1 T a2y/T1
_ 1 T
N 2 T+ o
[§]
X2 af T2 1
K = =2 2 = )
o B Y s Y W
_omy Vmita+E VEtas /e
NN T NCETI
Ora
Ky (f)] = |~y [—2—| <
LB = 2V +a2| ™ 2
€
Ky (foa) = YL E P20 VI

2\/501 —+ X9 -
Per cui, f & ben condizionata su ogni dato.
Analizziamola stabilita del primo algoritmo, quello basato su

f(z) = vz + 22 — /271
Si ha
1 a=x14+22 Ba=m
2 b=va By = 3Ba+72 = 37 + 72

3 c=yI  fe=m

b

4 y:b_c Ealgibfbcﬂl)_bfccﬁc'f"yéli%b,cf}’l'*'ﬁ’h_

17

c
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Y3 + V4.



Cosi

My (2) 1 b 1 VI + a2 1 Vo +zp (Var + 22+ /1)
€T = —_ . = — - = — .
! 2 b—c 2 I +tas— T 2 s
1 v/
. x2.\/1+1< L ml)
2 T2 T2 T3 2
1 Jx T
= \/1+1(\/1+1+ 1)
2 X9 To To

M3 (x) = - =— =—
3( ) b—rc VT +xo — /X1 T2
- 331( TN m)
xro i) i)
Avendosi
1
o< Ml(a:):\/le( L I1>S931+1
T2 2 T2 i) i) T2
2L < MQ(a:):ZMl(a:)§2<xl+1)
T2 T2
2Tl < |M3(x):,/“(,/“’“1+1+1/“>§2<”’1+1>.
T T2 ) T2 ]

Per cui, I'algoritmo ¢ instabile se e solo se i—; ¢ grande.
Analizziamo la stabilita del secondo algoritmo, quello basato su

)

@ = s v

Si ha

1 a=x1+22 Bo=m

2 b=vVa Bo=3Ba+tr2=3mn+70

3 c=m1 Be =13

4 d=btc Bdiﬁﬂb"'—ﬁﬁc""%i%Wbc%"‘ﬁbc’hﬂ-ﬁcc%—f—w

5 y="7% Calg = —Ba+ Y5 = —§ i — o2 — 3 — Y4+ Y.
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Cosi

My(z) = —+..b L. voide
! o 2 b4+c 2 Vo +zo+ /o
VI +T

My(e) = 2Mi(@) = -

c e
M = — —
3 () b—c VI +zo + /71
M4(£U) = —1.

Avendosi |M;(x)] <1, j € {1,2,3,4}, l'algoritmo & stabile per ogni dato.
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Esercizio. Si studi il condizionamento di
f (@) = 3122 + 7123, T € R,
e la stabilita dei due algoritmi basati sulle due diverse espressioni

f (@) =zi20 + x123 = 21 (T2 + 23) .

Gli indici di condizionamento di f sono

T Of *1
K (fx) = ()= —— o (mota3) =1
1 (f, ) f(z) Or () T1T2 + 173 (r2+23)
T 8f To X2 1
K _ R — . = -
2 (f, ) f(xz) Oxo v T1T2 + 2173 o Ty +x3 1+ %Z
T3 af T3 T3 1
K _ L) — . f— = .
3 (f,x) @) ors )= o R a— 3 1+ 32

Per cui, f & mal condizionata se e solo se i—; ¢ vicino a —1.
Analizziamo la stabilita del primo algoritmo, quello basato su

f(z) = x129 + 21235,

Si ha
1 a=z129 Ba=m
2 b=x133 [p=12
3 y=a+b cag =500+ 50+ = 250+ 252 s
Cosi
1
M(z) = ——=—T2 -T2 3
a+b x1x2+2T1T3 T2+ T3 1+E
b 1

a+b  zime+rirs  To+ a3 1+ 22

Per cui, I'algoritmo ¢ instabile se e solo se i—i ¢ vicino a —1.
Analizziamo la stabilita del secondo algoritmo, quello basato su

f(x) =21 (22 + x3)
Si ha
1 a=z24+23 Ba=m
2 Yy=2xi-a galgi6a+’}/2-

Cosi
M1 (ﬁ) =1

e l'algoritmo e stabile per ogni dato.
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