Esercizio. Se x1,...,%y,y sono grandezze fisiche con delle dimensioni, qual
e la dimensione degli indici di condizionamento?

Gli indici di condizionamento sono adimensionali. Ci sono due modi per
provarlo.
Il primo & quello di usare la formula

Utillizando [u] per denotare le dimensioni di una garndezza fisica u, risulta

[ @)] e el

[ml
K (f,7)] = = =1
A e T RN ]
L’altro modo & quello di osservare che nella formula
6= Ki(f.w)ei+ fe.7)
i=1

ogni termine K; (f,x)e; deve avere le stesse dimensioni di 0, che ¢ adimen-
sionale. Quindi K; (f,x)¢; ¢ adimensionale ed essendo ¢; adimensionale, anche
K; (f,z)e; deve risultare adimensionale.



Esercizio. In (5) si & usato il fatto che

n

J= ZKi (f,x)-e; implica [§|=

=1

Provare che A = B implica |A| = |B|.

Si ha
[ [Al=1B] [ <[A - B].
Quindi, se A e B sono uguali a meno del termine A — B il cui valore assoluto
& maggiorato M, allora |A| & uguale a |B| a meno del termine |A| — |B]| il cui
valore assoluto ¢ anch’esso maggiorato da M. Qui M sarebbe la costante volte

2
el



Esercizio. Cosa si puo dire dell’errore 0 in tale situazione? E’ uguale a zero?

d = 0 significa uguale a zero a meno di un termine il cui valore assoluto &
. . 2 . .
minore o uguale di una costante volte [[e||-,, per ||e]|,, sufficientemente piccolo.
Quindi, esistono esistono ¢ > 0 e C' > 0 tali che

2
0] < Cllells per [lell < c.

Quindi, assumendo che C non sia grande, || ha ordine di grandezza non supe-
. 2
riore a [le]|, .



Esercizio. Nel caso n = 1, si puo dire che

f mal condizionata sul dato z = |§] > ||e]|e0?

L’implicazione sussiste. Nel caso n =1 si ha
0=K (f? J}) €

e quindi | K (f,z)| > 1 implica |0] > |e].



Esercizio. Spiegare perche nel caso di una funzione lineare f : R™ — R, vale

a dire
n

flx) = ale = Zai:ﬁi, r e R",

i=1

dove a € R™, si pud sostituire = con = nella relazione tra I’errore § e gli errori
€;. Osservare che addizione, sottrazione e

f(z) =az, x € R,
dove a € R, sono funzioni lineari.

Ricordiamo che si ha
n R ~,
§=> Ki(fx) e+ (zx)
i=1

dove R (Z, z) ¢ il resto dello sviluppo di Taylor. Questo resto puo essere espresso
come

1
R(F, ) :/(1_s)(5_x)Tv2f(x+s(5—x))(5—x)ds
0
dove V2f (z + s(Z —z)) & la matrice hessiana di f nel punto z + s (7 — z).

Poiche "
f(y) = Zaiyi7 ye Rn7
i=1
ha derivate parziali seconde nulle, la matrice hessiana di f & sempre zero. Quindi
R(Z,xz) =0.
Alternativamente, si puod osservare che

R(z,2) = f(Z) - f(z) = Vf(2)" (@ - 2)

o Vf(x)(aaﬂfl(x),... W(x)>(a17“"an)a

" Oz,

e quindi
R, z)=a"% —aTz —a" (T —2)=0.



Esercizio. Provare che nel caso di una somma x1 +x2 con z1 e x5 dello stesso
segno, risulta
6] < max {|e1], [e2]} .

Si ha

b=—"1 €1+ 2 €9
T1+ T2 T+ X2
e quindi
ol = ad S 52‘ <l 51‘ T2 e
1+ X2 1+ X2 T1 + T2 o1t 2
z X
= ﬂkﬂ-ﬁ- |z2] l&s|
|£C1 +.’E2| \$1+x |
|1‘1| |$2|
—— max|& I 4+ 20 hax{le -
|.’L'1 —|—x2| {‘ 1|a| 2‘} \SL‘1+$2\ {| 1|,| 2|}
_ |$1| ‘1‘2‘
a <|1‘1+1’2| + |x1+f£2| maX{|El|7|€2|}
— |x1|+|$2|
o+l max {[e1, [e2[}

= max{|e1], |e2}

dove 'ultima uguaglianza segue in quanto x; e x2 hanno lo stesso segno e quindi
|z1] 4 22| = [@1 + @2



Esercizio. Determinare gli indici di condizionamento delle funzioni f,g :
R™ — R date da

f@)=a+at-tan, g() =a122- 20, 2 €R™

Consideriamo la funzione f. Sia z € R™ con x1,z9,...,2, #0e 21 + 22 +
o4y, #£0. Peri € {1,...,n} si ha

Ki(f,z) = = = :
f (@) T+t Tttt
Quindi
0= L cE;.
;x1+x2+---+xn
Consideriamo ora la funzione g. Sia z € R" con x1,xs,...,x, # 0. Per

ie{l,...,n}siha

i(x)'xi xl.”xi—lxi-‘rl”'xn'xi_‘Tf‘lx2.”xn_1
g (x) T1Lo - Ty T1To - Ty

—
Q
8
N~—
|
Q
8
I

Quindi

i=1



Esercizio. Indice di condizionamento della funzione composta. Siano f :
DCR—-Reg: ECR—R,conD e FE aperti e f(D) C E. Consideriamo
la funzione composta go f : D — R. Provare che per x € D tale che x # 0,

f(x) #0eg(f(x)) #0si ha
K(gof,x) :K(g,f(l‘))K(f,l‘)

Per z € D tale che x # 0, f(x) # 0 e g(f(z)) # 0 si ha

(@of) @z g (f@)f () =
Klgef.z) o H) (@) 0 (f @)
S @ @
@) 7@
= K(g.f(z) K(f.7).



Esercizio. Indice di condizionamento della funzione inversa. Sia f : D C
R — R strettamente monotona, dove D ¢ un aperto. Consideriamo la funzione
inversa f~! : E = f(D) — D. Provare che per x € D tale che z # 0 e f(x) #0
si ha

K160 = gy

Suggerimento: usare ’esercizio precedente.

Osservare che f~! o f & la funzione identitd ip dell’insieme D, cioe
ip(x)=x, v €D,

che ha indice di condizionamento costante uguale a 1. Cosl per = € D tale che

x#0e f(z) #0siha
1:K(filof7x):K(filaf(x))'K(f’x)

e quindi
1

K(f,x)

K(f7 flz) =



Esercizio. Indice di condiziomento dopo scalatura della variabile dipendente
o della variabile indipendente. Provare che tra l'indice di condizionamento di
f:D CR — R e gliindici di condizionamento di

g(x) =af(x), z € D,
h(z) = f(ax), xegz{gzaeD},

dove a # 0, sussistono le relazioni

K(g,x) = K(f,z), z€ Dconz#0e f(x)#0
D
K(h,z)=K(f,ax), = € " conz #0e f(ax) #0.
Per x € D con x #0 e f(x) # 0 si ha

I _af@e_ f@r
RO =200y ~ i) ~ 1w K

Perme%eonx#Oef(ax)#Osiha

W)z f'(ax)ar
K(h,z) = h@) - F(an) =K (f,ax).
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Nei prossimo esercizio e nei successivi denotiamo con F' il dominio della
funzione indice di condizionamento.

Esercizio. Per ognuna delle seguenti funzioni di una variabile, determinare
I’indice di condizionamento e i punti z in cui € mal condizionata:
1) tan;
Sia -
f(z) =tanuz, xED:R\{§+kw:k€Z}.
Si ha
7r

F ={x € D :z non ¢ multiplo di 7} = {x € R : z non ¢ multiplo di 5}

con punti di frontiera i multipli di 5. Per z € F, si ha

Koy @ _me_ = w2
’ f(x) tan x cos2xtanx  sinwcosx  sin2z’

Considerando z € (—m, 7] ed essendo sui punti di frontiera in (—, 7]

. T . T
lim — = o0, lim - = 00
z——m 8in 2x r——Z sin 2x
2x . 2x
im — = 1, lim — =00
z—0 sin 2z z—Z sin 2x
. 2x
lim — = 0.
z—m 8in 2x

si conclude che la tangente € mal condizionata se e solo se x ¢ vicino a —,

_r z
5 5 OT.

2) arcsin, arccos, arctan;

Consideriamo
f(x) =arcsinz, z € (—1,1).

Si ha
F=(-1,1)\{0}.

con punti di frontiera —1, 0 e 1. Avendosi

-1
arcsin = (sin |(,1 1)>
272

si ha

K (arcsin, sinu) = = =

1 1 tanu c ( ™ 7T)
_ u _
K (sin,u) =% u
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ricordando un precedente esercizio sull’indice di condizionamento dell’inversa.
Avendosi sui punti di frontiera di F’

tanu

lim K (arcsin,z) = lim K (arcsin,sinu) = lim =00
T——1 u——% u—=—% U
tanu
lim K (arcsin,z) = lim K (arcsin,sinu) = lim =1
x—0 u—0 u—0 u
tanu
lim K (arcsin,z) = lim K (arcsin,sinu) = lim = 00,
z—1 u— 5 u—% U
arcsin € mal condizionato se e solo se x € vicino a +£1.
Consideriamo
f(z) = arccosz, x € (—1,1).
Si ha
F=(-1,1)\{0}.
con punti di frontiera —1, 0 e 1. Avendosi
-1
arccos = (cos|(o,x))
si ha
K )= e  ue(0m)
arccos, cos u) = = , U 7).
K (cos,u) wutanu
Avendosi sui punti di frontiera di F'
lim K (arccos,z) = lim K (arccos,cosu) = lim =0
z——1 u—T u—m ytanu
1
lim K (arccos,z) = lim K (arccos,cosu) = lim =0
z—0 u—Z u—% utanu
lim K (arccos,z) = lim K (arccos,cosu) = lim = 00,
z—1 u—0 u—0 utanu
arccos ¢ mal condizionato se e solo se x e vicino a £1.
Consideriamo
f (z) = arctanzx, = € R.
Si ha
F=R\{0}
con punti di frontiera —oco, 0 e +00. Avendosi
-1
arctan = (tan |(_%%)>
si ha
1 1 sin 2u T
K (arctan,tanu) = = = , u € (— ,7),
( ) K (tan, u) 2u 2u 272
sin 2u
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Avendosi sui punti di frontiera di F

sin 2u
lim K (arctan,z) = lim K (arctan,tanu) = lim
T — 00 u——3z u——% 2u
sin 2u
lim K (arctan,z) = lim K (arctan,tanu) = lim =1
z—0 u—0 u—=0  2u
sin 2u
lim K (arctan,z) = lim K (arctan,tanu) = lim =
T—+00 u—5 u— 5 2u

arctan ¢ ben condizionata su ogni x.

a b
fla)= 2 s eR\{—o},

dove a,b,c € R\ {0} e ac # b (se ac = b, allora f(z) = a).

Si ha .
F=R\{-c0,—-
{-eo-2

con punti di frontiera —oo, —c, 0, 73 e +0o. Per z € F, si ha

a-(z+c)—(az+b)-1 ac—b
K(f) = L@ TGt T Grer?
’ f (@) = Tre
_ _(ee—b)z
 (z+o)(ar+0b)
Avendosi
TR (Ul E
z——oo (x +¢) (ax +b)
lim —Ge=bT
z——c (z + ¢) (ax + b)
lim M =0
=0 (z + ¢) (ax +b)
fim 2O
-2t (x+c) (ax +b)
TN Clhal) L

e—+oo (2 + ¢) (ax + b)

si ha che f & mal condizionata se e solo se = € vicino a —c o —3.
4) sinh, cosh, tanh;

Consideriamo

Y



Si ha
F =R\ {0}.

con punti di frontiera —co, 0 e +00. Per x € F', si ha

f'(x)x  coshz-x x
K = = = .
(f,2) f(x) sinh z tanh z
Avendosi
lim x = o0
ez——oo tanhx
x
li =1
2530 tanh z
T

im = o0,
z—+o0 tanh x

si conclude che sinh ¢ mal condizionata se e solo se = € grande.

Consideriamo . .
f(z) =coshzx = %, z € R.
Si ha
F =R\ {0}

con punti di frontiera —oo, 0 e +00. Per x € F, si ha

f'(x)x sinhzx-x

K = = = g tanhz.
(/,2) f(z) coshz MR
Avendosi
lim ztanhz = o0
r—r—00
lim xtanhz = 0
x—0
lim ztanhx = oo,
r——+o0

si conclude che cosh € mal condizionata se e solo se x & grande.

Consideriamo
f(z) =tanhz, z € R.

Si ha
F=R\ {0}

con punti di frontiera —oco, 0 e +00. Per x € F', si ha

K(fw>:f/(‘r)$:cos%12x'x: i _ €
’ f (@) tanh x cosh’ztanhz sinhzcoshz’
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Avendosi

T

m — = 0
z——oo sinh x cosh ©
. T
Im ——m = 1
z—0 sinh x cosh x
. x
lim —— = 0,

z——oo sinh x cosh z

si conclude che tanh € ben condizionata su ogni x.

f(x) =sinzcosz, x € R.
Si ha 1
f(x) =sinxcosz = §sin2x, z € R.

Risulta -
F= {x € R : z non e un multiplo di 5}

con punti di frontiera i multipli di 7. Ricordando un esercizio precedente
sull’indice di condizionamento quando si scala la variabile indipendente o
la variabile dipendente, si ha, per x € F',

K (f,z) = K (g,z) con g la funzione g (u) = sin 2u

2x

K (g,z) = K (sin, 2z) = tnon

Supponendo x € (—m, 7] e avendosi sui punti di frontiera in (—m, 7]

2 . 2z
im =00, lim =
z——m tan 2x z——Z tan 2z
2z 2z
lim =1, lim = 0
z—0 tan 2z z—Z tan2x
2z

im
z—m tan 2T

si conclude che f ¢ mal condizionata se e solo se x ¢ vicino a —m, =5, §
o T.

f(z) =" =e®87 2> 0.
Risulta
F = (0,4+00)

con punti di frontiera 0 e +00. Si ha, per z € F,

() x xzlogx 1-1 e 1y
K(f,;z:):ff((x)) _ ( ezizw ) x:(logx—l)m.

15



Avendosi sui punti di frontiera di F

1 — = 1 — U —
ilg% (logz — 1)z UEIPOO (u—1)e*=0
EIJPOO (logx — 1)z = oo,

si conclude che f e mal condizionata se e solo se x ¢ grande.

f(z)=2a"logz, = >0,
dove n & un intero positivo.

Risulta
F = (0,4+00) \ {1}

con punti di frontiera 0, 1 e +00. Si ha, per z € F,

f'(z) (”znfl'logI*I"'l)'I nz"™logx — x™

K = = z =
(f,2) f(x) z"logx " logx
nlogz — 1 1
= =n — .
log log

Avendosi sui punti di frontiera di F

. 1
lim (n —
z—0 log x
. 1
lim | n —
z—1 log x

lim (n— ) = n
z—~+00 logsr:

si conclude che f & mal condizionata se e solo se = € vicino a 1.

I
S

|
8

f(x) =log(logz), = > 1.
Risulta
F=(1,+00)\ {e}
con punti di frontiera 1, e e +00. Ricordando un esercizio precedente
sull’indice di condizionamento della composta, si ha, per z € F,
1 1 1

K = K (log,1 K (1 = ' -
(f,x) (log, log ) (log, x) log (logz) logx  log (logx)logx

Avendosi sui punti di frontiera di F’

1 1
-1 log (log z) log x u—0logu-u  v——o0 veY
i 1
im—————— = oo
z—e log (log x) log =
1

lim ——————
s o0 log (log z) log

16



si conclude che f & mal condizionata se e solo se z € vicino a 1 o vicino a
ae.
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Esercizio. Per ognuna delle seguenti funzioni di due variabili, determinare
gli indici di condizionamento e i punti z in cui ¢ mal condizionata:

1) f(z) =27 — 2%, z € R% dove n & un intero positivo.

Si ha, per z1, 22 # 0 con x1 # +x5 se n & pari e x1 # x5 se n & dispari (e

quindi f(z) # 0),

Ky (f7x)

K2 (fax) =

Si ha pertanto,

%(x)fﬂl _ nat ™ ay nry n
f@ T a1 (a)
1
%(CC)IQ _ nah g nry n
f(z) Ty — Ty S B (Ll)n
@2
cont = %1
n nt"
Ky (fax) = nn —
1-(3)" -1
n
K =
2(f,$) 1 _¢n

Come funzione di ¢, gli indici di condizionamento hanno dominio

P R\ {0,—-1,1} se n & pari
1 R\{0,1} sen & dispari

con punti di frontiera

—00,0,—1,1, 400 se n & pari
—00,0,1, 400 se n ¢ dispari

Considerando i limiti sui punti di frontiera degli indici di condizionamento
si vede che la funzione f & mal condizionata se e solo se t & vicino a +1 se
n € pari e vicino a 1 se n ¢ dispari.

2) f(x):g(%), re€D={zeR?*:29#0},cong:R—R.
Si ha, per 1,22 # 0 e f(x) = g(3}) #0,

Ky (f,l‘) -

Ko (f,.’l?) =

dove t = &
T2

2

s (@a g g
RO T R

I (g)yxy  9'(3F) —%) T2 g ()t

Oxa _ 2 —_ _ [
@ am g e

La funzione f & mal condizionata se e solo se g ¢ mal
condizionata su t.
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3) flz) =ai? =e2l¢®1 g€ D={xeR?: 2 >0}
Si ha, per z € D con x5 # 0 (quindi 21,22 # 0 e f(x) # 0),

af (fE) T xo log x1 1
_ 9z 1 _ € SCQI I .
Kl <f7 .’1?) - lf(.Z) - eT2 logzll = T2
of ((E)LL’ zo log 21
Gl 2 e IngEl -T2
Ky (fvx) = I‘Qf (LU) = er2 log 1 :1Og$1 s To.

Gli indici di condizionamento hanno espressioni cosi semplici che si puo
dire che la funzione f € mal condizionata se e solo se x5 & grande o log x1 -T2
e grande.
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Esercizio. Determinare gli indici di condizionamento della funzione norma
euclidea || - ||2: R™ — R e i punti di R” in cui & mal condizionata.

Si ha

Si ha, per x € R™ con z1,...,z, # 0 (e quindi anche f(x) # 0) e per i €

{1,...,n},

i 2x; - x;
oF (pya; = & 2
K (f’ .T) — oz, 7 _ Jj= _ 3 S 1
' f(2) Z”: 9 S 22
= x5 = J

Quindi f & ben condizionta su ogni dato x. Si ha addirittura
0] < max el
je{1,...,n}

Infatti

n 2 n 2
ol = D s 2|
2 ‘1.

Jj=1 Jj=
= Yl o max e
i=1 )y a2 i=1 o a3 It
Jj=1 Jj=1
n
— 2 1
= le ~max |g;| = max g
=1 Z‘%‘? JE€{1,...,n} s}
j=1
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Esercizio. Determinare gli indici di condizionamento di una funzione lineare
f:R® = R, vale a dire

n
fz)=a"z = Zaixi, r eR",
i=1

dove a € R™, e i punti di R™ in cui ¢ mal condizionata.

Per x € R" tale che x1,...,7, #0 e f(z) =aTz # 0 e peri € {1,...,n} si ha

of )
Ki (f7 J}) _ 31},((E) Z; _ a;T;

(2) é;a””.

Se a; =0, si ha K; (f,x) = 0. Se a; # 0, risulta

a;T; 1 1
e a; | Z a4 T
ey G-t 1+
j=1 i=1 j=1
J#i
Per cui, f & mal condizionata su x se e solo se esiste i € {1,...,n} con a; # 0

tale che

n

a' :17 N . .
E =22 & vicino a — 1.
- a; Tj
Jj=1
i
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Esercizio. Si consideri un polinomio di grado n
p(x) = apa™ + An_12" P4+ apz"F, z eR,

dove k € {0,...,n} e ar # 0. Determinare 'indice di condizionamento del
polinomio e i punti in cui ¢ mal condizionato.

Risulta
F={zeR:x#0ep(z)#0}

con punti di frontiera —oo, 0, gli zeri di p e +00. Si ha, per z € F,

p/ (l’) € (nanxn—l + (n B 1) an—lmn_2 R (n — k‘) akx”_k_l) €T

Kz = p (l‘) - A" + Q12" L+ -+ apznk
napae™ + (n— 1) a,_12" 1+ + (n — k) apa™ "
B ™ + ap_1x" L 4 4 apanTk '
Avendosi
lim napz™ + (n— 1) ap_12" 1+ + (n — k) apz™* .
Z——00 Anx™ + Q12"+ f apank
lim Napx™ + (n — 1) ap_12" 1 + -+ (n — k) apa™ " L
x—0 anxT” + a1 o+ akxnfk
lim nanx" + (n - 1) anflxn_1 s (n — k) akx”_k .
z—+00 anx™ + 12"+ apaxnk )

si conclude che p puo essere mal condizionato solo sugli zeri di p non nulli. Sia
a uno zero non nullo semplice di p, cioe p’ (a) # 0. Avendosi

si conclude che p & mal condizionato su un dato z vicino a a. Sia ora a uno zero
non nullo di p di molteplicita v, cioe

p® (a) =0, ke {0,1,...,v =1}, e p") (a) #0.

Risulta, usando lo sviluppo di Taylor attorno a a di p e p/,

p) (a) ( )u—l v
/ —n1 (z—a +O0((x—a)"))x
lim K (p,x) = lim P@e = lim <( Bk ) = 0.

T—a z—a p(x) T—a p(")!(a) (SL‘ . CL)V +0 ((.’IJ _ a>l/+1)

v

Si conclude che p € mal condizionato se e solo se x € uno zero non nullo di p.
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