Esercizio. Si consideri I'interpolazione con un polinomio p di grado < 3 dei
dati (z;,9:), @ € {0,1,2,3}. Si assuma

o<1 <2< T3

Yo <Y1, Y1 > Y2 € Y2 < Ys.

Mostrare che p ha un massimo locale n € (2o, x2) e un minimo locale p € (z1, z3)
con n < p.

Yo

Ys

S b

Zo i Ty T3

Per il teorema di Lagrange si ha

Y1 — Yo =p (1) —p(20) P (1) (z1 — o)
Y2 —y1 =p(x2) —p(x1) = p' (&) (22 — 1)

ys —y2 = p(r3) — p(x2) = (&3) (23 — 2)

o o o
N VA

Iy

con & € (xg,x1),& € (x1,22) € &3 € (xa,x3). Si ottiene

P (1) >0, p (&) <0ep (&) >0.

Quindi dalla continuita di p’ esistono punti n € (£1,&) e p € (£2,€3) tali che
p' (n) = p' (u) = 0. Osservare che n < & < p. Poiche p’ & una parabola e 1) e
1 sono i due zeri distinti della parabola con n < p, il vertice della parabola &
nell’intervallo (n, u). Dal fatto che

p' (&) >0=p"(n) con & <,

segue che la parabola p’ & rivolta verso 1’alto. Quindi, a destra e a sinistra di
71 la parabola p’ ¢ positiva e negativa, rispettivamente, e si conclude che 7 ¢ un
punto di massimo di p. Inoltre, a destra e a sinistra di u la parabola & negativa
e positiva, rispettivamente, e si conclude che p € un punto di minimo di p.



Esercizio. Nel problema di interpolazione di Lagrange con n = 1, per quali
dati (zo,y0), (21,¥1) il polinomio di interpolazione ha grado < 07

Per i punti (zo, yo), (z1,y1), avere un polinomio di interpolazione di grado
< 0 significa essere interpolati con una retta orizzontale. Per cui, il polinomio
di interpolazione ha grado < 0 se e solo se yg = y;.



Esercizio. Nel problema di interpolazione di Lagrange con n = 2, per quali
dati (zo,¥0), (z1,y1), (22, y2) il polinomio di interpolazione ha grado < 17

Per i punti (xo,y0), (z1,91), (2, y2), avere un polinomio di interpolazione
di grado < 1 significa essere interpolati con una retta. Per cui, il polinomio di
interpolazione ha grado < 1 se e solo se (zo,¥0), (z1,91), (2, y2) sono allineati
lungo una retta.



Esercizio. Determinare la retta e la parabola precedenti risolvendo il sistema
di Vandermonde.

Per la retta si ha il sistema lineare

FHIREEHIHE R

vale a dire
—ai +ag = 3
2a1 +ag = —5
da cui
3ag =1 e 3a; = —8.
Quindi

1
p(x):—%x—kg, reR.

Per la parabola si ha

17(2) o 1 as 1 -1 1 as Y0 1
x%xll ar [ =10 0 1 ap | =|lwn |=| 2],
x% To 1 ao 1 1 1 ag Y —1
vale a dire
as —a; +ag=1
a0:2
a2+a1—|—a0:—1
da cui

e si ottiene

Quindi
plr)=-22>-2+2 zcR



Esercizio. Utilizzando la forma di Lagrange del polinomio di interpolazione
nel caso n = 1, ritrovare la nota equazione

L’equazione della retta e

y = p@)=yo Llo(x)+y1-l(2)
r — T r — X9
= Yo~ Y1 -
o — X1 1 — 2o
T — g+ Tg— X1 T — To
= Yo- +y1-
To — T1 r1 — o
Tr—T Tr—T
= yo-<—0+1>+y1~0
T1 — o 1 — 2o
T — X0
= yo+ (¥y1—wo) .
1 — XTo



Esercizio. Utilizzando la forma di Lagrange, determinare il polinomio di

interpolazione relativo ai seguenti dati

Ti | Y
—2
—1
0
1
2

<t

oON O = O

Si ha

4
p@)=> y;-t;(x), r€R,
=0

con Yo = y2 = y4 = 0. Quindi, per determinare p & sufficiente determinare ¢ (x)

e 3 (x). Siha

r—x9y X—Xy3 X—T3 XT—Ty r+2 x x—1 -2

fl (!L‘) =

1 —Tp 1 — T2 X1 — X3 X1 — T4 1 -1 —2 -3
1
= —6(m+2)x(x—1)($+2)
1
- @9 -
6
1
= —6(m4—x3—4m2+4x),x€R,
e
r—Tg T—T] T—Ty T—T4 r+2 x+1 = x—2
3 (z) = . . ) - ) L
T3 —Tyg T3—T] Tog— Ty T3— T4 3 2 1 -1
1
= —6(x+2)(x+1)x(x—2)
L9 2
= @)
1
= —6(x4+x3—4x2—4x),x€]1£.
Quindi




Esercizio. Sia f : [a,b] — R e siano zg,1,...,2Z, € [a,b] nodi di interpo-
lazione con g < x1 < - -+ < T,. Nel caso in cui f sia un polinomio di grado < n,
dire chi ¢ il polinomio di interpolazione p,, di f relativo ai nodi xg, x1,...,Zy.

Sia p = f. Si ha che p & un polinomio di grado < n che soddisfa le condizioni
di interpolazione

p(x;) = f(z;), i€{0,1,...,n}.

Quindi p = f e il polinomio di interpolazione di f relativo ai nodi g, 1, ..., Tp.



Esercizio. Usando l'esercizio precedente, mostrare che se f & un polinomio
di grado < n, allora

n

> fz)t (@) =f(2), zER,

Jj=0

dove £;, j € {0,1,...,n}, sono i coefficienti di Lagrange relativi ai nodi z;,
j€4{0,1,...,n}. Dire poi, per k € {0,1,...,n} e x € R, a cosa & uguale

Poiché f ¢ il polinomio di interpolazione di f relativo ai nodi zq, z1,...,Zn,
quando esso viene espresso in forma di Lagrange si ottiene

n

f@)=> " f(z))t(z), v R

§=0
Considerando, per k € {0,1,...,n}, il polinomio f (z) = x* si ottiene
n
Zx?éj (x) =", 2 € R,
3=0

In particolare, per k = 0 si ottiene,



Esercizio. Effettuare lo studio di funzione con il quale si mostra ||ws]| 0,5] =
v 4
3.8-1072.

Si ha
= _T A W
wy (z) = x(x 6)(x 4)fac i +24x
om w2
/ o 2
ws(x) = 3z —6x+—24

La derivata di w} & zero per

571' + 2572 w2 bm 4 Vin 1

T 5 —= o SGGiJj

e entrambi questi punti z+ sono in [0, F]. Si ha ws crescente in [0, z_], decres-
cente in [z_, 4] e crescente in [z, F]. Avendosi

ws ( ) =0
ws (z_) = 3.79-1072
m@g:7n3m2
m —
ws |y )=
si conclude che
Hw3\|[0&] = max lws ()] = 3.8-1072.

'z



Esercizio. Utilizzando il valore sin {5, determinare I’errore

(%) = (55) o
ea|—=) = — ) —sin —
2\12) =2 \12 12
e confrontarlo con la maggiorazione trovata per il suo modulo.

Si ha
p2 ()

242 — — 442
= V2 36x2+ 9 fx, z e R.
m

2
T
Quindi

s iy i
TN 2 ) —gin— =5.5.1073.
62(12) p2(12) sin 75 =55+ 10

La maggiorazione trovata ¢

v
) <6.0-1075.
’62(12”—60 0
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Esercizio. Si considerino ora i due polinomi di interpolazione della funzione

f(z) =sinz, € [O, g] ,

il primo relativo ai nodi xq, z1, x2, x3 € il secondo ai nodi zq, 1, x2, T3, T4, dove
Zg,T1, Tz sono come nell’esempio sopra e

™ ™
T3=—exy=—.
ST T2
Dare, sia per x = {5 sia per x = 1—527r, le maggiorazioni per il modulo dell’errore
di interpolazione in x.
Si ha
Wi ()] - [[sin _
< - 2efo)
len (@)] < (n+1)! 2

Nel caso n = 3, si ha

Per £ = %, si ha

122
(W)
wi (T
*\12

I
ol
/N
ol

I
S
~—r~"
/N
ol

I
|
~—~7~
/N
ol

I

B wl
~—~7~

I
—
ol
/T\
—
ol
N———

|
e
N———
VS
NS
N———

I

|
Elx
ot
(@)

€ 7T
1, =0, %]
3
e
. (4) T . . T \/g
sin ‘ = ||sin||, = max _[sinz| =sin ; = ——.
Iy * 1:6[0,% 3 2
Quindi
4 % i § 3
3l— )| < === =1.0-10"".
‘63 (12)‘ T

_ 5 .
Per z = 3%, si ha

w3 _ 5 (5 a\(5__=\(5 @
1 12 12 12 6 12 4 12 3

_ S mza_ 5n
T 1274612 3456
¢ 5
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)
"Sin(4)“ =||sinl|, = max _[sinz|=sin —.
I, r 5

12

z€|0, 75 ™

Quindi
5

127 a1

Nel caso n = 4, si ha

_ T
Per x = {5, si ha

w (1) _ l(l_i)(l_I)(l_Z)(l_,
"\12/ — 12\12 6/\12 2/\12 3/\12
= (D) (D) (D) 5w\ _ 5w
o122\ 12 6 4 12 )~ 41472
€ Vs
1, =0, 7]
2
e
H51n(5)H = |lcos||; = max |cosz|=1
: z€|0,5
Quindi
570
7T 11472 —4
— =31-10
‘64(12)‘— 51
Perx:%ﬂ, si ha
5 5 5 s 5 T 5 T 5
ws | =7 = T =T — = T™— — —T == —
12 12°\12"7 6/)\12"  4)\12" 3)\12
_ 5 mmm (1 \__ 57
T 1272612 \U12") T T aam
€ iy
Iz:[,f}.
0.3
e
sin(® =1
II
Quindi
5 570 -1
O\ | < 41472 "~ _39. 104
e4<12>‘— 5! 3110

12

571'4 .
63<5 )‘ < 3156 PUHT 5 p 1073




Esercizio. Si consideri la funzione
f &)=z, ze (L8],

Determinare il polinomio di interpolazione po di f relativo ai nodi

ro=1, 1 = Ty =4,

J
47
dove f assume i valori
3
f(zo) =1, f(z2) = ok f(xs) =2.

Determinare la maggiorazione di |es (z)| per x = 2, x = 3 e x = 5. (Si osservi
che py (x) & un’approssimazione di v/z). Si confronti poi la maggiorazione con
e (z) determinato utilizzando /z. Si determini infine la maggiorazione per

le2llpy,5-

Si ha

b(z) = ;O__g;ll ’ ;()__x;z - x__ii ' :C__g4 - 14?) (a: B Z) (z—4)

b = T St T e R )Y

ly(z) = ;1?0.;2:3;11 :xgl.xzi :%(x—l) (m—j)
Per cui

p2(z) = f(x0)lo(x)+ f(z1)lr(2)+ f(22) L2 (z)

15 4 35 21 4 4
_ 4. 1118
1057 T21° " 35
Si ha ;
fws (@) - ||V,
2 (@) < Gz el
con



Per x = 2, si ha

w@ = @-n(2-3)e-9-3

I, = [1,4]
3) _ 3 3| _3
H\/ L RT 7T
1.3 1 )
< 2.8 _—-_-31.-10"
lea (z)] < G 2

ea(r) = p2(2)—V2=-47-1073

Per x = 3, si ha

w@ = 6-1(3-7)6-9-]
(3) 3
H\/ L 8
B SR
ea(r) = p2(3)—V3=11-10"2

Per x =5, si ha

ws (z) = (5-1)(5-2)(5-4):11
L = [L5]
(3) 3
IVl = 3
11-2 11
@) < Tt=1

ea(z) = p2(5) —V5=-55-10"2

Infine, si ha

. .<3>H
BN o T e
lesll 5 < 5 = =S gy g
Determiniamo
lwsll1,5 = e lws ()] -

14



Si ha
ws(@) = (z-1) (m—i) (r—4) = (& —1) <x2—24537+9)

25 25
= x3—1x2+9x—m2—|——x—9

4
= x3—%x2+%x—9
= i (42° — 292* 4 61z — 36)
wy (z) = i (122* — 58z + 61)

La derivata di wj & zero per

29 — /292 — 1261 29 + /292 — 1261
T_ = B =1547 e zy = + 1 = 3.287

e entrambi questi punti x4 sono in [1,5]. Si ha ws crescente in [1,2_], decres-
cente in [x_, x| e crescente in [z, 5]. Avendosi

w3 (1)=0

ws (x_) = 0.9433
ws (x4) = —1.691
ws (5) = 11

si conclude che
||w3||[1,5} =1L
Quindi

1 11
leall, < 75 Ihesll g = 16-

15



Esercizio. Si consideri ora ’approssimazione di f data dal polinomio di
Taylor di grado < n attorno al punto medio ¢ di [a, b]. Dare una maggiorazione
per la norma del massimo della funzione errore.

Il polinomio di Taylor di grado < n attorno al punto medio ¢ &
1 1 n
0 (@) = f ()4 (€) (2 = )+ 37 (€) (2 = 4= S0 () (e = )", w € B,

e l'errore ¢ dato da

(w— )" ()

CES] , x € [a,b],

On (2) = gn (z) = f () = -

dove & e compreso tra ¢ e z. Quindi,

—a n+1 n . n
16allr = max |6a ()] < (7)W= @)™
7 ll[a,b] z€la,b] n = (n_|_ 1)! on+1 (n+1)!

16



Esercizio. Cosa diventa la prima maggiorazione nel caso di nodi non “spal-
mati” ammassati tutti verso un estremo dell’intervallo [a,b]? In tale situazione,
la maggiorazione risulta migliore o peggiore di quella per 'estrapolazione?

La maggiorazione &
sl < (n -+ DR
con

h := max{ zg — a, max (i1 — i), b—xp ¢ .
i€{0,1,....,n—1}

Nel caso di nodi ammassati tutti verso un estremo dell’intervallo [a, b] si ha
h~b—-a

¢ quindi
m+ D" = (n+ 1) (b—a)" > (b—a)"!

La maggiorazione ¢ peggiore di (b — a)”Jrl che e quella per 'estrapolazione.

17



Esercizio. Si consideri la funzione

f@ﬂzi,erJm,

interpolata ai nodi xg = 1, 1 = 2, 29 = 4 e x3 = 8. Determinare il valore della
maggiorazione di |[€x]|(, ;) Per nodi “spalmati”.
Fare lo stesso con la funzione

ﬂ@:%xemLm

interpolata ai nodi xg = 0.125, 1 = 0.25, x5 = 0.5 e 3 = 1. Questa nuova fun-
zione f & 'inversa della precedente funzione f. Inoltre, rispetto alla precedente
funzione, nodi e valori di interpolazione si scambiano.

Dal momento che in entrambi i casi non si ha o = a e z,, = b, la maggio-
razione per nodi “spalmati” e

lenlliay < A" HIF 0 01-

Sihan=3e
at /1 d? d? d
n+1 _ _ -2\ _ -3y _ —4Y _ o4,.—5
Per cui, nel caso dell’intervallo [1,10] si ha
h=4
1F 0y = masx [24077] = 24

z€[1,10

e quindi
leslly 1o < 4" - 24 = 6144.

Nel caso dell’intervallo [0.1, 1] si ha

h=0.5
(4) = 2427°] = 24107
17Dl = max [2427°)

e quindi
leslljg.1.1 < (0.5)" - 24 - 10° = 150 000.

18



y = ps(2)
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Esercizio. Si consideri la funzione
1
f(x)= e x € [1,0],

dove b > 1, interpolata in n + 1 nodi equidistanti. Determinare il valore della
maggiorazione di Hen||[a7b] per nodi equidistanti e determinare quando questo
valore converge a zero per n — 0.

Fare lo stesso con la funzione

f(x):%, x € [2,1}.

Nel caso della prima funzione, la maggiorazione per nodi equidistanti e
(b _ a)n+1 Hf(n—&-l) H[

lexll =
[1,0] = dnntl (n 4 1)
Avendosi, per ogni k € {0,1,2,...},
) (2) = ﬁ (z7h) = (—1)f k=1 240
dxk ) )
si ha .
(n+1)H _ ‘ 1yt Dg—n—2] — 0!
[0, = e J 0™ ok 1t (n+1)

Per cui si ha
G-1)""(n+1!  (b-1)""nl

He"”[l,b] < Anrtl(n+1) 4+l
e, usando l'approssimazione di Stirling, si ha
b—1)""n!
lim u =0, n = oo,

n—o0o 4n"+1

seesoloseb—1<e.
Nel caso della seconda funzione, la maggiorazione per nodi equidistanti e

(1= 3" e

<
lenllfz.) < A"t (n + 1)
Avendosi
Hf<”+1> — max ](4)”*1 (n+ 1)!:6*"*2‘ — (n+ 1)b"*?
[%71] me[%,l]
si ha
lealls 1 < (b—1)"" (n+ 1+ RGOS 1))l
Dl =" g ) A+l

e, di nuovo come prima con ’approssimazione di Stirling, si ha

(b(b—1))""n!

lim - =0, n — oo,

n—o00 4n"+1
seesoloseb(b—1) <e.

20



Esercizio. Si consideri la funzione
f(‘r) = I,n+1, LS [a7b]a

interpolata su n + 1 nodi, cioé con un polinomio di grado < n. Determinare
il valore della maggiorazione di [|e, ||, , per I'estrapolazione e il valore della
maggiorazione di [le, ||, ; per nodi equidistanti. Provare che il primo valore
tende a zero per n — oo se e solo se b —a < 1 e il secondo valore tende a zero
pern — oo seesoloseb—a<e.

La maggiorazione per l'estrapolazione e

(b—a)" " [ £ |
<

a,b]
||en||[a,b] — (n_|_ 1)|

e la maggiorazione per nodi equidistanti

(b— a)n+1 Hf(nH) H[a,b]
lenllq,e <
"lasb] = dnntl (n 4 1)

Si ha
FOD (2) = (n+ 1)), 2 € [a,b].
e quindi

— (n+1) - !
[a,b] xrg[%]‘f (x)’ (n+1)!

Pertanto, la maggiorazione per l'estrapolazione ¢

b—a)"™ (n+ 1) n
lealjuy < P — -

. . 1
e la maggiorazione (b — a)"Jr tende a zero per n — oo se e solo se b —a < 1.

Invece, la maggiorazione per nodi equidistanti &

leall s < b-a)"" (n+1)! _ (b—a)"n!
miab] = ypntl (n+1) 4pn+l

Ora, usando I'approssimazione di Stirling, si ottiene

b—a)"™ 0l (b—a)"t V2 (2)" L b a) 1 (b—a\" N
4nntl 4nntl 4 n e ’ ’
e pertanto
b o n+1 |
lim( @) n*O,n%oo,

seesoloseb—a <e.
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Esercizio. Si determini il rapporto tra la maggiorazione della norma del
massimo dell’errore del polinomio di Taylor di grado < n attorno al punto medio
di [a, b] (trovata in un precedente esercizio) e la maggiorazione di ||e, (4,5 Per
nodi equidistanti. Mostrare che tale rapporto tende a +oo per n — co. Costruire
una tabella che fornisce i valori di tale rapporto per n € {1,2,...,7}.

Il rapporto tra la maggiorazione della norma del massimo dell’errore del poli-
nomio di Taylor di grado < n attorno al punto medio di [a, b] e la maggiorazione
di [|en]|{a,5) Per nodi equidistanti &

=+ )

Taylor punto medio T ()T — _ Apntt
nodi equidistanti — (b—a)" [ f D[] o 2ndlpl]
Annt1(n+1)
Usando 'approssimazione di Stirling si ha
4nntl 4pntt 2/n e\
ontinl ~ on+l /o (2)" NG (5) » 3 00,
! e
e quindi
. 4pntl
W Gty = OO
Una tabella dei valori di 24"+7:, per n € {1,2,...,7} & riportata sotto
AT
n 4nn’
11
212
3|34
4 153
5 | 8.1
6 [ 1.2-10
71 1.8-10

22



Esercizio. Si osservi che per costruire il polinomio di interpolazione pg della
funzione coseno nell’intervallo [0, 7], sono richiesti i valori della funzione coseno

nei nodi equidistanti

:ill,ie{o,l,...,S}.

xi:i

0o ol
D

Per i € {0,4,8}, i valori cosz; sono 1, g,O. Determinare i valori cosx; per

i ¢ {0,4,8} usando le formule trigonometriche di bisezione e di addizione a
partire dal valore g di coseno e seno in 7. Questo mostra che non ¢ necessario
avere un modo di calcolare cosx per ogni z, al fine di costruire pg, che fornisce
approssimazioni con sette cifre decimali esatte.

Con le formule di bisezione

« /1+cosa e 1—cosa [0 71'}
NN Bl e G = = g P T
0052 5 e sn2 5 , @€ Ik

possiamo calcolare

T 1+cos % 1—&—? 2++2
cos— = 1/ =
8 2 2 2
r [T-cst  [1-¥2 o\
YT 2 V2 T 2
T 1+cos%_ 1+ 2'2"‘/5_ 24+v2+12
“Cw - VT2 T 2 2
T 1—008%_ 1-— 2;‘/5_ 2242
e T VT2 T 2 2
Quindi, usando le formule di addizione
cos(a+ ) = cosacosf —sinasinf
sin(a+8) = sinacosf + cosasinf,
otteniamo
) B T2+ 2++/2
COSTL = €08 o= 5
s 242
COSTy = COS— = ———
8 2
3T us 0 s
cosry = cos—:cos(f—k—):cosfcos——smfsm—
16 8 16 8 16 8 16
V2V V2 V24V2 V22 2 V2402
2 2 2 2



™ oo
COST7; = COS-— =sin-— =
16 16 2
Ccos T om in ~ 2-V2
= C0S— =sin— =
6 16 8 2
CoS T cos57T sin37T si (W—i— 77) in < T + T sin—
= — =sgin— =sin (= 4+ — ] = sin — cos — + cos — sin —
> 16 16 8 16 8 16 8S 16
2-v2 V2+V24+V2 V212 Y2-V2+V2
- 2 2 T 2 '

24



Esercizio. Si consideri l'interpolazione della funzione
f(;p):gm, T e [Oal]a

su n+ 1 nodi equidistanti. Determinare n in modo da avere [l | ;) < TOL =
10710,

Dal momento che
f® = keN,

la condizione sulle derivate risulta soddisfatta con

M = ||f]

xr
= max e’ =e ec=1.
0.1 7 oo

I valori della maggiorazione

() ()

di [|en[[[g ] sono riportati nella tabella sottostante

MT&»I) (%)TH—I
1.3-107!
1.0-1072
7.7-107%
49-.107°
2.7-107°
1.3-10~°
5.4-1079
2.1-10°10
7.2-10712
2.3.10°13

||| o o x| Wl o =] 3

[
o

Volendo |len|[j ) < TOL = 10719 si prende n = 9.
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Esercizio. Si consideri l'interpolazione della funzione
f(x) =2sindnz — 3cos8rx, = € [—2,2],

su n+1 nodi equidistanti. Determinare n in modo da avere [|e,[|_, o) < TOL =
10710,

y = 2sindnx — 3 cos 8wx

Si ha
f(@) = fi(z) + fo(x), v €[-2,2],

dove
fi(z) = 2sindnx

soddisfa la condizione sulle derivate con

M1:2601:47T,

fa(x) = —3cos8mx
soddisfa la condizione sullr derivate con
Mg =3e Cy = 8.

Quindi la combinazione lineare f = f1 + f, soddisfa la condizione delle derivate
con
M=M+M;=5 e c=max{cy,co} = 8.

Osservare che nella maggiorazione

e ((b na)c>n+l SIceay (32nW>+
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di [len|(_q 5 il fattore

ha valori minori di 1 per n > 327 = 100.53. La seguente tabelle riportano i

3277‘_ n+1
n

valori della maggiorazione per n < 100 e n > 100:

Il minimo valore di n per cui la maggiorazione & minore di TOL = 1070 ¢

n = 118.

n 4(n5+1) (3277T)nJrl
10 | 1.2-1010

20 | 3.2-10%3

40 [ 7.8-10™

60 | 9.7- 10"

80 | 1.7-10°

n | g (2
100 | 2.1-1072

105 [ 1.1-107 ¢

110 | 5.2-10°7

115 [ 1.8-107°

120 | 5.1-10"12
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Esercizio. Spiegare perché p, n € una funzione continua.

La restrizione di p, n a ogni sottointervallo I; = [z;—1,2;], ¢ € {1,..., N},
¢ il polinomio py n,;, che ¢ una funzione continua. Da questo segue che p, v
¢ continua all’interno degli intervalli I;, i € {1,...,N}, e nei nodi z¢ e x,.
Nei nodi z1,...,2N_1, interni all’intervallo [a, b], p, N & continua dal momento
che i vari pezzi p, N, ¢ € {1,...,N}, si "saldano” su questi nodi: per i €
{1,...,N —1}, si ha

lim p,n(z) = lim pyn; () = f(2:) = pa,n (@)
m p,n () = lim pynip1(2) = f(2:) = pa,n (24)
=] LT

e quindi

lim pp N (2) = pun (i)
rT—x;
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Esercizio. Dire su quanti punti deve essere nota la funzione

f(z):gm, %G[O,l],

per interpolare linearmente, quadraticamente e cubicamente a tratti con TOL =
10710

Nel caso dell’interpolazione lineare a tratti si ha
b—a \/Ilf”\lab ||f||01
V76 [ L viow| = WE : 10ﬂ — 58292
V8

e il numero di punti in cui deve essere nota la funzione ¢ N + 1 = 58293.
Nel caso dell’interpolazione quadratica a tratti si ha

b—a xg/l\f”’llab Hfll s o
[ ,/ [01 V1010 | = [\/quﬁ = 657

2 2+/12

e il numero di punti in cui deve essere nota la funzione ¢ 2N + 1 = 1315.
Nel caso dell’interpolazione cubica a tratti si ha

4|\f4>uab |\f||01 ) e .
,/ [ 1010 [\f.mﬁ&%

e il numero di punti in cui deve essere nota la funzione € 3N + 1 = 205.
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Esercizio. Si consideri una tabella che contiene i valori sin z per
x=0°,1°2°...,90°.

Si supponga di calcolare i valori sinz, x € [O, g}, interpolando linearmente a
tratti i valori della tabella. Determinare la maggiorazione per il massimo modulo
dell’errore di interpolazione lineare a tratti.

La maggiorazione e

N2

b—a)’ F'lia 1
Jer oy < L= e

con [a,b] = [0,%] e N = 90. Per cui

B -snlps) 1 (3" 1 S
||€1,90||[07g] < 3 .@:T'ﬁ:&&lo .
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Esercizio. Si voglia approssimare una funzione f € C? ([a,b]) con una inter-
polazione lineare a tratti o quadratica a tratti utilizzando la formula

©=a) 1 e [
n"R/4(n+1) TOL

per determinare il numero di sottointervalli (in realta si dovrebbe prendere la
parte intera superiore del membro destro).
Trovare per quali tolleranze TOL, 'interpolazione lineare utilizza un numero
di puntiin cui f deve essere nota inferiore a quello dell’interpolazione quadratica.
Si applichi il risultato trovato al caso della funzione

1
f(.i?)—;, YIS [CLJ)],
dove a > 1.

Per l'interpolazione lineare a tratti il numero di sottointervalli &

~ = C= ) VI \/ 1
b NG TOL

e il numero di punti € N7 4+ 1. Per l'interpolazione quadratica a tratti il numero
di sottointervalli &

bmr

e il numero di punti ¢ 2N5 + 1.

Si vuole
Ni+1<2Ny+1
vale a dire
N1 < 2Ny
vale a dire

(b= ) VI M \/ T 0= Y1y F

V8 TOL 212

(or)

vale a dire

=
ol

1 \s 8 I lay
:(TOL) SVE Ve
Si ottiene

1 NG L e ny
TOL ~ \ V2 /T Ten)

31



cioe

—6
YN
TOL > V8 o) )

V120 /1" ey

Nel caso della funzione

con a > 1, si ha

e quindi

si ha
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