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1 Introduzione

Ci occupiamo ora del problema di approssimare delle funzioni reali di una vari-
abile reale con altre funzioni piu semplici.

In particolare, queste funzioni piut semplici saranno i polinomi e il tipo di
approssimazione che si usera sara 1’ interpolazione.

La scelta di usare i polinomi & dettata dal fatto che i valori dei polinomi
sono facili da calcolare (si usano le operazioni aritmetiche di addizione, opposto
e moltiplicazione) e che i polinomi si derivano e si integrano agevolmente.

I’approssimazione di una funzione con un polinomio corrisponde ad una dis-
cretizzazione della funzione: I'oggetto matematico infinito funzione, descritto da
un numero infinito di numeri reali, viene approssimato dall’oggetto matematico
finito polinomio, descritto da un numero finito di numeri reali (i suoi coeffici-
enti).

2 Il problema di interpolazione di Lagrange
Il problema di interpolazione di Lagrange € cosi formulato: dati n 4+ 1 punti
(wi,v:), i € {0,1,...,n}, nel piano R? tali che x; # z; per i # j, cioe n + 1
punti a due a due non allineati verticalmente, trovare un polinomio

p(z) = apz™ + 12" 4+ + a1z +ag, z €R,

di grado < n tale che

p(z;) =y; perogniie€ {0,1,...,n}.



Le ascisse x;, i € {0,1,...,n}, sono dette nodi di interpolazione e le ordinate y;
valori di interpolazione.

>y

Le condizioni di interpolazione
p(xi) :anxzn*‘anflx?il +-tazita =y, i€ {0,1,...,71},

possono scriversi in forma compatta come il sistema lineare di n + 1 equazioni

negli n + 1 coefficienti incogniti a,,an—1,.-.,a1,ag
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Va=y.

Infatti, per i € {0,1,...,n}, le componenti (: + 1)-esime di Va e y sono p(x;) e
i, rispettivamente.

La matrice V' e detta matrice di Vandermonde relativa ai nodi z;, ¢ €
{0,1,...,n}, e il sistema Va =y & detto sistema di Vandermonde.

Casi speciali del problema di interpolazione di Lagrange sono:



e il trovare la retta che passa per due punti non allineati verticalmente
(n=1);

e il trovare la parabola che passa per tre punti a due a due non allineati
verticalmente (n = 2).

Esempio 1 Per trovare la retta
Yy=a1T+ ag
che passa per i due punti (—1,3) e (2,—5), si ha il sistema
EIE R MR R
ry 1 ap 2 1 ap Y1 -5 |’
mentre, per trovare la parabola
Y = axx® + a17 + ag

che passa per i tre punti (—1,1), (0,2) e (1,—1), si ottiene il sistema

z% o 1 as 1 -1 1 as 0 1
x% 1 1 ai [ =10 0 1 ap | =1 y1 | = 2
:v% To 1 ap 1 1 1 ag Y -1

Il problema di interpolazione di Lagrange ha una e una sola soluzione. Vale
infatti il seguente teorema.

Teorema 2 La matrice di Vandermonde V' é non singolare.

Dimostrazione. Proviamo che V & non singolare mostrando che ker (V) = {0}.
Infatti, se ker (V) = {0}, allora

rank (V) =n+ 1 —dim (ker (V)) =n + 1.

Mostriamo che ker (V) C {0} (laltra inclusione ¢ banale), cioé che per ogni
b e R*t! tale che Vb =0, si ha b= 0.
Sia b = (bn,bn_1,.-.,b1,b0) € R**! tale che Vb = 0. Il polinomio

q(z) =bpz™ + bp1z" L+ bz + by, z €R,

di grado < n si annulla negli n 4+ 1 punti distinti z;, ¢ € {0,1,...,n}.
Infatti, si ha

q (.731) = bnl‘? + bn_ll'n_l 4+ -+ b + by = (Vb)z—i-l =0, i€ {0, . ,n} .

i

Ora, il polinomio ¢ & un polinomio di un qualche grado k, dove k € {0,...,n},
oppure ¢ il polinomio nullo (quello che ha tutti i coefficienti nulli e in tal caso



b = 0). Nel primo caso, ¢ ha al piu k zeri reali, nel secondo caso ¢ ha tutti i
numeri reali come zeri.

Pertanto, avendo ¢ almeno n + 1 zeri e quindi piu di k zeri, g deve essere il
polinomio nullo. Quindi b = 0 e si conclude che ker (V) = {0} m

Poiche la matrice del sistema di Vandermonde Va = y € non singolare, tale
sistema ha una e una sola soluzione. Quindi, il problema di interpolazione di
Lagrange ha un unico polinomio soluzione, detto il polinomio dv interpolazione
di Lagrange relativo ai dati (z;,y;), 1 € {0,1,...,n}.

Esercizio. Si consideri I'interpolazione con un polinomio p di grado < 3 dei
dati (z;,9:), ¢ € {0,1,2,3}. Si assuma

To < T < T2 <3

Yo <Y1, Y1 > Y2 € Y2 < Ys.
Mostrare che p ha un massimo locale 7 € (x¢, 22) e un minimo locale u € (1, x3)
con n < [.
Esercizio. Nel problema di interpolazione di Lagrange con n = 1, per quali
dati (xo0,v0), (z1,91) il polinomio di interpolazione ha grado < 07

Esercizio. Nel problema di interpolazione di Lagrange con n = 2, per quali
dati (zo0,v0), (1,91), (x2, y2) il polinomio di interpolazione ha grado < 1?7
3 La forma di Lagrange
Il polinomio di interpolazione di Lagrange si puo esprimere nella forma canonica
p(r) = apz™ +an 12"t -+ a1z +ag, v €R,

dove i coefficienti a,,, an_1, ..., a1, ag sono ottenuti risolvendo il sistema di Van-
dermonde. E’ pero possibile esprimere il polinomio di interpolazione anche in
un’altra forma.

Per ogni j € {0,1,...,n}, si introduca il polinomio di grado n
n
xT—x T—x T—Tj_] T—I T—x
gj(x):H ko o it L ETI L e R,
0 Tj— Tk Tj — Xo Tj—Tj—1 Tj — Tj4+1 Tj— Tn
k#j
detto j—esimo coefficiente di Lagrange relativo ai nodi z;, ¢ € {0,1,...,n}.
Si noti che
s lset=3j
O () = [T 2—£ = g 1,...,n}. 1
J(ml) ]]:[Oxj_xk Osel#j 71,.76{07 9 ,TL} ()
k#j



Infatti, per ¢ = j, la produttoria ha tutti fattori uguali a uno mentre, per i # j,
uno dei fattori, quello corrispondente a k = 4, ¢ nullo.
Consideriamo ora il polinomio di grado < n,
n
p(x):Zyj-Ej(x), z € R. (2)

=0

Peri € {0,1,...,n}, dalla (1) si ha
p@) =Yyt (x:) =y
=0

Pertanto, p € un polinomio di grado < n che soddisfa le condizioni di interpo-
lazione.

Quindi, p & il polinomio di interpolazione di Lagrange e la forma (2) in cui
e espresso e detta forma di Lagrange.

Esempio 3 Nel problema di trovare la retta che passa per (—1,3) e (2,-5), si
hanno i coefficienti di Lagrange

T —x1 xr— 2 1
,e = = = — — —2
o () Po—— 1_9 3(5” )

el(q;):;l—_ioo :;:E:B :%(Hn, zeR

Quindi, il polinomio d’interpolazione risulta essere
p(x) = yo-lo(x)+y1 li(x)
1 1
= 3- (—3(x—2)> —|—(—5)~§(1‘+1)

8 1
= ——z+= R.
31+3, S

Invece, nel problema di trovare la parabola che passa per (—1,1), (0,2) e
(1,—1), si hanno i coefficienti di Lagrange

r—x1 T — X9 x—0 z—1 1
O(x) To— L1 Tog— X2 -1-0 —-1-1 2!E(.’E )
T —Tog X — To x—(-1) -1
el(x):m—xo'm—xg:0—(—1)'0—1:_(x+1)(x_1)
- - —(-1) z-0 1
€2(x):x o romn 7 (=1) z=0 —(z+ 1Dz, xR

xo—x9 x2—x1 1—(=1) 1-0 2
Quindi, il polinomio d’interpolazione risulta essere
p(@) = yo-lo(x)+ys-li(x)+y2 la(x)
1~%m(az—l)—l—l(—(x+1)(x—l))+(—1)~%(x+1)x
= 222 —z+2 zeR.



Esercizio. Determinare la retta e la parabola precedenti risolvendo il sistema
di Vandermonde.

Esercizio. Utilizzando la forma di Lagrange del polinomio di interpolazione
nel caso n = 1, ritrovare la nota equazione
Y1 — Yo

Y=Y =-— (¥ —20)
r1 — Xo

della retta passante per i punti (xg,y0) € (1, 91).

Esercizio. Utilizzando la forma di Lagrange, determinare il polinomio di
interpolazione relativo ai seguenti dati

Ti | Y
-2
—1
0
1
2

<t

OO = O

Suggerimento: non ¢ necessario determinare tutti i coeflicienti di Lagrange.

3.1 Base canonica e base dei coefficienti di Lagrange

L’insieme dei polinomi di grado < n € uno spazio vettoriale di dimensione n+ 1.
Una base di tale spazio & costituita dai polinomi 1,z,22,...,2" ed & detta
base canonica.
Un’altra base & data dagli n+ 1 coefficienti di Lagrange £y, {1, .. ., £, relativi
ai nodi z;, 7 € {0,1,...,n}. Infatti, essi sono linearmente indipendenti: se

i Oéjgj =0
j=0

(uguaglianza tra funzioni), allora

Zajﬁj (x) =0 per ogni z € R
7=0

e prendendo, per ogni ¢ € {0,1,...,n}, = x; si ottiene
n
0= ZO(]‘ Ej (l‘z) = .
= ——



Si osservi che quando scriviamo il polinomio di interpolazione come
-1
p(x) =apz” + ap_12" " + -+ a1z +ag, v €R,

lo stiamo esprimendo nella base canonica e le componenti a,,,a,_1,...,a1,ag
in tale base sono la soluzione del sistema di Vandermonde. Invece quando lo
scriviamo nella forma di Lagrange

p (l‘) = yOKO(x) + ylel (JJ) +--F yn—lzn—l(x) + yngn(x)a HARS Rv

lo stiamo esprimendo nella base dei coefficienti di Lagrange e le componenti
Yo, Y1, - - - »Yn—1,Yn in tale base sono semplicemente i valori di interpolazione.

Cosi, al prezzo di complicare la base facendola dipendere dai particolari nodi,
si ottengono componenti semplici e immediatamente ottenibili.

4 Interpolazione di una funzione

Veniamo ora al problema di approssimare una funzione f : [a,b] — R mediante
un polinomio di interpolazione di Lagrange.

Precisamente, dati gli n+1 nodi distinti zg, z1, ..., 2z, € [a,b], conzg < z1 <
-+ < xp, la funzione f viene approssimata con il polinomio di interpolazione di
Lagrange p,, relativo ai dati (z;,y; = f (2;)), 7 € {0,1,...,n}.

Y A

Chiameremo tale polinomio p,, il polinomio di interpolazione di Lagrange
della funzione f relativo ai nodi xg,x1,...,%n.



Esercizio. Sia f : [a,b] — R e siano zg,1,...,2Z, € [a,b] nodi di interpo-
lazione con g < x1 < - -+ < T,. Nel caso in cui f sia un polinomio di grado < n,
dire qual & il polinomio di interpolazione p,, di f relativo ai nodi xg, z1,...,Ty,.

Esercizio. Usando 'esercizio precedente, mostrare che se f € un polinomio
di grado < n, allora

n

Y fla)t(@)=f(2), z€R,

=0

dove £;, j € {0,1,...,n}, sono i coefficienti di Lagrange relativi ai nodi z;,
j€{0,1,...,n}. Dire poi, per k € {0,1,...,n} e z € R, a cosa & uguale

La funzione errore dell’interpolazione e, : [a,b] — R & data da

en (z) =pn (z) — f(2), = € [a,0].
Per definizione di polinomio di interpolazione, sui nodi risulta
en (i) =pu(x;) — flz)) = vi — f(z)=0,i€{0,1,...,n}.
~~
=f(=i)

Al di fuori dei nodi 'errore ¢ dato dal seguente teorema.
Teorema 4 Sia f € C"*!([a,b]). Per ogni x € [a,b], si ha

wai (@) 0D (&)

en (@) = (n+1)!

; (3)

dove wyy1 € il polinomio di grado n+ 1 dato da
Wt () = H(:c—:z:j) =(x—x)(x—x1) - (x—2p), TER,
j=0

e & € un punto interno dell’intervallo I, := [min{zg, 2}, max {x,,z}].
Dimostrazione. Sia z € [a,b]. Si ha
Wpt1 () =0 & =210 =220 -+ 0 = Iy.

Quindji, la formula (3) vale quando z & un nodo ( con &, arbitrario) dal momento
che ambo i membri sono zero.



Sia ora x un punto che non & un nodo. Consideriamo la funzione g, : [a,b] —
R, che dipende da z, data da

Pn (x) —f (.’L‘)

9z (t) = f(t) — Pn (t) +
W1 ()

Wpt1 (), t € [a,b].

Notare che, essendo x un punto che non ¢ un nodo, si ha wp4+1 () # 0 al
denominatore.

Poiche f € C"*!([a,b]), si ha pure g, € C" "1 ([a,b]) con

gka) (t) = f(k) (t) — pglk) (t) + M (k) (t)

Wart (2)
te€la,b] eke{0,1,...,n+1}.
Per k =n+1, si ha
gt (1) = 0D () — pnt) (1) 4 ngﬁl)@)
N— Wn+1 (55)
=0 =(n+1)!

= fltD) ) + W (n+ 1), t €la,b].
Infatti
pt (1) =0, tER,

essendo p, un polinomio di grado < n, e
Wyt (1) = (L —to)(t—t1) - (t—ty) =t"T 4, (t), t €R,

dove ¢, un polinomio di grado < n e quindi

dn+1
w (1) = Tt ¢ () =+ 1)+0=(m+1), teR.

Proviamo ora che g;"H) si annulla in un punto &, dell’intervallo I,.

La funzione g, si annulla nei nodi xg, x1,...,Z, € in x. Infatti, si ha
Pn () — f xz .
o (20) = (@) = po () + 22D =T D ey 0 i€ (0,1, m),
— Wn+1 (x) —
=0 =0

P (z) — f ()
Wn+1 (33)

Per cui g, si annulla in n + 2 punti distinti dell’intervallo I, (ricordare che x
non ¢ un nodo).

9z ((E) = f (.’E) — Pn (x) + Wp+1 (.’E) =0.

Per il teorema di Rolle, all’interno di ciascuno degli n + 1 sottointervalli di
I, determinati dagli n + 2 punti zg,z1,...,2, € x, ¢’¢ un punto in cui g, si



annulla. Cosi, g/, si annulla in n + 1 punti distinti 21, 22, ..., 2,41 all’interno di
I, (essendo tali punti all’interno di sottointervalli di I,,).

y=g,(t)

Ripetendo il ragionamento si trova che, all’interno di ciascuno degli n sot-
tointervalli di I, determinati dagli n + 1 punti z1, 29, ..., 2,+1 in cui si annulla
g., ¢’ un punto in cui g7 si annulla. Cosi, ¢/ si annulla in n punti distinti
w1y, Ws, . . ., Wy, all’interno di 1.

10



Cosi continuando si prova che g;gk), ke{l,2,...,n+ 1}, siannulla in n4+2—k
punti distinti all’interno di I,. Quindi, gg(EnJrl) siannullain (n +2)—(n+1)=1
punto &, all’interno di .

Ponendo t = &, in

g\t (4) = O (1) 4 pn (@)~ f(2) (n+1)!

Wn+1 (l‘)
si ha
95" (&) = [V (&) + W (n+ D! =0.
da cui ( )f(n—&-l) &)
en (@) = pa (&) = f (2) = == e
]

4.1 Maggiorare ’errore di interpolazione in un punto e su
tutto l’intervallo

Nel seguito, per una funzione g € C([a,b]) e un intervallo chiuso I C [a,b],
misureremo la grandezza di ¢ in I per mezzo della norma infinito o norma del
massimo di g data da

lgll; == max|g ()]

Per il modulo |e, (z)| dell’errore di interpolazione in un punto assegnato
x € [a,b], dal teorema precedente si ha la maggiorazione

o oy < P @1 £ ()] M O e 7R )
A (n+1)! - (n+1)! ’
cioe (1)
en () < 12711 (g(:y +”1f)! k.
Per il massimo modulo wrél[%?};)] len (x)| dell’errore di interpolazione in tutto

[a, b], si ha invece la maggiorazione

maX] [wpt1 ()] - maX] |f(n+1) (5)‘

max |€ (1’)‘ z€la,b &€fa,b
z€[a,b] " - (n+1)'

b

cioe !
||wn+1||[a7b] ’ ||f(n+ )H[a’b]
||en||[a,b] = (n+1)!

11



Esempio 5 Consideriamo la funzione

f(z) =sinz, x € {0, %} ,

e il polinomio di interpolazione di grado < 2 relativo ai nodi

3

IOZOa 1= =, T2 =

s
6 4’

dove la funzione assume i noti valori

Fle) =0, fen) =3, f )=

I coefficienti di Lagrange sono

T—T] X —To r—% r—7% 24( 7T)( 77)
V4 = . = [ I _ =
0 (@) ro—x1 wo—x2 O0—-F 0-% 7 . 6 Ty
r—T9 T —To zr—0 -7 72 s
e = . = = —— ( —*>’
1(33) Tr1 — Ty T1 — T2 %—0 %—% 7T2x . 4
t5 () r—x9 x—x1 -0 x—F 48 ( 7r) cR
T . = = —zlz—=),
2 ra—x0 T2—x1 -0 FT-% 7 6/’

1l polinomio di interpolazione é

p2(z) = f(x0) Co(x)+ f(z1) li(z)+ f(22) L2(2)
T V2 T
= (- f)+ e (o F)

2t 4 2 6
242 — 36 9—42
= \fz z? + \[:c,xeR.
T 0

Per Uerrore di interpolazione nel punto x = {5, si ha (essendo I, = [0, §])

o (2] < PN, e @1l

12 3! 3!
dove
s T s T s s 273
wi ()l = (59 (55 (G-~
12 12 12 6 12 4 123
e
”f(3)H = H51n(3)H = ||—cos||[O 5] = max |- cosz| = 1.
[0.5] [0.%] T eelog

4

273
7T 123 -3
— =6.0-10
‘62 <12)‘ =30



Per il massimo modulo in [0, ] dell’errore di interpolazione si ha

||w3||[o,g] : Hf(?’)H[O%]

Ieallpo.5) < 3
con
|lws]| ma ’x (x W) (x W)‘ max _|z° 57Tx2 + 7T2:r
3l[g.=] = X - = == X -0 v
[0.2] vef0.2] 6 4 2€[0.2] 12 24
Con uno studio di funzione si trova
—2g.10-2
||w3||[0’%] =3.8-10
0.04
0.038
Y=l (0l

0.03

0.025

0.02

0.015 /

0.01

0.005 /

% 01 02 03 04 05 g 06 07 /408
e quindi
3.8-1072-1 L
||€2H[o,ﬂ < s 6.3-107°.

Esercizio. Effettuare lo studio di funzione con il quale si mostra ||ws]] 0.2] =
4
3.8-1072.

Esercizio. Utilizzando il valore sin 75,

(1) =72 (33) —sin
e |— )= — ] —sin —
2\12) =P\ 12 12

e confrontarlo con la maggiorazione trovata per il suo modulo.

determinare ’errore

Esercizio. Si considerino ora i due polinomi di interpolazione della funzione

f(z) =sinz, z € [0, g] ,

il primo relativo ai nodi xq, z1, x2, x3 e il secondo ai nodi zq, 1, x2, T3, 4, dove
X, T1, T sono come nell’esempio sopra e
™

m
I3 = - €Tyg = —.
3 2

13



. T 5 . . . . s
D'a're7 sia per & = 73 sia per z = 15, le maggiorazioni per il modulo dell’errore
di interpolazione in x.

Esercizio. Si consideri la funzione
f(x) =+, xe[1,12].
Determinare il polinomio di interpolazione po di f relativo ai nodi
ro=1, zg =4, o =09,
dove f assume i valori

fzo) =1, f(z2) =2, f(x3)=3.

Determinare la maggiorazione di |eg ()| per z =2, x = 3 e x = 11. (Si osservi
che ps (x) & un’approssimazione di \/z). Si confronti poi la maggiorazione con
es (x) determinato utilizzando /z. Si determini infine la maggiorazione per

||62H[1,12}-
4.2 Maggiorazioni per |[w,11]|[
Una volta fissato il numero n + 1 dei nodi di interpolazione, la maggiorazione

lwnt1llg,p - Hf(nH)H[aﬁb]

(n+1)!

di [len||(,s viene a dipendere dai due fattori:

® [[wnt1ll,,p. che dipende dalla scelta particolare degli n + 1 nodi di inter-
polazione, ma ¢ indipendente dalla funzione da interpolare;

o [1F 0y
dalla scelta dei nodi.

che dipende dalla funzione da interpolare, ma & indipendente

Ci concentreremo ora sul fattore [|wy1ll}, ;) fornendo delle maggiorazioni
per esso.

4.3 Maggiorazioni per ’estrapolazione
La prima maggiorazione che presentiamo ¢ la seguente:

n+1
wntillgp < (0—a)" "
Infatti, per ogni « € [a,b], si ha

|z — x| <b—a, i€{0,1,...,n},

14



e quindi

lwni1 ()] = (& —20) (@ —z1) - (2 —2n)]|
= |z—wzollz—a1|- |z —an| < (b—a)"T".
Pertanto, )
[ wnt1lljqp) = max |wppr (@) < (b—a)" "
z€[a,b]

Per [[e,|[q,5) si ha allora la maggiorazione

— )"t || f(nt1)
fenlpy < 2= I oy
"l ab] = (n+1)!

Senza una qualche assunzione sui nodi, la maggiorazione

+1
[wntillg < (0—a)”
non puo essere migliorata.
Infatti, nel caso di nodi di interpolazione ammassati verso uno degli estremi
dell’intervallo [a,b] e di un punto x € [a, ] all’altro estremo rispetto ai nodi

—— o

L1 1 |
11 I
Xo X4 X3 %g X

si ha
|t — x| ~b—a, i €{0,1,...,n},
e quindi
[ wni1lly = max |z — o] & — 21| & — za| = (b—a)" .
’ z€[a,b]

I’approssimazione della funzione f con un polinomio di interpolazione rel-
ativo a nodi come quelli appena descritti, cioé ammassati tutti da una parte
dell’intervallo [a, b], & un’estrapolazione.

Con tale termine si intende I'approssimare la funzione f, mediante interpo-
lazione ai nodi xg, z1,...,2, (con zg < 21 < -+ < ), al di fuori dell’intervallo
[0, Tp)-

Alla luce di cio, le precedenti maggiorazioni

[wnt1llfap < (b—a)*™,
(b— a)nH Hf(nﬂ) H[a,b]
HenH[a,b] < (n+ 1)'

sono dette maggiorazioni per [’estrapolazione.

15



4.4 Polinomi di Taylor come estrapolazione

Pit in generale, per estrapolazione si intende I’approssimare la funzione f al di
fuori della “zona” in cui si hanno le informazioni sulla funzione.

Un altro caso ben noto di estrapolazione & quando si approssima f con un
polinomio di Taylor sviluppato attorno all’estremo a: in questo caso si usano in-
formazioni sulla funzione f nel solo punto a, in particolare i valori delle derivate
di f in a, per approssimare la funzione al di fuori di tale punto.

Il polinomio di Taylor di grado < n attorno all’estremo a ¢

i (2) = £ (@41 (@) (& = )45 f" @) (2 = @)+ fO (a) (= )" 2 € R,
e l'errore e dato da

(z—a)" " ftD (g)
(n+1)!

On (2) = qn (z) = f () = -

dove ¢ € (a,z). Quindi,

;@ € la,b],

(b _ a)n-l-l f(n+1) .
160 lfq5y = max |6, ()] < | e
s z€Ja,b] (TL + 1)|

La maggiorazione di ||d,[[4,5 © la stessa di quella che abbiamo dato prima per
Iinterpolazione.

Esercizio. Si consideri ora ’approssimazione di f data dal polinomio di
Taylor di grado < n attorno al punto medio ¢ di [a, b]. Dare una maggiorazione
per la norma del massimo della funzione errore.

4.5 Maggiorazioni per nodi ”spalmati”

La maggiorazione per 'estrapolazione

+1
[wntilla,p) < (b—a)"™,
viene migliorata da un’altra maggiorazione nel caso in cui i nodi di interpo-
lazione, invece di ammassarsi tutti da una parte dell’intervallo [a, b], si “spalmino”
su di esso.
Un esempio di nodi “spalmati” su [a, b] sono i nodi equidistanti
b—a

x;=a+ih, 1€{0,1,....,n} e h= .
n
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Teorema 6 (Maggiorazioni per nodi “spalmati”). Sia
h :=max< zg — a, max Tir1 —xi),b—xy, p.
{ 0 ie{O,l,...,n—l}( 1 i) n}
Si ha
”wn—&-lH[a,b] <(n+ 1)!hn+1
Inoltre, nel caso in cui rg =a e x, = b, si ha

nlh"tt
lwntillae < —3—

dove ora h = mazx (Tig1 — i) .
i€{0,1,...,n—1}

Esercizio. Cosa diventa la prima maggiorazione nel caso di nodi non “spal-
mati” ammassati tutti verso un estremo dell’intervallo [a,b]? In tale situazione,
la maggiorazione risulta migliore o peggiore di quella per 'estrapolazione?

Dimostrazione. Sia x € [a,b]. Consideriamo le tre situazioni: z € [a, ),
x € (zn,b] e x € [x0, Tp].

Se x € [a,xg), allora

lw(@)| = [(@—wo) (®— 1) (& —2) -~ (& — )|
= |lz—axo| |le—z1| |z —22]- -+ |z — 3y
< h-2h-3h- - -(n+1)h
= (n+ 1At
a b
| | I I | | I |
[ I [ f f T T t |
X Xy X, Xy X, X, X
<h
-
<2h
<3h

In modo analogo si prova che, se © € (x,,b], allora

lw (x)] < (n+ 1)!A"

Supponiamo ora x € [zg, T,]. Siano z;, € x;,, con z;, < x;,, 1 nodi consecu-
tivi entro cui si trova x, ciot si ha © € [z;,,2;,], € siano poi x,, ..., x;, gli altri
nodi ordinati per distanza crescente da x.
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lw(z)] = [(z—z0)(x—21) (2 — )|
= (& —2) (@ —xi) (= 2,) (T = @3) -+ (2 — w3,
= (@ —i,) (@ —m,)| - v — @iy | - [o — @i [+ - o -2y,

Ora, maggioriamo prima il termine |(z — z;,) (x — x;,)| e poi l'altro termine
|2 — @iy | - | — @i+ -+ - |r— i,

Consideriamo il termine |(z — x;,) (x — x;,)|. Si ha, essendo = € [z;,, %, ],
2 2
Til — X5 h
i) (=) < a0 i) (¢ — )| = TN

te[xio,xil] 4 B 4

con il massimo realizzato quando ¢ ¢ il punto medio dell'intervallo [z;,, z;, ].

y=Ix )Xl /

Consideriamo ora l'altro termine | — x4,| - | — x| - -+ |z — x4, |

Esaminiamo |z —x;,|, j € {2,...,n}. Andando da x e 2;; si incontrano tra
e x;; consecutivamente i nodi y1,y2,...,Yr, dove y1 = T4, 0y1 = T4, € Y2,. .., Yk
sono alcuni (eventualmente tutti) tra i nodi z;,,...,z;,_,.

a b
| \ | | | [ | |
[ \ 1 1 T _ T ; |
X, X =X )(‘ =y2 xi _y1 X )(i )(i
4 ] 3 0 1 2
In questa figura, yo,...,yx sono solo alcuni tra i nodi z;,,...,»;;_, . Qui,
andando da z a T, = m;, si incontrano y; = =;, e y2 = w;,. Tra i nodi

Tigy o> Ti;_ = Tiy, Ty, Testa escluso @y, .
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In quest’altra figura, ya,...,yx sono tutti i nodi z,,...,x;,_,. Qui, andando
da z a Zi; = Xy, SiIncontrano y; = Ty, € Yo, Y3 = Ti,, Tiy-
I £—1 elementi in yo, .

-+, Yk non sono piu dei j —2 elementi in z;,, ..., T;,_,.
Pertanto k — 1 < j — 2 e quindi k£ + 1 < j. Risulta allora
|z — 2| <|z =]+ |yr —vol + -+ g1 — vkl + |y — 24| < (B +1)h < jh
<h <h <h <h
Quindi
|z — 24| - |2 — @iy - e —x,| <2h-3h- - -nh < nlh"L
Pertanto, nella situazione x € [z, 2], risulta
(@] = @ = 2i) (@ —20)| - [0~ @] Jo — 2]+ oo o — s,
h2 n!hn+1
< —.phvl=
= 3" 4

Si conclude che

n!h"t1!

o ()] < (n+ 1)!h"t se z € [a,10) U (2, b]
- T se x € [xo,2y].

Avendosi "”ﬂ:“ < (n+ 1)!A"*+L] si ottiene che

[wntillfgp = max wni1 (2)] < (0 + 1!
’ z€la,b]

Nel caso in cui zg = a e x,, = b, si ha [a,z9) U (z,,b] = 0. Pertanto

nlpnt1
4

lwntlljg,p = xfg[%ﬁ] [wn1 ()] <

dove ora

max { Tg — a, max (i1 — 2i),b—x,
~—— i€{0,1,...,n—1} N——
=0

= ma il — T5) .
ie{O,l,..i(n—l}( i1~ i)
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Per [[e,|[q,5) si ha quindi la maggiorazione per nodi “spalmati”
nll[a,b] = [a,b]-
lenlly < B 5]
Infatti,

el [wns 1l 1S an) < (n+ DI FOrD ||y
it = (n+1)! = (n+1)!

= R D .

Inoltre, per |[e,[q,5 si ha anche la maggiorazione per nodi “spalmati” con
ro=aexr,=>o

pntl ||f(n+1)H[ .
||e'fLH[a,b] — 4(n + 1) .
Infatti,
enl s < Mot thian 177 oy 21 D gy _ A oy
"] = (n+1)! - (n+1)! N 4(n+1)
Applicata ai nodi equidistanti, i quali soddisfano zyp = a € x, = b e si ha
h = =% la precedente maggiorazione di ||e, | diventa
_a\nt1 n _ \ntl n+1
lenll < (5" 1" D N _ b—a)" " [[F" Dy
"] = 4n+1) dnpntl (n 4 1) '

che ¢ la maggiorazione per nodi equidistanti.

Esercizio. Si consideri la funzione
1
f(x)= = x € [1,10],

interpolata ai nodi xg = 1, 1 = 2, z9 = 4 e x3 = 8. Determinare il valore della
maggiorazione di |[€, ||, ;) Per nodi “spalmati”.
Fare lo stesso con la funzione

fe) =1, e,

interpolata ai nodi xy = 0.125, 1 = 0.25, x5 = 0.5 ¢ 3 = 1. Questa nuova fun-
zione f e 'inversa della precedente funzione f. Inoltre, rispetto alla precedente
funzione, nodi e valori di interpolazione si scambiano.

Esercizio. Si consideri la funzione
1
f(,I) =—,rcE [Lb]a
x
dove b > 1, interpolata in n + 1 nodi equidistanti. Determinare il valore della

maggiorazione di [len ||, ;; per nodi equidistanti e determinare quando questo
valore converge a zero per n — oo.
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Fare lo stesso con la funzione

Esercizio. Si consideri la funzione
f(x)=a"", z€a,b],

interpolata su n + 1 nodi, cioé con un polinomio di grado < n. Determinare
il valore della maggiorazione di [[e, ||, ; per I'estrapolazione e il valore della
maggiorazione di [le, ||, ; per nodi equidistanti. Provare che il primo valore
tende a zero per n — oo se e solo se b —a < 1 e il secondo valore tende a zero
pern —ocoseesoloseb—a<e.

4.6 Confronto tra la maggiorazione per ’estrapolazione e
la maggiorazione per nodi spalmati

Il rapporto tra la maggiorazione di |[e,[|4,5 per I'estrapolazione e la maggio-
razione per nodi equidistanti &

(Gt LA P

estrapolazione CESYI 4nntl
nodi equidistanti ~ (b—a)" || f0 | n!
Annt1(n+1)

Ora, usando 'approssimazione di Stirling

n n
n! ~ 27m(7) , M — 00,
e
dove
ap ~ by, n— o0,
significa
. a
lim — =1,
n—oo n
si ha che
4nntl 4nntt 4y/ne" .
~ = n — o0o.
n! V2mn (%)n Vor
Quindi
4nn+1
lim = +00.

n— oo n:
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anntl
n!

Una tabella dei valori di per n € {1,2,...,7} & riportata sotto

4nn+1

n!

4
16

54

1.7 -102
5.2 - 102
1.6 -10°
4.6-103

o] o | oo =] 3

L’elevato valore del rapporto tra le maggiorazioni ben spiega la differenza tra
I’estrapolazione e ’interpolazione vera e propria, cioe 'approssimare la funzione
f dentro lintervallo [z, x,] determinato dai nodi di interpolazione.

Le estrapolazioni dovrebbero essere evitate a favore delle interpolazioni vere
e proprie. Quindi, un polinomio di interpolazione con nodi “spalmati” dovrebbe
essere preferito ad un polinomio di Taylor sviluppato attorno al punto a, quando
si vuole approssimare la funzione f su tutto [a,b] e non solo su un intorno di a.

Esercizio. Si determini il rapporto tra la maggiorazione della norma del
massimo dell’errore del polinomio di Taylor di grado < n attorno al punto medio
di [a, ] (trovata in un precedente esercizio) e la maggiorazione di ||e, (4,5 Per
nodi equidistanti. Mostrare che tale rapporto tende a +o0o per n — co. Costruire
una tabella che fornisce i valori di tale rapporto per n € {1,2,...,7}.

5 Aumentare il numero dei nodi di interpolazione

Chiediamoci ora se I’approssimazione della funzione f, fornita dal polinomio di
interpolazione p,,, diventa buona quanto si vuole all’aumentare del numero n+1
dei nodi di interpolazione. Questo significa chiedersi se si ha

lim HenH[a,b] =0. (4)

n—o0

5.1 La condizione sulle derivate

Se f € C*([a,b]) e f soddisfa la seguente condizione sulle derivate
AM,c>0Vk e N:||[f®], 4 < McF,

allora si ha la (4), per ogni scelta dei nodi di interpolazione, vale a dire, pre-
cisando meglio, qualunque sia per ogni n € N la scelta degli n + 1 nodi di
interpolazione in [a, b].
Infatti, ricordando la maggiorazione di ||e,||[4,5 per I'estrapolazione,
(b= a)" ™M M asy _ (b—a)" T M (b—a)e)""

< =
HenH[a,b] > (n+1)! = (n+1)! (n+1)!
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o (0= @)™

=0
n—oo  (n+41)!

ricordando il limite notevole

valido per ogni a € R.

5.1.1 Funzioni che soddisfano la condizione sulle derivate

Esempi di funzioni che soddisfano la precente condizione sulle derivate sono
f(z) = Asin (wz), g(x) = Acos (wz), h(z)= A, z € [a,b],

dove A,w, A € R.
Infatti, per k € N, detto r (k) il resto della divisione di k per 4 si ha,

Aw” sin (wz) ser (k) =0
Awk cos (wz) ser (k) =1
(k) =
() —Aw" sin (wz) se r (k) =2
—Awk cos (wz) ser (k) =3
Aw" cos (wz) ser (k) =0
—Aw” sin (wx) se r (k) =1
(k)
g () = —Awk cos (wz) se r (k) =2
Aw” sin (wz) ser (k) =3
M9 (z) = AN, x € la,b],

e quindi

k
1F PNl < 141wl ® 119

k T k
o AL 1O < 1] maxe A"

ze]

Siano ora fi, fa, ..., fn € C* ([a, b]) soddisfacenti la condizione sulle derivate,
cioe per ogni ¢ € {1,2,...,n} tali che

IM;, e > 0k € N: || £ 100 < Mick.

Per ogni ai,as,...,a, € R, la combinazione lineare

(Z%‘f) () = Zaifi (), x € [a,b],

pure soddisfa la condizione sulle derivate.
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Infatti, per k € N, si ha

n (%) n
<Z aifi) =D aifM
i=1

[ap [a.0]
k)
= max a; f; 7 (o
z€Ja,b] z:zl f ( )
<3 lail | £ @)] < 2 e Mick
<D il M; ef < (ZMIMZ) =Mk
1=1 g i=1

<ck

n

dove c= max ¢ eM =7 |a;| M.
i€{1,2,....,n} i=1

Pertanto, ogni combinazione lineare di coseni, seni e esponenziali soddisfa la

condizione sulle derivate.

5.1.2 Condizione sulle derivate e nodi equidistanti

Sotto la condizione sulle derivate, ||e,||q,5) converge a zero, per n — oo, per ogni
scelta dei nodi di interpolazione. Tuttavia se si usano nodi ”spalmati” la con-
vergenza € piu veloce. Usando la condizione sulle derivate nella maggiorazione
di [|en[|[a,5) Per nodi equidistanti, si ottiene

(b—a)" | fn D [a,b) < (b—a)" T M+t

<
||€n||[a,b] = Apn+1 (n ¥ 1) = Y4pntl (n ¥ 1)
B M (b—a)c\"*"
 4(n+1) n '
Richiedendo
llenll(q,p < TOL,

dove TOL & una tolleranza prefissata sul massimo modulo dell’errore di inter-
polazione su [a, b], si prende il minimo n tale che

4(nj\i 3 ((b ;La) C>n+1 < TOL.

Esempio 7 Consideriamo l'interpolazione della funzione

f(x) =cosz, x € [Qg} )

Per una tale funzione la condizione sulle derivate risulta soddisfatta con M =1
ec=1 (essendo cosx = Acos(wz) con A =1ew =1 e quindi M = |A] e
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¢ =lwl|). Ivalori di

—a)c il TA\"
4(nj\il) <(b n) ) :4(n1+1) (%) h

sono riportati nella tabella sottostante

LL(T{H-) (%)n-i-l
3.1-1071
4.0-1072
47-1073
47.107%
4.0-107°
3.0-10°°
2.0-1077
1.2-1078

oo | o | x| Wl ro| = 3

Per cui, richiedendo ad esempio TOL = 1077, si prende n = 8.

Esercizio. Si osservi che per costruire il polinomio di interpolazione pg della
funzione coseno nell'intervallo [0, 5] sono richiesti i valori della funzione coseno
nei nodi equidistanti

5T
i =1 =17, 0,1,...,8}.
i =ig =i ied }

Per i € {0,4,8}, i valori cosz; sono 1, ?,0. Determinare i valori cosx; per
i ¢ {0,4,8} usando le formule trigonometriche di bisezione e di addizione a

partire dal valore g di coseno e seno in %. Questo mostra che non ¢ necessario
avere un modo di calcolare cosx per ogni z, al fine di costruire pg, che fornisce
approssimazioni con sette cifre decimali esatte.

Esercizio. Si consideri I'interpolazione della funzione
f(x)=¢€" z€]0,1],

su n + 1 nodi equidistanti. Determinare n in modo da avere ||, || ;; < TOL =
10710,

Esercizio. Si consideri I'interpolazione della funzione
f(x) =2sindnz — 3cos8mx, = € [-2,2],

su n + 1 nodi equidistanti. Determinare n in modo da avere ||, | ;) < TOL =
10710,
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5.2 Il fenomeno di Runge

Per una funzione f € C'*° ([a,b]) che non soddisfa la condizione sulle derivate
non € assicurato che valga

A flenllia,e = 0

nemmeno se si usano nodi ben ”spalmati” sull’intervallo [a, b] come quelli equidis-
tanti.
Ad esempio, consideriamo la funzione in C* ([-5, 5]),

1

:ma r € [-5,5],

f(x)

y=1/(14x%)

L |

5 4 3 2 El 0 1 2 3 4 5

Interpolando tale funzione con i nodi equidistanti, si ha
Am flenlls 5 = +oo.

Come evidenza di questo, in figura € mostrato pig per nodi equidistanti.

2

/\ a WD(X)/\
\ y=11(1+x%) /
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Ecco invece p1g, sempre per nodi equidistanti.

2

T y=1/(1+x7) e ——

I \

5 4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5

Il polinomio di interpolazione p,, approssima bene la funzione f in un intorno
di 0, ma poi oscilla fortemente vicino agli estremi —5 e 5.
In questo caso, dove si ha

nhj;o ||€n||[_5,5] = +00,

la f non soddisfa la condizione sulle derivate. Le derivate di f crescono piu
rapidamente della crescita prevista nella condizione sulle derivate. Dal momento
che anche la maggiorazione di ||e,[|[—5,5 per nodi equidistanti tende a 400 per
n — 00, cioe

. (b— a)n+1 ||f(n+1)H[a7b] . 1on+1! ||f(n+1)||[75)5}

n=rc0 4Anntl (n+ 1) noo  4nntl(n+1) -

si ha che la successione || f"*V|||_; 5 va a infinito pitt rapidamente di come va

: . . n"t1(n41)
a infinito la successione g

Il divergere di |[€]|(, ;), Per n — oo, prende il nome di fenomeno di Runge.

5.3 Nodi di interpolazione di Chebyshev

L’aumento del numero di nodi di interpolazione non ¢ garanzia di una migliore
approssimazione della funzione f. L’esempio visto sopra mostra che il fenomeno
di Runge puo presentarsi anche con una funzione f di classe C°° e nodi ben
”spalmati” come quelli equidistanti.
Tuttavia esistono dei particolari nodi di interpolazione con i quali si evita il
fenomeno di Runge e si ha lim ey ||, , =0se f € C! (la,b)).
n—oo ’

Questi particolari nodi di interpolazione sono i nodi di Chebyshev dati da

21+ 1
2n + 2

x; = 1(a+b)—;(b—a)cos(

5 W),iE{O,l,...,n}.
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Come si vede dalla formula che 1i definisce (vedi anche la figura sottostante),

i nodi di Chebyshev sono costruiti nel seguente modo: si considera la circon-
ferenza di centro il punto medio dell’intervallo [a, b] e diametro 'intervallo [a, b]
e poi la si percorre a meta dall’estremo a all’estremo b in senso orario con la
curva

b b—
(z,y) = <a42r 7O) + 5 a (= costm,sintn), t € [0,1].
——

centro della circonferenza 1288l della circonferenza

I nodi di Chebyshev sono le ascisse « dei punti corrispondenti ai tempi

2i+1
= ———,1€40,1,...,n}.
s M n}
Osservare che
to = 1 t, =1 1
T om+2n T T 2
e to,t1,...,t, sono equidistanti di ﬁ Per cui, i nodi di Chebyshev sono

equidistanti sulla semicirconferenza, ma sull’intervallo [a, b] tendono ad ammas-
sarsi verso gli estremi, in modo da evitare le forti oscillazioni che si osservano
con i nodi equidisatnti nel fenomeno di Runge.

Con i nodi di Chebyshev si ha

logn
leallos =0 (S5 ) -

se f € C* ([a,b]).

28



6 Interpolazione a tratti

Un’altra possibilitd (diversa da quella di utilizzare i nodi di Chebyshev), per
ottenere approssimazioni sempre migliori di una funzione f, & quella data dalla
interpolazione di Lagrange a tratti che ora descriviamo.

Siano n, N interi positivi fissati. Si introducono sull’intervallo [a, b] gli N + 1
nodi equidistanti primari
b—a
N )
che suddividono l'intervallo [a, b] negli N sottointervalli di ampiezza H

I =|zi—1,2], i€ {1,2,...,N}.

r,=a+iH,i€{0,1,...,N} e H=

In ogni sottointervallo I;, ¢ € {1,2,..., N}, si introducono poi gli n + 1 nodi
equidistanti secondari

H
.TiJ':Z‘i_l—l—jh,jE{O,l,...,’I’L} e h=—.
n

H H H H H
| 1 I l i
x0=a )(1 XZ )(3 X4
h h h

B T T . .

| | | |

| | | I

X a0 Ko K2 %™
In ogni sottointervallo I;, 7 € {1,2,..., N}, la funzione f viene approssimata
dal polinomio di interpolazione di f relativo ai nodi z; ;, j € {0,1,...,n}, che
denoteremo con p, n ;. Osservare che p, n,; ha grado < n.
Notare che, per ognii € {1,2,..., N — 1}, I'ultimo nodo secondario z; , = x;

dell’intervallo I; coincide con il primo nodo secondario ;41,0 = x; dell’intervallo
Ii+1 .

L b

X X =X=

in-1 iLn i xn+1,0 n+1,1
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Per cui, nel nodo
Tin = Ti = Ti+1,0

comune ai sottointervalli I; e I;;1, i polinomi py, n; € Pp N1 Si "saldano”: si
ha

Pn,N,i (ffzn) =f (xz) = Pn,N,i+1 ($i+1,o) .

Sull’intervallo [a,b], la funzione f & quindi approssimata dal polinomio a
tratti p, v : [a,b] — R definito da

PN () =puni(z), x€Leie{l,2,...,N},

detto polinomio di interpolazione di Lagrange a tratti di f di grado < n su N
sottointervalli.

Esercizio. Spiegare perché p, n € una funzione continua.

Nei casi n = 1,2, 3 si parla di interpolazione lineare a tratti, quadratica a
tratti, cubica a tratti, rispettivamente.
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Un'’illustrazione dell’interpolazione lineare a tratti & data in figura.

6.1 L’errore dell’interpolazione a tratti

L’errore en n,; : I; — R sull’intervallo I;, i € {1,2,..., N}, ¢ dato da
€n,N,i (.73) = Pn,N,i («T) — f (1‘) , x € 1.

Ricordando la maggiorazione di ||e, (4,5 Per nodi equidistanti, si ha, per una
funzione f € C"*! ([a, b)),

H Y 000 (b—a)" || for D)

I
. < —_ v .
len.illz, < dnntl (n 4 1) Nn+lqpntl (n + 1)

L’errore e, n : [a,b] — R dell’interpolazione a tratti ¢ dato da
enN (¥) = pnn (2) = f(2), € [a,b],
eperx € I;,i€{1,2,...,n}, si ha
en,N (2) = pan (2) — f(2) = poni (2) — f(2) = enni (2).
Si ottiene, per una funzione f € C"*! ([a,b]),

(b o a)nJrl Hf(n-f—l) ||[a,b] . 1
dnntl (n 4 1) Nntl

||en,N||[a,b] <
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Infatti,

Hen,NH[a,b] = ie{l%?(.,N}”en’N’i

(b—a)"" | fO Yy,
i€{1,2,...,.N} N7tldnntl (n 4+ 1)
(b _ a)’n+1

_ . (n+1)
N (1 1) e il

I;

IA

I;

(b—a)"t"

= | #(ntD)
Nnt+lgpntl (TL + 1) ||f H[a,b]'

Tenendo fisso n e facendo tendere N all’infinito si ha, per ogni f € C"*! ([a, b)),
lim ey v llias = O.
i flen vl fa,

In particolare, si ha

1
||@n,N||[a,b] =0 (N"‘*‘1> , N — oo.

Per cui, nell’interpolazione di Lagrange a tratti si ottengono approssimazioni
sempre migliori aumentando il numero N dei sottointervalli, ma tenendo fisso
il grado n dei polinomi di interpolazione in ogni sottointervallo, in modo da
evitare il possibile fenomeno di Runge.

Per l'interpolazione lineare a tratti la maggiorazione dell’errore e

2
He H < (b_a’> ||f”||[a7b] . L
1,N ||[a,b] S ) N

e l'ordine di convergenza ¢ O (ﬁ)
Per I'interpolazione quadratica a tratti la maggiorazione dell’errore &

teanllio < CZ I e L
2,N [a,b] = 96 NS

e 'ordine di convergenza ¢ O (ﬁ)
Per l'interpolazione cubica a tratti la maggiorazione dell’errore &

leanl b=a)* IS Dllap 1
8. llla.b] = 1296 N4

e l'ordine di convergenza ¢ O (ﬁ)
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6.2 Determinare N a partire da una tolleranza TOL sull’errore

Se si vuole
llen. N[00y < TOL,

dove TOL ¢ una tolleranza prefissata, basta prendere N tale che

(b— o)™ f Dy 1
A (n+ 1) Nn

(=) Y1
N =

n/En+ 1) TOL

< TOL,

vale a dire

Si prende allora

(0= a) U Dy Suul
N:

n "t 4(n—|— 1

Nel caso in cui risulti difficile calcolare H f ("+1)”[a pp M sia facile invece
determinare una sua maggiorazione M, si prende NN tale che

b—a)""'M 1
. < TOL
dnntl (n+1) N+l = ’

che comunque garantisce ||e, n|/[a,5) < TOL. Si prende allora

N = (b—a) "M ool 1
B n""/4(n+1) TOL | °

Notare che, con N sottointervalli, la funzione f deve essere nota su nN + 1
punti, cioe sui punti

Ti0 = Tim1, i1y Tin—1, 1 €{1,...,N}, (5)

piu x,,.

i=1 =2 i=3 i=4 =5

Notare che in (5) non si considera 'ultimo punto z;, = x; per non contarlo
due volte: si ha infatti z;41,0 = x; e quindi esso viene contato non come ultimo
punto dell’intervallo i-esimo ma come primo punto dell’intervallo (i + 1)-esimo.
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Nel caso dell’interpolazione lineare a tratti il numero dei sottointervalli e

= a) \ /1L N fany 1
V3 "V 1oL

e il numero di punti in cui deve essere nota la funzione ¢ N + 1.
Nel caso dell’interpolazione quadratica a tratti il numero dei sottointervalli

—a) \3/ ||f”’|| b
N — 1

e il numero di punti in cui deve essere nota la funzione ¢ 2N + 1.
Nel caso dell’interpolazione cubica a tratti il numero dei sottointervalli e

N__(b—®€HU“WmH 1
- 6 "V ToL

e il numero di punti in cui deve essere nota la funzione ¢ 3N + 1.

Esempio 8 Determiniamo su quanti punti deve essere nota la funzione

™

f(z)=cosz, x € [075] ,

per interpolare linearmente, quadraticamente e cubicamente a tratti con TOL =
1077,
Nel caso dell’interpolazione lineare a tratti si ha

1= cosll{p, 2]

No |2V R A7 [7r.1oéw = 1757
NG 2/8

e il numero di punti in cui deve essere nota la funzione é N + 1 = 1758.
Nel caso dell’interpolazione quadratica a tratti si ha

%f’/ ||Sin|| 0,Z
N = A.Wlm _ [

2+/12

1913 10—‘74

e il numero di punti in cui deve essere nota la funzione é 2N + 1 = 149.
Nel caso dell’interpolazione cubica a tratti si ha

Fflollog]

s 7
N=|—F——. 7 :[—-102—‘:15
6 12
e il numero di punti in cui deve essere nota la funzione é 3N + 1 = 46.
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Si ¢ visto sopra che la funzione cos & approssimata con TOL = 1077 dal
polinomio pg di interpolazione di Lagrange mon a tratti su nodi equidistanti
utilizzando solo 9 valori della funzione. L’interpolazione di Lagrange a tratti ha
pero un senso anche in questo caso.

Infatti, se & necessario calcolare moltissimi valori della funzione cos, invece
di calcolare moltissime volte i valori del polinomio pg di grado 8, puo essere
conveniente calcolare con pg solo il numero richiesto di valori di cos per costruire
un polinomio di interpolazione a tratti p, N di grado n basso e, dopo, calcolare
ogni valore di cos con py N, il quale richiede nel calcolo dei suoi valori meno
operazioni di ps.

Esercizio. Dire su quanti punti deve essere nota la funzione
f(x)=¢€" z€]0,1],

per interpolare linearmente, quadraticamente e cubicamente a tratti con TOL =
10719,

Esercizio. Si consideri una tabella che contiene i valori sin z per
x=1°,2°...,90°.

Si supponga di calcolare i valori sinz, x € [O, g}, interpolando linearmente a
trattii valori della tabella. Determinare la maggiorazione per il massimo modulo
dell’errore di interpolazione lineare a tratti.

Esercizio. Si voglia approssimare una funzione f € C? ([a,b]) con una inter-
polazione lineare a tratti o quadratica a tratti utilizzando la formula

(b —a) "R/ NFCHD o 1
N = L
n"/4(n+1) TOL

per determinare il numero di sottointervalli (in realtd si dovrebbe prendere la
parte intera superiore del membro destro).
Trovare per quali tolleranze TOL, 'interpolazione lineare utilizza un numero
di puntiin cui f deve essere nota inferiore a quello dell’interpolazione quadratica.
Si applichi il risultato trovato al caso della funzione

fla) = -

e x € [a,b],

dove a > 1.
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