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1 Introduzione

Da qui in avanti non ci occuperemo piu degli errori di arrotondamento in quanto
supporremo (idealmente) di poter trattare ogni numero reale nella sua interezza
con tutte le sue infinite cifre.

La nostra attenzione sara ora riservata a quel tipo di errori di discretiz-
zazione che sorgono dal dover trattare, comunque, solo con oggetti matematici
descrivibili da un numero finito di numeri reali.

Si consideri il problema di risolvere equazioni del tipo

f(x) =0, (1)

dove f € una funzione reale di variabile reale, cioe f: D C R — R. Le soluzioni
x di (1) sono dette zeri della funzione f o radici dell’equazione (1).
Si osservi che un’equazione

Studieremo qui alcuni metodi numerici per la risoluzione di (1), da utilizzare
nel caso in cui, come accade nella stragrande maggioranza dei casi, (1) non sia
risolubile elementarmente.

2 Intervalli di localizzazione di uno zero

Nel seguito si supporra noto un intervallo [a,b], a,b € R con a < b, tale che:

(i) f & definita e continua in [a, b];



(ii) f(a) e f(b) sono non nulli e di segno opposto;

(iii) f & strettamente crescente o strettamente decrescente in [a, b].

y=f(x)

I punti (i) e (ii) permettono di concludere che esiste uno zero di f in (a,b)
(per il teorema di Bolzano di Analisi I) e il punto (iii) che questo zero & unico.

Denotiamo con z* tale unico zero di f. L’intervallo [a, b] & detto un intervallo
di localizzazione dello zero x*.

Esempio 1 Consideriamo la funzione

flx)=e"—2z, xR (2)

25

y=e™x

Proviamo che f ha un unico zero e determiniamo un suo intervallo di localiz-
zazione.
Per tale funzione

~

—

=
|

e —zx, reR,

si ha
ff(z)=—-e"-1<0, z€R.



Quindi la funzione f é strettamente decrescente su tutto il dominio R.
Dal fatto che

lim f(z)=4c0 e lim f(z)=—o0,

T—r—00 r—+00

seque allora che f ha un unico zero. Poiché

f(0O)=1>0 ¢ f(1)=e'—1<0,
un suo intervallo di localizzazione é [0, 1].
Esempio 2 Consideriamo la funzione

fx)y=2>-3z+1, x€R.

y=x*-3x+1

oL 1 1 1 1 | | | |
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Proviamo che f ha tre zeri e determiniamo un intervallo di localizzazione per
ciascuno di esst.
Per tale funzione
flx)=a2>-32+1, r € R,

si ha
fl(x)=3("-1), zeR

Quindi la funzione f ¢ strettamente crescente in (—oo, —1], strettamente decres-
cente in [—1,1] e strettamente crescente in [1,+00).
Da

T—r—00 r—r+00

ne viene allora che f ha tre zeri.
Avendosi

f(72):717 f(il):37 f(())zl, f(l)zil e f(Q):‘?’a

i tre zeri hanno gli intervalli di localizzazione [—2,—1], [0,1] e [1,2].



Esercizio. Provare che ’equazione
sinx = —x
2

ha un’unica radice nell'intervallo (0, 7). Determinare un intervallo di localiz-
zazione per essa.

Esercizio. Provare che ’equazione
3 _
> +rx+1=0

ha un’unica radice. Determinare un intervallo di localizzazione di ampiezza
minore o uguale a % per essa.

Dato un intervallo di localizzazione di uno zero z* di una funzione f, pre-
senteremo ora due metodi numerici per il calcolo di z*:

e il metodo di bisezione o metodo dicotomico;
e il metodo di Newton o metodo delle tangenti.

Entrambi i metodi non calcolano z* in modo esatto, ma forniscono solo una sua
approssimazione. Tuttavia, tale approssimazione puo essere resa buona quanto
si vuole.

3 Il metodo di bisezione

Sia [a,b] un intervallo di localizzazione di uno zero z* di f. Consideriamo il

punto medio
a+b

2

y=f(x)

dell’'intervallo [a, b] e calcoliamo il valore f (c).

Se f(c) =0, allora c ¢ lo zero x*.

Se f(c) # 0, allora una e una sola tra le coppie (f (a), f(c)) e (f (¢), f (b))
ha le componenti di segno opposto.

Infatti, se entrambe le coppie (f (a), f(c)) e (f(c), f (b)) avessero le com-
ponenti dello stesso segno, oppure se entrambe avessero le componenti di segno



opposto, allora f (a) e f(b) avrebbero lo stesso segno, in contraddizione con
lassunzione (ii) precedente.

Se f(c) e f(b) hanno segno opposto, allora ¢’¢ uno zero di f in (c,b), es-
sendo f continua in [¢,b] C [a,b]. Poiche z* & l'unico zero di f in (a,b), si
conclude che z* si trova nell’intervallo (¢, b). Quindi [¢,b] & un nuovo intervallo
di localizzazione di z*.

Analogamente, se f(a) e f(c) hanno segno opposto, allora x* si trova
nell’intervallo (a,¢) e [a,¢] ¢ un nuovo intervallo di localizzazione di x*.

y=f(x)

Nuovo intervallo di localizzazione

Quindi, tramite la valutazione del segno di f (c) siamo grado di dimezzare
I’ampiezza dell’intervallo di localizzazione dello zero.

Riapplicando il procedimento al nuovo intervallo, si dimezza di nuovo 'ampiezza
dell’intervallo di localizzazione. Si puo continuare cosi fino ad ottenere un in-
tervallo di localizzazione di ampiezza arbitrariamente piccola.

Questo e il cosidetto metodo di bisezione per il calcolo degli zeri di una
funzione. Esso ¢ anche detto metodo dicotomico, in quanto effetua una dicotomia
dell’intervallo, cioe¢ una divisione in due parti disgiunte, per meglio localizzare
lo zero.

3.1 L’approssimazione ¢, del metodo di bisezione e il suo
errore

Dato un intervallo di localizzazione [a, b] per lo zero x*, si prende come approssi-
mazione di z* il punto medio di [a, b].

Sia ora
[a07 bO] ) [ah bl] ) [aQa bQ] s
la successione degli intervalli di localizzazione determinati dal metodo di bisezione
e sia
Cp,C1,C2, ...

la successione dei punti medi di tali intervalli, cioe la successione delle approssi-
mazioni di x*.



y=f(x)

Come illustrato in figura, la successione delle distanze |co—x*|, |c; —x*|, |c2 —

x*|,... pud non essere monotona decrescente.
Poiche
b, — an,
bn+17an+1: 9 — 7716{0,1,2,...}7
si ottiene B b
o — Ao —a
bn—an: on :27”,7716{0,172,}

Pertanto, per ognin € {0,1,2,...}, errore (assoluto) ¢, —z* dell’approssimazione
¢y, di x* soddisfa
len, — 2| < e,
dove
b,—a, b—a
T Ty T guat

¢ l'estremo superiore delle possibili distanze tra ¢, e x* al variare di x* in

(an,bp).

A priori, & possibile stabilire dopo quante iterazioni del metodo di bisezione
si avra

dove TOL & un’assegnata tolleranza sul modulo dell’errore di approssimazione.

Da

N b—a
len —2%| <e, e en = Sogt
segue che (3) vale se il numero di iterazioni n soddisfa

b—a

cioe

b—a
n > log, TOL -1

o= 3]

iterazioni del metodo di bisezione si & certi che (3) valga.

Per cui, dopo



Esempio 3 Per trovare ['unico zero di
flxy=e%—z, xR,

che ha [0, 1] come intervallo di localizzazione, con errore in modulo non maggiore
di TOL = 10719 bastano

1
n = {log2 (10_10>—‘ —1=|10-logy,10| —1 =33
=3.3219

iteraziont.

3.2 Approssimazioni con t cifre decimali esatte

Sia y un numero reale e sia y una sua approssimazione. Se
[y -yl <1077 (4)

per qualche intero positivo ¢, allora diremo che y approssima y con almeno t
cifre decimali esatte (considerando come cifre decimali quella immediatamente
prima del punto decimale e quelle dopo).

Per giustificare questo modo di dire, osserviamo che se vale (4) e § ha la
rappresentazione in base 10:

Y

by brbo by bopirbotboprbopa

con b_; diverso da 0 e 9, allora

y>y—10""=by...bibg.b_1...b_yr1(b_y —1)b_y_1b_4 5...

Yy < §+ 10_t = bp ce blbO-b—l ce b_t+1 (b_t + 1) b—t—lb—t—Q ce
Quindi y ha la rappresentazione in base 10,
Yy = bp...blbo.b,]_ ...b,t+1(b,t —1o b,t (6] b,t—f— 1),
dove almeno le prime ¢ cifre decimali sono uguali a quelle di ¥.

Esempio 4 Per
y = 1.1234765

ely—yl <1072, si ha
1.1234665 = 1.1234765 — 107° < y < 1.1234765 4+ 1075 = 1.1234865,

e quindi
y=1.1234(6 07 08)...



Notare che se b_; € 0 0 9, allora y potrebbe non avere le prime ¢ cifre decimali
uguali a quelle di .

Esempio 5 Per
y = 1.9999953

ely—yl <1075, si ha
1.9999853 = 1.9999953 — 107> < y < 1.9999953 + 10~° = 2.0000053
e quindi iy e y potrebbero avere tutte le cifre decimali diverse.

Continueremo a dire che y approssima y con almeno ¢ cifre decimali esatte
anche quando ¢ in |[§ — y| < 107! non & un numero intero.

Inoltre diremo che y approssima y con esattamente t cifre decimali esatte
quando |y — y| = 107",

Esercizio. Mostrare che la formula
b—a
=11 —— ]| =1
= i (o)
puo anche scriversi come

n=1[3.3219 (log,y (b—a) +t)] — 1
dove t & tale che TOL = 10~¢.

3.3 Velocita del metodo di bisezione

Per ogni n € {0,1,2,...}, scriviamo

dove t,, ¢ un opportuno numero reale.

Per n € {0,1,2,...}, avendosi

len — 2% < e, = 107",

si ha che ¢, approssima x* con almeno t,, cifre decimali esatte.

Risulta,
1 1
e, = =107 n€{0,1,2,...},
Sen =1 { )
e quindi, passando ai logaritmi in base 10,

107t"+1 = €nt1 =

tn+1 = tn + 108102, n€{0,1,2,...}.
~——
~0.3010

Cosi ci vogliono quattro iterazioni, e tre non bastano, per aumentare ¢,, di una
unita. In realta ¢,, aumenta di 1.2041 in quattro iterazioni.

Per cui, nel metodo di bisezione si ha ’approssimazione ¢, ha almeno t,
cifre decimali esatte e t,, aumenta di 0.3010 ogni iterazione e cosi aumenta di
una unita solo dopo quattro iterazioni. Naturalmente, il numero esatto di cifre
decimali esatte di ¢, puo essere piu grande di ¢,,.



3.4 Esempio di utilizzo del metodo di bisezione

Come esempio di utilizzo del metodo di bisezione, consideriamo il calcolo di
V2 =1.41421. ..

come zero di
f(z)=2-2 >0

2

hy

y=x2 -2

>

Per tale funzione
fl)=2*>-2, >0,
si ha
fl(@)=22>0, 2>0,
e quindi la funzione ¢ strettamente crescente in [0, +00).

Da
f(0O)=-2 e lim f(z)=+4

T—r—+00

segue che la funzione ha un unico zero che & V2.
Un intervallo di localizzazione & [1,2] avendosi

F)=—-1c f(2)=2.



n | ap bn, Cn, tn | 2* =2

0 1 2 1.5 0.3 | 1.41421...
1 1 1.5 1.25 0.6 | 1.41421...
2 1.25 1.5 1.375 0.9 | 1.41421...
3 1.375 1.5 1.4375 1.2 | 1.41421...
4 1.375 1.4375 1.40625 1.5 | 1.41421...
5 1.40625 1.4375 1.421875 1.8 | 1.41421...
6 1.40625 1.421875 1.4140625 2.1 | 1.41421...
7 | 1.4140625 1.421875 1.41796875 2.4 | 1.41421...
8 1.4140625 1.41796875 1.416015625 2.7 | 1.41421...
9 1.4140625 1.416015625 1.4150390625 3.0 | 1.41421...
10 | 1.4140625 1.4150390625 1.4145507812... | 3.3 | 1.41421...
11 | 1.4140625 1.4145507812... | 1.4143066406... | 3.6 | 1.41421...
12 | 1.4140625 1.4143066406 ... | 1.4141845703... | 3.9 | 1.41421...
13 | 1.4141845703... | 1.4143066406... | 1.4142456054 ... | 4.2 | 1.41421...

Il metodo di bisezione ¢ illustrato nella tabella.
sottollineate sono quelle esatte di V2.

Le cifre decimali di ¢,

Esercizio. In questo esempio del calcolo di v/2, quante iterazioni del metodo
di bisezione sono sufficienti per avere un’approssimazione con 20 cifre decimali
esatte?

3.5 Considerazioni sul metodo di bisezione

Il metodo di bisezione richiede solo la determinazione di un intervallo di localiz-
zazione dello zero per poter essere applicato e fornisce un’approssimazione per
lo zero buona quanto si vuole.

D’altra parte, la velocita con cui € prodotta 'approssimazione ¢ bassa: t,
aumenta di una unita solo dopo quattro iterazioni.

Il metodo di Newton che ora presenteremo richiede ulteriori informazioni
oltre alla semplice individuazione di un intervallo di localizzazione per poter
essere applicato con successo, ma risulta essere molto piu veloce del metodo di
bisezione.

Un altro vantaggio del metodo di Newton e che puo essere generalizzato a
equazioni vettoriali

flz) =0
dove f: D CR™ — R", vale a dire a sistemi di n equazioni
f1($1,$2,...71‘n)=0
f2(l‘17$2,...,.'1;n) :0
fn(x17x27"'7mn) :0

nelle n incognite x1, 2, . .., T, componenti di z, dove f1, fo,. ..
R sono le n componenti di f.

o fn i D CR" —

10



Il metodo di bisezione invece non puo essere generalizzato a tali equazioni,
mancando in R™ la relazione di ordinamento totale < che permette di definire
il segno dei valori della funzione e di far sussistere il Teorema di Bolzano.

4 1l metodo di Newton

Sia [a, b] un intervallo di localizzazione di uno zero z* di f.
Assumeremo ora anche che

iv) f' & definita e continua in [a,b] e f' () # 0 per ogni z € [a, b].

Notare che I’assunzione iv) implica le assunzioni i) e iii).

Infatti, dal fatto che f’ & definita in [a, b] segue che f & continua in [a, b]. Poi
dal fatto che f’ & continua e f’ (z) # 0 per ogni = € [a, b] segue (dal teorema di
Bolzano) che non possono esistere 1, z2 € [a, b] tali che f/ (z1) > 0e f' (z2) < 0.
Per cui f' (z) > 0 per ogni x € [a,b] e quindi f & strettamente crescente in [a, b],
oppure f’(x) < 0 per ogni = € [a,b] e quindi f & strettamente decrescente in

[a, b].

Sia xg € [a,b] un’approssimazione iniziale dello zero z*. Si puo ottenere
una nuova approssimazione x; di x*, sperabilmente migliore di zy, nel modo
seguente.

Si consideri ’approssimante lineare p di f in xg dato da

p(z) = f(z0) + [ (w0) (x — x0), z ER.

La nuova approssimazione x; ¢ la soluzione dell’equazione

p (@) = f (w0) + f' (z0) (z — m0) = 0,

che viene risolta al posto di

/(@) =0,
Si ottiene, essendo f’ (zg) # 0,
_ f (o)
=T f'(xo)'

11



y=f(x)

y=p(x)
Notare che la retta y = p (x), di cui si cerca l'intersezione z; con lasse z, &
la tangente al grafico y = f (z) nel punto (zo, f (zo)).

Se 1 € [a, b], allora si pud ripetere il procedimento usando x; come un nuovo
xo e ottenendo un’approssimazione xz; se x2 € [a,b], allora si puo ripetere il
procedimento usando xs come un nuovo xg e ottenendo un’approssimazione xs3;
e cosl via.

Nella precedente figura le successive approssimazioni si avvicinano a z* ri-
manendo tutte a destra di *. La successiva figura mostra invece una situazione
in cui le approssimazioni si avvicinano stando alternativamente a sinistra e a
destra, con xq che sta a sinistra.

12
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Esercizio. Nella prima delle precedenti figure sono mostrate le iterate xg, x1, T2, T3

che stanno tutte a destra dello zero z*. Affinché questo continui a valere per
tutte le successive iterate ¢ sufficiente che la funzione f a destra di * abbia una
certa proprieta. Quale?

Esercizio. Nella seconda delle precedenti figure sono mostrate le iterate
To,T1,T2,x3 che stanno alternativamente a sinistra e a destra di z*. Affinche
questo continui a valere per tutte le successive iterate e sufficiente che z* abbia
una certa proprieta. Quale?

Esercizio. Tracciare una figura in cui le successive approssimazioni si avvic-
inano a x* rimanendo tutte a sinistra di z* e una in cui si avvicinano stando
alternativamente a destra e a sinistra, con zg che sta a destra.

4.1 L’iterazione del metodo di Newton

Viene cosi ottenuta una successione {x,} di approssimazioni di z* definita
dall’iterazione

xn+1:$n7man:071a27“'a (5)
dove z( ¢ un punto di [a, b] fissato all’inizio che determina l'intera successione.
In questo consiste il metodo di Newton, detto anche metodo delle tangenti
dal momento che le rette tangenti al grafico y = f(x) sono coinvolte nella
costruzione delle approssimazioni x,.
Alla successione {z,,} definita in (5), si richiede:

e per ogni n € {0,1,2,...}, &, € [a,b] cosi da poter definire @, 1;
e lim x, = x*;
n— o0

e una convergenza veloce di x,, a * per n — oco.

13



Osserviamo che non & garantito avere x,, € [a,b] per ogni n € {0,1,2,...}

sotto la sola ipotesi xo € [a, b].
Nella sottostante figura, si ha un esempio in cui xg, z1,22 € [a,b], ma x3 ¢

[a, b].

Inoltre, anche se si ha x,, € [a,b] per ogni n € {0,1,2,...}, non & garantito

che x,, converga a z* per n — oo.
Nella figura sottostante si ha un esempio in cui le tangenti al graficoy = f ()

nei punti (zo, f (zo)) e (z1, f (z1)) sono sistemate in modo tale che la successione

{z,} sia alternativamente uguale a xg e 1.

Esercizio. Tracciare una figura in cui la successione {x,} ripeta periodica-

mente xg, T1 € Ta.

Vale pero il seguente teorema

14



Teorema 6 Se x,, € [a,b] per ognin € {0,1,2,...} e la successione {x,} con-
verge, allora essa converge allo zero x*.

Dimostrazione. Assumiamo z, € [a,b] per ogni n € {0,1,2,...} e lim =, =
n—oo

z.
Si ha 7 € [a, b], dal momento che z,, € [a,b] per ogni n € {0,1,2,...}.

La successione {z,} soddisfa

Tt T T )
n

, ne{0,1,2,...},

e, passando al limite per n — oo in ambo i membri, si ottiene

f (@)
/()
(essendo f e f’ continue in [a, b]). Da (6) segue f (%) = 0.

T=7T—

Siccome T & uno zero di f in [a,b] e * & l'unico zero di f in [a,b], si ha
= *
T=z* nm

Esercizio. Nell’iterazione del metodo di Newton, determinare x,; quando
*
Ty = 2"

Esercizio. Descrivere 'iterazione del metodo di Newton nel caso

f@)=mz+q, z€lab].

4.2 Convergenza locale del metodo di Newton

Vediamo ora quale condizione sull’iterata iniziale zy garantisce x,, € [a,b] per
ogni n € {0,1,2,...} e la convergenza della successione {z,} a z*.
A tale fine, scriviamo l'iterazione del metodo di Newton come

Tny1 =@ (xn), n=0,1,2,...,
dove ¢ : [a,b] — R, detta funzione di iterazione, & data da

I )
p(z) = @)

x € [a,b].

Introduciamo un lemma sulla funzione di iterazione .
Lemma 7 Sia f € C?([a,b]). Per ogni x € [a,b], si ha

L1
A E)

dove & e un punto compreso tra x e z*.

($ - x*)Z )

15



Dimostrazione. Sia z € [a,b]. Lo sviluppo di Taylor di f al grado uno attorno
al punto x fornisce

* * 1 *
0=f(a") = f(2)+ f (x) (" =)+ 31" (&) (2"~ 2)°, (7)
dove £ € un punto compreso tra x e x*. Dalla definizione della funzione ¢ si ha
f(x)
r=p(T)+
Ao

e quindi in (7) si ha

ﬂ@+f@ﬂﬁ—m:fuwﬁwm(ﬁ—w@w~””)=f@ﬂﬁ—w@»

Si ha cosi

da cui segue

]

Il seguente Teorema di convergenza locale del metodo di Newton dice come
deve essere preso z( in modo tale da garantire x,, € [a, b] per ognin € {0,1,2,...}
e la convergenza della successione {z,} a x*.

Teorema 8 Sia f € C?([a,b]) e sia
I =z"—¢egax"+el={zeR: |z —z"| <e},
dove € > 0, un intorno circolare dello zero x* tale che
I. Cla,b] e d.-e <1,

dove .
L1 [ (@)l
€

2 min |f (2)|
glellr:If ()]

Se xg € I, allora si ha:
e x, €1 perognin € {0,1,2,...};

e lim x, =z
n—r oo

o [2ni1 — x| < de- |z, — a7, ne{0,1,2,...}.

16



Dimostrazione. Assumiamo zg € I.. Proviamo che, per n € {0,1,2,...},
Tp €1, = xp4 € 1.
Per induzione seguira allora che z,, € I. per ogni n € {0,1,2,...}.

Sia xz,, € I.. Dal precedente lemma sulla funzione ¢ si ha

$n+1_$*:@($n)—.’ﬂ* zlf (gn)

2 Pl

dove &, € un punto compreso tra z,, e r*.
Poiche z,,,z* € I, si ha pure &, € I.. Pertanto, essendo z,, € I e &, € I,
si ottiene

max |f" (x
|Tn1 — ¥ = L)) e L. S Nan — 2t
" 2 [f ()] T ~ 2 min|f/(z)] "
xz€l.
= de- |33n - 1‘*|2. (8)
Quindi
Tpi1 — ¥ < de |z, — 2
= delxn, — 2| |z — 27|
dee - |z, —2*| essendo |r, —z¥| <¢ 9)

INIA

|x, —x*| essendo d.e < 1.

Si conclude
|Zpp1 — 2" < |a, — 2| <,

da cui xp,41 € I..

Proviamo ora che
lim =z, =z*.
n— oo
Si e visto sopra, in (9), che
|Tpy1 —2¥| < dce |z, —2*|, n€{0,1,2,...}.

Pertanto,
|z, — 2| < (dee)" - |zog — x|, n € {0,1,2,...}.

Avendosi d.e < 1, risulta

lim |z, —2*| =0.
n—oo

Infine, la disuguaglianza

|Zn1 — ¥ < de - |zn —2*°, ne{0,1,2,.. .},

17



¢ gia stata provata precedentemente in (8). m

Osserviamo che ’assunzione
I. Cla,bl e de.-e< 1

sull’intorno circolare I dello zero * nel Teorema di convergenza locale sussiste
prendendo € > 0 sufficientemente piccolo.

Infatti, se ¢ < min{z* —a,b— z*}, allora I. C [a,b]. Inoltre, essendo f’ e
1" continue su [a, b], si ha

3 1" _ 1" * . . ’ o ’ *
ggf(l)fwneaglf (@) =f"(=")| e ggrg)grgrglrellf ()] = f (z7)]
da cui ,
limd. =lim - ————— = - . 22
e—0 e—0 2 min |f (x)] 2 |f (z%)]
xel.
e quindi

limd. - =0.
e—0
Pertanto, esiste g9 > 0 tale che
O0<e<ey = dee< 1.

Si conclude che se € > 0 soddisfa ¢ < min{z* —a,b—z*} e € < gg, allora
I’assunzione su I. nel Teorema di convergenza locale sussiste.

4.2.1 1l metodo di Newton & localmente convergente

Un intorno U dello zero z* si dice un intorno di convergenza del metodo di
Newton se U C [a, b] e

per ogni xg € U: lim z, = 2*.
n—oo
Il precedente Teorema di convergenza locale dice che: un intorno circolare
I. di z* & un intorno di convergenza se I. C [a,b] e d. - < 1. Si & poi osservato
che si ha I. C [a,b] e d. - € < 1 per ¢ sufficientemante piccolo. 1l fatto che I.
sia un intorno di convergenza per ¢ sufficientemente piccolo, ci permette di dire
che esiste un intorno di convergenza del metodo di Newton.
Il metodo di Newton viene detto localmente convergente, per esprimere il
fatto che esso esiste un intorno di convergenza.

In pratica, convergenza locale per il metodo di Newton significa che la suc-
cessione {x,} prodotta dal metodo converge allo zero z* se xy & preso suffi-
cientemente vicino a x*, in modo da giacere in un intorno di convergenza del
metodo.

Come dimostrano I’esempio in cui xg, x1, 2 € [a,b] ma x3 ¢ [a,b] e quello in
cui la successione {x,} ripete periodicamente zq e x1, il metodo di Newton ha
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in generale solo convergenza locale. In generale non si ha convergenza globale,
vale a dire non si ha

per ogni xg € [a,b]: lim z, = z*.
n—oo

Comunque, in quegli esempi si avra convergenza se x( € preso sufficientemente
vicino a x*.

Esercizio. Si determini per ciascuna delle seguenti funzioni

fl@) = (@+2)° -8, ze[-1,1],
f(z) = sinz, z¢€ [—%,Z],
f(z) = arctanz, z €[-1,1],

un intorno circolare I. dello zero z* = 0 che sia un intorno di convergenza del
metodo di Newton. Osservare che i domini delle funzioni sono degli intervalli di
localizzazione dello zero.

4.2.2 Velocita di convergenza del metodo di Newton

Per quanto riguarda la velocita di convergenza allo zero z* della successione
{z} del metodo di Newton, osserviamo quanto segue.

Sia I. un intorno che soddisfa ’assunzione nel Teorema di convergenza locale
e sia xg € I..

Per ogni n € {0,1,2,...}, scriviamo

|, — 2| =107,

dove t,, € un oppurtuno numero reale. Questo significa che x,, approssima z*
con esattamente t,, cifre decimali esatte.
Dalla relazione

|Zpi1 —2*| < de - |zn —2*[*, n€{0,1,2,...},

si ottiene
10700 < d, - (107)% = d, - 1072, n e {0,1,2,...},

e quindi
tnt1 > 2t, —logygde, n€{0,1,2,...}.

Pertanto, nel metodo di Newton le cifre decimali esatte dell’approssimazione x,,
almeno raddoppiano ad ogni passo, all'incirca supponendo log;, d. non grande.
Sicuramente almeno raddoppiano se d. < 1.
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4.2.3 Confronto tra metodo di Newton e metodo di bisezione

Confrontiamo ora il metodo di Newton con il metodo di bisezione.

Il vantaggio del metodo di Newton rispetto al metodo di bisezione & la mag-
gior velocita di convergenza allo zero. Nel metodo di bisezione ci vogliono quat-
tro iterazioni per ottenere una nuova cifra decimale esatta nell’approssimazione
dello zero, mentre nel metodo di Newton le cifre decimali esatte all’incirca al-
meno raddoppiano ad ogni iterazione.

Lo svantaggio sta invece nel fatto che il metodo di Newton ¢ solo localmente
convergente, cioe e richiesto che l'iterata iniziale sia presa sufficientemente vicina
allo zero. Non e sufficiente la sola conoscenza di un intervallo di localizzazione
per ottenere delle approssimazioni buone quanto si vuole dello zero, cioé avere

lim z,, = z*, come accade nel caso del metodo di bisezione. Inoltre, il metodo
n—roo

di Newton richiede la conoscenza della derivata prima della funzione, che invece
non e richiesta dal metodo di bisezione.

4.2.4 Uso pratico del metodo di Newton

E’ difficile determinare a priori un intorno di convergenza del metodo di Newton.

Nell’uso pratico del metodo, si cerca di partire da un punto che sia il piu
vicino possibile allo zero.

Ad esempio, si possono fare alcuni passi del metodo di bisezione e usare
lapprossimazione ottenuta come iterata iniziale xg. Se la successione {z,} del
metodo di Newton con quella iterata iniziale esce dall'intervallo [a,b] oppure
rimane in [a,b] ma non si ha evidenza di una convergenza, allora occorre far
ripartire il metodo di Newton con un’iterata iniziale piu vicina allo zero, ottenuta
con ulteriori passi del metodo di bisezione.

Per avere evidenza di una convergenza si puo esaminare la successione cal-
colabile {f(z,)}, che converge a zero se la successione {x,,} converge a z*.

Tuttavia, come si vedra ora, sotto un’ulteriore ragionevole assunzione sulla
funzione f anche per il metodo di Newton puo bastare la conoscenza di un
intervallo di localizzazione.

4.3 Convergenza non locale del metodo di Newton

Vi sono situazioni in cui la convergenza del metodo di Newton avviene anche
non localmente. Questo significa che basta la conoscenza di un intervallo di
localizzazione dello zero per avere la convergenza delle iterate del metodo di
Newton allo zero.

Queste situazioni sono quelle in cui I'intervallo di localizzazione dello zero
x* di f oltre a ii) e iv) (che implica i) e iii)) soddisfa anche:

v) f"” & definita e continua in [a,b] e f” (x) # 0 per ogni = € (a, ).

Se vale v), si ha f” (z) > 0 per ogni = € (a,b) oppure f” (z) < 0 per ogni
x € (a,b), vale a dire f & strettamente convessa in [a, b] oppure f & strettamente
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concava in [a,b]. Osservare che la v) esclude lavere punti di flesso della f
all’interno dell’intervallo di localizzazione [a, b].

Le possibili quattro situazioni in cui valgono ii), iv) e v) sono mostrate nella
figura sottostante.

>0, £>0 S

>0, f<0

f<0, f>0 e
f<0, f<0

Sotto le assunzioni ii), iv) e v) vale il seguente Teorema di convergenza non
locale del metodo di Newton.

Teorema 9 Sia f € C? ([a,b]) tale che i), iv) e v) sussistano, vale a dire f (a)
e f (b) sono non nulli di segno opposto, f' (x) # 0 per ogni x € [a,b] e f (x) #0
per ogni z € (a,b). Se xq € [a,b] & tale che

sgn(zo — @*) = sgn(f'f"),
allora, per la successione {x,} del metodo di Newton, si ha:

1) {z,} ¢ strettamente monotona e si sposta verso x* rimanendo, rispetto a
x*, sempre sullo stesso lato di xg, cioé

To>T1>T2> > 0 To<TI <TR << TF

2) lim x, = z*.
n— oo

Osservare che 1) implica x,, € [a,b] per ogni n € {0,1,2,...}.
Osservare che
sgn(zo — z7) = sgn(f'f")

¢ una condizione sul lato in cui deve stare xg rispetto a *: zg a destra di z* se
sgn(f'f") =1 e xp a sinistra di z* se sgu(f'f"”) = —1.
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La seguente figura mostra, nelle quattro situazioni in cui valgono ii), iv) e
v), qual & il lato per cui la condizione sussiste.

, . X
>0, >0 | T =y
| |
X | } >0, f'<0
XX %o
| X, % l %o
| f<0, >0 x :
: f<0, <0 |
X |
| |
Xy X.

Dimostrazione. Sia zg € [a,b] tale che sgn (o — z*) = sgn (f'f").
Cominciamo provando che il punto 1) segue dal fatto che

sgn (Tp1 — ) =sgu(f'f") e sgn(Tnt1 —zn) =sgn(z” — zn)
per z, € [a,b] e z, # x™.
(10)

Infatti, si parte con zg € [a,b] dalla parte giusta rispetto a z*, vale a dire
sgn (zo — 2*) =sgn (f'f").

Ora, supponiamo valga (10) e supponiamo che x,, sia dalla parte giusta rispetto
a z*, vale a dire

sgn (zn — 2%) = sgn (f'f7).

Allora x,1 continua ad essere dalla parte giusta rispetto a x*, vale a dire
sgn (zn41 — ") = sgn (f'f").

Inoltre, z,,4+1 € compreso tra x,, e * e quindi risulta anche x,, 1 € [a,b]. Infatti,
dal momento che z,, e z,41 stanno dalla stessa parte rispetto a *, vale a dire

sgn (2 — %) = sgn (') = sgn (1 — ),
e x* e x4 stanno dalla stessa parte rispetto a z,, vale a dire

sgn (Tp41 — Tp) = sgn (z* — ),
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si ha
T > Tpy1 > T 0 Xp < Tpyp < ™.

Proviamo (10). Sia z,, € [a,b] e z,, # z*. Dal lemma sulla funzione ¢ si ha

1 "
dove &, & compreso internamente tra x,, e * e quindi &, € (a,b). Per cui,
1L /" (&)

sgn (Tp41 — ) = sgn ( (0 — $*)2) =sgn(f'f").

(Osservare che nell’assunzione v) si richiede f” diversa da zero solo in (a,b) e
non su [a, b], in quanto &, € (a,b)).
Inoltre, da

T = T ()
n

segue

I (zn)

Ora, il Teorema di Lagrange dice che

fan) = fzn) = f@") = f () (20 — 2%),
——

=0

Sign (2n — nt1) = sgn ( ) — sgn (f (2)) - sen ().

dove 7,, € compreso tra z, e z*. Per cui

sgn (f (zn)) = sgn (f') - sgn (zn — 2)

e quindi
sen (Tn —ns1) = sen(f (za)) - sign (f') =sgn (f)° - sgn (2 —27)
= sgn(z, —z")
da cui

sgn (anrl - xn) = sgn (.’1?* - an) :

Resta da provare lim z, = z*. Poiche la successione {z,} ¢ strettamente
n—oo

monotona e limitata (essendo compresa tra xo e x*), essa converge. Da un
teorema precedente segue che il limite della successione e lo zero z*. ®

Esercizio. Sia x¢ € [a,b]. Provare che la condizione

sgn (zo — z) = sgn (f'f")
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del Teorema di convergenza non locale e equivalente a
sgn (f (wo)) = sgn (f").

Esercizio. Sotto le assunzioni ii), iv) e v), sia 29 € [a, b] tale che sgn (zg — 2*) =
—sgn (f'f"). Mostrare che se 21 € [a, b], allora la successione {x,} del metodo
di Newton converge a x*, nel modo visto nel Teorema di convergenza non locale
a partire da x1.

4.3.1 Scelta di zy nella convergenza non locale

Nella seguente tabella viene riportato, per ciascuna delle quattro situazioni pos-
sibili sotto le assunzioni ii), iv) e v), quale estremo a o b dell’intervallo di lo-
calizzazione [a,b] prendere come zy in modo da avere una successione {x,,}
convergente allo zero.

Situazione

/>0, f">0
/>0, f"<0
<o, f7>0
<0, f7<0

ST
<}

Osservare che, dato l'intervallo di localizzazione [a,b] dello zero z*, lestremo
destro a ¢ 'unico punto dell’intervallo che sta con certezza alla sinistra di z* e
I’estremo sinistro b ¢ 'unico punto che sta con certezza alla destra di x*.

Esempio 10 Consideriamo ['unico zero della funzione
flz)=e"—uz, xR,
localizzato in [0,1]. Poiché
fx)y=—€e"=1<0 e f"(x)=¢e">0, x €R,

si ¢ nella situazione

Pertanto, la successione {x,} converge allo zero se xg sta alla sinistra di
esso. Si prende quindi xg = a = 0.
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1l metodo di Newton per tale esempio ha la forma

e SR )
Tn+1 = Tn f, (xn) — 4n “e—n 1 =Tn 6_;8”4-1
— % n=0.1.2
67‘/1:71«'»1 b b b 9t

Esercizio. Scrivere l'iterazione di Newton per determinare i tre zeri della
funzione
f@)=23=3z+1, z€R,

di un esempio precedentemente. Per ciascun zero determinare un intervallo di
localizzazione in cui valgano le condizioni ii), iv) e v) e trovare un’iterata iniziale
xo che garantisca la convergenza della successione del metodo di Newton allo
Z€ero.

Esercizio. Scrivere l'iterazione di Newton per determinare I'unica radice
nell’intervallo (0, 7) dell’equazione

. 1
sinr = —x
2

di un esercizio precedentemente. Determinare un intervallo di localizzazione
della radice in cui valgano le condizioni ii), iv) e v) e trovare un’iterata iniziale
2o che garantisca la convergenza della successione del metodo di Newton alla
radice.

Esercizio. Scrivere l'iterazione di Newton per determinare I'unica radice
dell’equazione
B Hr+1=0

di un esercizio precedentemente. Determinare un intervallo di localizzazione
della radice in cui valgano le condizioni ii), iv) e v) e trovare un’iterata iniziale
2o che garantisca la convergenza della successione del metodo di Newton alla
radice.

4.3.2 Velocita della convergenza non locale

La relazione
tn+1 > 2tn_10g10d57 ne {051727"'}5 (11)

vale per una successione {z,} con z¢ € I, dove I. soddisfa 'assunzione nel
Teorema di convergenza locale.

Sotto le assunzioni ii), iv) e v), per una successione {z,} con sign(xo—a*) =
sign(f’f"), la quale converge a x*, si ha

tnt1 2 2t — logl() dEa ne {TL(),TLO + 17”0 + 25 . '}7

dove ng & tale che z,, € I..

Infatti, dal momento che {x,, } converge a 2*, ad un certo punto la successione
entra in I.. Se xz,, € I, allora la coda {x, },>n, ¢ una successione del metodo
di Newton con iterata iniziale in I, e vale (11).
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In realta, per la successione {z,} si ha
tny1 > 2t, —logygdr, n€{0,1,2,...}, (12)
dove I ¢ lintervallo chiuso di estremi di estremi x* e zg e
1
1wl @)l
=5 T
min|f (z)]

d[l

Infatti, per n € {0,1,2,...}, dal lemma sulla funzione ¢ si ha

* * 1 fl/ (gn) *\2
Tnt1 — T —W(xn)_x _Q'f/(xn)'(xn_x)
dove &, € compreso tra x, e z*. Essendo z,,x* € I, si ha anche &, € I e quindi
Lo ()l 2 2
Tpa1 — 2| == 0w, — 2|7 <dp|z, — 2|7
| n+1 ‘ 2 |f/ (-rn)‘ | n | > ur ‘ n |
Scrivendo |z,11 — x*| = 107+ e |z, —2*| = 107' e passando ai logaritmi

(come precedentemente fatto nel caso della convergenza locale) si ottiene (12).

Esercizio. Sotto le assunzioni ii), iv) e v), per una successione {z,} con
sign(xg — 2*) = sign(f'f"), la quale converge a x*, provare che si ha

tnt1 2> 2tn — IOglo d[a,b]a ne {0, L,2,.. } )

dove .
Lo xrg[gf;]lf ()]
@t =9 Tmin |f (2)]
z€[a,b]

4.3.3 Funzioni f con punti di flesso

Il Teorema di convergenza non locale non puo essere applicato nel caso in cui
f € C?%([a, b]) possieda un punto di flesso in (a, b), vale a dire un punto in cui la
derivata seconda si annulla.

In questo caso puo essere applicato solo il Teorema di convergenza locale
e la convergenza della successione {z,} allo zero z* si ottiene prendendo x
sufficientemente vicino allo zero, utilizzando alcuni passi del metodo di bisezione
come precedentemente illustrato.

Tuttavia & chiaro che studiando opportunamente la funzione f € sempre
possibile escludere i punti di flesso dall’intervallo di localizzazione, a meno che
lo zero non sia esso stesso un flesso.
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4.4 Criterio di arresto del metodo di Newton

Anche se le iterate del metodo di Newton convergono allo zero z*, rimane il
problema di quando arrestare I'iterazione.
Supponiamo di voler fermare 'iterazione quando si dispone di un’approssimazione
x,, tale che
|z, — x| < TOL,

dove TOL > 0 e una tolleranza prefissata sul modulo dell’errore assoluto dell’approssimazione
T
Il seguente teorema ¢ di aiuto per sapere se si ha |z, — z*| < TOL.

Teorema 11 Per ognin € {0,1,2,...}, si ha

m
dove
m' = min |f' (z)].
z€[a,b]

Dimostrazione. Per n € {0,1,2,...}, dal Teorema di Lagrange risulta

f(zn) = f(zn) = [ (@) = (&) (wn — 27),
——

=0

dove &,, € compreso tra x,, € x.
Pertanto

SlrE) S

|xp —

La quantita calcolabile f (z,) puo essere quindi usata per monitorare l’errore
|x,, — *| tramite
f(x

Se il metodo di Newton viene arrestato con il criterio di arresto
|f (zn)| <m'-TOL,

allora si ha

m’ - TOL
m !

<

Ty — 27| < = TOL.
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4.4.1 Criterio d’arresto nella convergenza non locale

Nel caso in cui valgano ii), iv) e v), quello della convergenza non locale, m’ &
immediatamente determinato, dal momento che f’ ¢ strettamente monotona e
non cambia segno in [a, b].

Nella seguente tabella si fornisce m’ per le quattro situazioni possibili sotto
le assunzioni ii), iv) e v):

Situazione m’

f'>0, f" >0 (f crescente) 1 (a)
f'>0, f" <0 (f decrescente) | f'(b)
f<0, f >0 (f crescente) |f(b)]
f1<0, f" <0 (f" decrescente) | |f' (a)]

SN TR
=)

In tabella viene riportato anche ’estremo scelto come xg, al fine di osservare
che m/ ¢ il modulo della derivata sull’altro estremo.

Esempio 12 Nel caso dello zero di
flx)=e" -z, xR,

localizzato in [0,1], si ha la situazione f' <0 e f” > 0 e risulta

m' =|f (1)| =|—e"" = 1] = 1.3679.
Alcune iterate corrispondenti a xo = a = 0 calcolate con literazione di
Newton ( )
e Tz, +1
n = T _—z 1 :071727"'7
Tn41 . 1 n
per tale f sono presentate nella sottostante tabella:
010 1
1105 1.1-1071
2 | 0.5663110031972182 | 1.3-103
3 | 0.5671431650348623 | 2.0- 107
4 1 0.5671432904097810 | 4.6-10~™

Per cui, se si vuole un’approssimazione che soddisfi
|z, —2z*| < TOL

con TOL = 10710 (quindi con almeno 10 cifre decimali esatte), si deve prendere
T, in modo che
|f(z,)| < 1.3679 - 10710,

Una tale approssimazione é x4.
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Esercizio. Nell’esempio precendente, ¢ garantito che x4 abbia almeno dieci
cifre decimali esatte. Guardando la tabella cosa si puo dire in piu riguardo al
numero di cifre decimali esatte di x4?

Esercizio. Per ciascun zero della funzione
f@)=2>-3z+1, z€R,

di un esempio e di un esercizio precedenti, si determini un criterio di arresto
dell’iterazione di Newton per approssimare tale zero (cioé si determini m’).

Esercizio. Per la radice in (0,7) dell’equazione

. 1
sinr = —x
2

di esercizi precedenti, si determini un criterio di arresto dell’iterazione di Newton
per approssimare tale radice.

Esercizio. Per la radice dell’equazione
P +r4+1=0

di esercizi precedenti, si determini un criterio di arresto dell’iterazione di Newton
per approssimare tale radice.
4.4.2 Considerazioni sul criterio d’arresto fuori del caso della con-

vergenza non locale

Quando siamo fuori del caso della convergenza non locale e

r_ . /
m —xren[glb]lf ()]

e difficile da calcolare, si puo sempre rimpiazzare
|f (zn)| <m'- TOL

con

|f (zp)| < M'"-TOL,

dove M’ > 0 & una minorazione di m’ facile da calcolare. In tal caso, si ha
ancora

,o
(@)l M- TOL

|zn —2"] < < ;
m m

< TOL.

Se anche una tale minorazione ¢ difficile da calcolare, allora si puod comunque
arrestare 'iterazione quando

|f (zn)|] < TOL.

In tal caso, anche se
|z, —2*| < TOL
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non e pill garantita, si ha comunque

| < ()] TOL
m/ /

m

e si puo concludere che |z, — z*| non ha ordine di grandezza superiore a quello
di TOL, a meno che m' <« 1.

4.5 1l calcolo delle radici quadrate

Andiamo ora ad illustrare un esempio interessante dell’uso del metodo di New-
ton.
Dato ¢ > 0, la sua radice quadrata ¢ 'unico zero della funzione

fx)=2*—¢c, 2>0.

Infatti, si ha f(0) = —¢, lim f(x)=4occe

r—r+00
fl(@)=22>0, z>0,

e quindi f & strettamente crescente.
Si supporra ¢ > 1. Nel caso ¢ < 1, la radice quadrata di ¢ puo calcolarsi

come
1
7?
1
JE

dove % > 1. Per ¢ =1, la radice quadrata e 1.

Je =

Per ¢ > 1, un intervallo di localizzazione dello zero +/c & [1,b], dove b ¢ il
minimo intero positivo tale che b? > c. Infatti,

f)=1>-c=1-¢c<0, fO)=b>—-c>0

e inoltre f & strettamente crescente in [1, b].
Avendosi poi
(@) =2, x>0,

siamo nella situazione f’ > 0 e f” > 0. Il metodo converge per zg = b.
Il metodo di Newton prende la forma

2

zz—c 1 c

Tptl = T — ;x zz(xn+z),n:0,1,2,...
n n

Osservare che se x, & un’approssimazione per difetto (per eccesso) di /c,
allora, essendo

\/62%7

- & un’approssimazione per eccesso (per difetto) di /c.
n
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Quindi \/c si trova tra le sue due approssimazioni z,, e % e pertanto &
naturale prendere come nuova approssimazione migliore di z;, e == la loro media.
Questa e I’approssimazione x,,+1 fornita dal metodo di Newton.

Questo modo di calcolare le radici quadrate, noto fin dall’antichita, ¢ detto
metodo babilonese o metodo di Erone ed ¢ quello comunemente usato dai com-
puter e dalle calcolatrici.

Poiche siamo nella situazione f’ > 0e f” > 0, si ha

m' = f'(1)=2.
Pertanto, data una tolleranza TOL, si ottiene
|zn — Ve| = 2, — /e < TOL
con il criterio di arresto
|f (zn)| = |22 —c| =22 —c<2-TOL.
Osservare che i moduli possono tolti in quanto la successione {z,,} rimane sem-

pre a destra di v/c e quindi z,, > /c e 22 > c.

Esercizio. Determinare un criterio di arresto computabile (cioé che non usa
v/¢) basandosi direttamente su

’xn—\/a:a:n—\/EgTOL.

Suggerimento: si riscriva la precedente disequazione come

c= (Vo) >....

Per una tolleranza TOL fissata, quale criterio d’arresto tra questo e il precedente
e computazionalmente migliore, nel senso che con esso si effettuano un numero
di passi non maggiore che con l'altro?

Esempio 13 Consideriamo il calcolo di
V2 = 1.414213562373095

(utilizziamo 15 cifre dopo il punto decimale). Si ha b = 2 e literazione di
Newton

1
xn+12<xn+;>, 771:0,172,...7

con o = b =2 fornisce:

2 2
1.5 2.5-1071

1.416666666666667 | 7.0 - 103
1.414215686274510 | 6.0-10~°
1.414213562374690 | 4.5 - 10~ 12
1.414213562373095 | —4.4- 101

o | ||~ s
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Notare che ad ogni iterazione il numero di cifre esatte (quelle sottolineate)
di z,, all’incirca raddoppia.

Esercizio. Applicare il metodo di Newton per calcolare le radici n—esime,
dove n > 2 & un intero positivo. Si studi il metodo similmente a quanto fatto
per il calcolo delle radici quadrate.

4.6 Calcolo dei reciproci

Un altro esempio interessanti dell’'uso del metodo di Newton ¢ il calcolo dei
reciproci.
Dato ¢ > 0, il suo reciproco e I'unico zero della funzione

f(x):é—g x> 0.

Infatti, si ha ili%f (z) = +o0, IEIJPOO f(x)=—ce

1
f’(a:)z—ﬁ<07 x> 0.

e quindi f e strettamente decrescente.
Si supporra ¢ € [1,10). Per ¢ ¢ [1,10), si ha sempre

c=7¢- 107,
per qualche ¢ € [1,10) e p € Z, e quindi il reciproco di ¢ pud calcolarsi come

1 1
- = - 10-}7.
C C

Si supporra anche ¢ # 1: il reciproco di 1 & 1.

Per ¢ € (1,10), un intervallo di localizzazione dello zero 1 & [0.1,1]. Infatti,

1 1
f0l)=——¢c=10—c>0, fl)=-—c=1-¢<0
0.1 1
e f & strettamente decrescente in [1, 10].

Avendosi poi

2
f”(gj):;’ .13>0,

siamo nella situazione f’ < 0 e f” > 0. Il metodo converge per o = a = 0.1.
Il metodo di Newton prende la forma

1

Zn

=22, —cx? =x,(2—cr,), n=0,1,2,...

Tn41 = Tp —

22
w‘!L

L’iterazione viene effettuata solo con le operazioni di addizione, opposto e molti-
plicazione. Questo ¢ il modo comunemente usato dai computer e dalle calcola-
trici per calcolare i reciproci ed effettuare le divisioni (% ¢ calcolato come b - %)
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Poiche siamo nella situazione f' < 0e f”/ > 0 (f' crescente), si ha
m'=|f' (1)| = 1.
Pertanto, data una tolleranza TOL, si ottiene

zl—mngTOL
c

Ty — —
c

con il criterio di arresto

|f(zn)|‘1c :ifchOL.
Ty,

Tn

Osservare che i moduli sono tolti in quel modo dal momento che la successione
{n} rimane sempre a sinistra di 1 e quindi ,, <1 e - > ¢

- - © 2z,
Il criterio di arresto si scrive in maniera equivalente come

1—-cx, <TOL:x,

e il controllo di questa relazione richiede solo le operazioni di addizione, opposto
e moltiplicazione.

Esercizio. Determinare un criterio di arresto che richieda solo le operazioni
di addizione, opposto e moltiplicazione basandosi direttamente su

1
= - -z, <TOL.
c

Ty — —
c

Per una tolleranza TOL fissata, quale criterio d’arresto tra questo e il precedente
e computazionalmente migliore?

Esempio 14 Consideriamo il calcolo di

% = 0.1428571428571429.

L’iterazione di Newton
Tn41 :.’En(2—0$n)7 ’I’L:O,l,2,...,

con xg = a = 0.1 fornisce:

n | Tn [ (xn)
001 3

110.13 6.9-1071

2 1 0.1417 5.7-1072

3 | 0.14284777 461077

4 [ 0.1428571422421897 | 3.0- 1078

5 | 0.1428571428571429 | —8.9- 1016

Esercizio. Applicare il metodo di Newton per determinare i valori di log
utilizzando solo le operazioni aritmetiche e la funzione exp. Si studi il metodo
analogamente a quanto fatto per il calcolo delle radici quadrate e dei reciproci.
Suggerimento: loge, ¢ > 0, e radice dell’equazione e* = ...
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