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Problema regolare di stima

Definizione

Un modello (), pg,©) costituisce un problema
regolare di stima se

@ il modello & identificabile;
@ O ¢ un aperto in RY:
@ il supporto di py(y) non dipende da 6;

Q si ha 5 J
/%pe(}’)dy: @/pe(y)dy
82

d2
ﬁpg(y)dy = ﬁ/Pe()’)dy

o d?
/ o Py = — 2 / pa(y)dy
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©  Precisione dello SMV  « Informazione e Proprieta dello SMV o Proprieta asintotiche dello SMV o

Precisione dello stimatore e verosimiglianza

Lo SMV realizza il massimo di L, gli altri valori possibili possono essere
confrontati con esso sulla base di quanto diminuisce la verosimiglianza

Lo
L

~—

~—

Conviene ragionare con la log-verosimiglianza, sicché il confronto si basa su

L(6)
L(f)

log =1(0) — I(A)

Queste quantita permettono di confrontare 6 con uno specifico 0

vorremmo perd, accanto a queste misure specifiche 0 contro #, una misura
generica, 6 contro © — 0, diciamo.
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Precisione e curvatura

Approssimiamo /(), purché sufficientemente regolare, con uno sviluppo di
Taylor in 6

A

1(0) ~ 1(6) + 1, (8)(6 — ) + %/"(é)(e — 6)?

assumendo /() = 0

1(6)
~ ]_ ~ ~ 1 A2
~10)+ Z1"(0)(0 —0)>  ©red
2 1(8)
dove —/"(f) prende il nome
di informazione osservata, che
indichiamo con J(#), sicché
1 " 0 8
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Quanto & buona questa approssimazione?

La bonta dell’approssimazione puo essere valutata derivando |'espressione

10) ~ 1(0) — %J(é)(& — 9

1.(0) ~ —J(B)(0 — 0) o
—(U(B)V20(0) ~ £ ()0 — B) "

Si disegna quindi un grafico con le due quantita
sugli assi, se |'approssimazione & buona il grafico N
€ vicino alla bisettrice del | e Ill quadrante. —(J(G))(_l/z)lf(e)

Ha senso la verifica per 1/ J(8)(6 — 0) € [-2,2].
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Normale, varianza nota

Nel caso della normale con varianza nota si ha
n
1(0) = ———(7 — 0)?
(6) = 5057~ 0)
e quindi
n
()= —=(y—0
(0) = 57~ 0)

//10 :_i
0) =5

I'informazione & pertanto n/a2 e |'approssimazione &

A

~ 1n
16) = 18) — 5 56— 0
che coincide (essendo § = y) con la verosimiglianza.

~ F.Pauli (DEAMS Universita di Trieste) [T 7/
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Normale, media nota

Nel caso della normale con media nota (x = 0)
/(0'2):——|Og(0' 2% szl

e quindi



~® Precisionedello SMV e Informazione e Proprieta dello SMV e Proprieta asintotiche dello SMV e
Normale, media nota

calcolata in 6% =Y, y?/n & pari a

n n n
J6) = —— =
(07) =254+ 54 = 24

e quindi I'approssimazione &
1 n
2264

I(0?) = 1(6°) — (02 — 5°)%



Normale, media nota

Verosimiglianza e approssimazione quadratica, grafico tra punteggio e
parametro standardizzati.
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Binomiale

Sia S =", yi il numero di successi

1(0) = Slogf + (n— S)log(1 —0)

e quindi
. S n-S
FO) =519
€ ; S n-5S
inf=S/nsiha
A n
J(O) = = P
©) 6(1—0)
e quindi I'approssimazione &
N 1 n N
1(6) = I() — Em(9 — )2
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Binomiale

Verosimiglianza e approssimazione quadratica, grafico tra punteggio e
parametro standardizzati.
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Informazione osservata

Definizione
Si dice informazione osservata

J(@) = -1"(9).

Nel caso multivariato J & una matrice quadrata di
dimensione pari alla dimensione di

d2

J(6) = 1(6)
~dodeT V|,_;
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Altra informazione

L'informazione osservata & legata a un particolare campione
J(O) = ~1"(0;)

cioé J() e la curvatura in @ della particolare funzione di verosimiglianza
associata al campione (osservato) y.

E utile pero definire un analogo di J che non sia legato ad un particolare
campione, questo si puo ottenere considerando una media sui possibili
campioni, si perviene allora a

F. Pauli (DEAMS Universita di Trieste) Intro, Statistica (cp) 15 / 96
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Informazione attesa

Definizione

Si dice informazione attesa di Fisher
Z(0) = Ey(—1"(9)).

Nel caso multivariato si ha la matrice di informazione

attesa
z =—E 72 TI 0

(dove si intende che la speranza matematica & fatta
rispetto alla distribuzione f(y; 0)).

L'informazione attesa & una misura media delle curvature delle

verosimiglianze associate ai possibili campioni per quel particolare modello.
F. Pauli (DEAMS Universita di Trieste) Intro, Statistica (cp) 16 / 96



Informazione osservata e attesa

@ l'informazione osservata & pil specifica per il particolare problema che
si sta affrontando,

@ l'informazione attesa misura quanto difficile & stimare un parametro in
relazione al particolare modello (non al particolare modello e
campione)

F.Pauli (DEAMS Universits i Trieste) N 1+ / o
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Informazione per il modello normale

Sia Yj,..., Y, ~ IIDN(u,0?), si ha allora il vettore punteggio

ol n,_
@:;(y—u)

o n 1 ' s
507~ 202 F gt 20 )

e le derivate seconde

?l__n

o2 o2

0?1 n 1 5
B = 208 08 2V H)

ol ol

oud(c?)  0(c?)ou - _?(}7 — )

~ F.Pauli (DEAMS Universita di Trieste) [ 13/ %
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Informazione per il modello normale

L'hessiano € quindi la matrice

- [ : 1 (yl)

—— L _je)=1, 3 !
agag7' ) 2T -n) ok 1)?

otteniamo allora la matrice di informazione osservata J(f) sostituendo ai
parametri le SMV cioé

~ F.Pauli (DEAMS Universita di Trieste) [ 19 ) %
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Informazione per il modello normale

L'hessiano € quindi la matrice

d? 4 L (7 — 1)
_deGTI(e) - Lﬂ( n

V—n) sm— Y ilyi—n

Si ottiene invece la matrice di informazione attesa calcolando le speranze

matematiche e si ha allora, ricordando che

o E(y) = p e quindi E(L(y — ) =0;
o E((yi — p)?) = 0 e quindi

n 1 n
(L =S (i—p?) =2
(204 o6 Z(y ) ) 204

Edunque
oo
) = | .
o-15 2

F. Pauli (DEAMS Universita di Trieste) Intro, Statistica (cp)
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Media della funzione punteggio

Si ha

supponendo di essere in un problema regolare di stima

ne consegue anche che

var(1*(0); 0) = E((I"(6))*0)

F. Pauli (DEAMS Universita di Trieste) Intro, Statistica (cp) 20 / 96
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Informazione e varianza della funzione punteggio

Si ha poi

2
B @)%0) = [ (551065000 i)y

F.Pauli (DEAMS Universits di Trieste) N -1 | o
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Informazione e varianza della funzione punteggio

Si ha poi

2
B @)70) = [ (5 106700)) iy

- / <f(y1; e)gef(” 0)>2 i)y

qui notiamo che

o2 o (10 1 /80 \° 16
aez"’gf—aa(faef) = R <ae”> T Fa’

170\ o 1 92
ﬂ(aef> = o8t o’
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Informazione e varianza della funzione punteggio
Si ha poi
P 2
B ©)7:0) = [ (510870i)) rlvi0)ay

0
== | 302 log f(y; 0)f(y;0)dy+

o f (@;;f(y;e)) f(y:0)dy
- _F (aa; log f(y;9)> + j;/f(y;@)dy

— _E (88922 log (y; 9)> =1(0)
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Informazione e varianza della funzione punteggio

Si ha quindi
var(1*(6); 0) = E((I*(0))% 0) = Z(6).

Nel caso multivariato la formula si scrive

Z(6) = E (@) 0))7:0).

FPauli (DEAMS Universits di Trieste) [ 2 / o
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Z(0) e Z(6q)

Detto 6y il vero valore del parametro la quantita che interessa &
Z(6o)
che ovviamente non & nota, si ha pero che
se § & consistente
allora (teorema di Slutsky)
Z(9) — Z(0o).

ciod Z(0) & uno stimatore consistente per Z(6p).

~ F.Pauli (DEAMS Universita di Trieste) O 23/ %%
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Informazione e indipendenza

Se le osservazioni Y; sono indipendenti

0
log f(y;; 0) = log f (yi;
L(6y) = 8gzog (vi:60) = 58 (vi; 6)
e quindi
ZE( 8(L)zlogfy,, ) ZI
cioe |'informazione, in caso di indipendenza, & la somma delle informazioni.

Se in aggiunta si ha identica distribuzione
2

Z(0) = nE ( ;02 log f(y1; 9)) = ni()

dove i(0) & l'informazione associata a un'unica osservazione.
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J(0) e i(6o)

Se il campione & 1ID
n 82
() == Hg2'0ef i 0)
i=1

dove le v.a. g—;zlogf(y;; 0) sono 11D, quindi,

2

%Jn(e) % _E (%Iogf(n; 0)) = i(0)

Sotto opportune condizioni si pud anche mostrare che

L n(0) — i(0o)

~ F.Pauli (DEAMS Universita di Trieste) YO 5 | %%
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Informazione e riparametrizzazioni
Sia 6 unidimensionale, consideriamo la riparametrizzazione
P =1(0)
a (V,f(y:0),0) a (V. glyiv), V)
g(y:(0)) = f(y: 0)

allora

L) = 2 ing(yiv) = 2 In Fly: (1)) = dw(alnf( e))

8@0 oY

e quindi I'informazione attesa &

I(p) = varl, () = (iﬁ)zz(e) - (f;g)z 7(0)
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Informazione e riparametrizzazioni, caso di parametro
multidimensionale

Nel caso di parametro g-dimensionale, dove la trasformazione & definita
dalle

P1(01,...,0q)

Pg(01,...,0q)
si ha
I() = ATZ(H)A
dove A & una matrice g X g con elemento i/,

do;

Ajj=
o dwj

F. Pauli (DEAMS Universita di Trieste) Intro, Statistica (cp)
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Informazione e varianza

Un legame generico tra informazione e varianza di uno stimatore &
suggerito dalla diseguaglianza di Rao-Cramer, secondo la quale, per uno

stimatore non distorto 8 si ha
var(d) > ()7 !

che, nel caso di campione casuale semplice, diventa

1
ni(0)

var(d) >

~ F.Pauli (DEAMS Universita di Trieste) YO 25/ %%



Modello con statistica ancillare

Sia (aj, y;) campione di v.a. indipendenti con
@ a;€{0,1} e P(a; =0)=1/2,
° yilai=k~N (9,03)

si ha allora

o 1 1
1(0) = — Z log o2 — 5 Z O__g(yj —0)
i=1 = i

e la funzione punteggio &



Modello con statistica ancillare

La derivata seconda della log-verosimiglianza & allora

WQZ_EL%
o 7(0) = E(—1"(6)) = }:E< ) (%+ja

09 071

) = 1) = "2 2

2
o) 01

~

si noti che, in generale, Z(d) # J(0).
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Esempio: normale con coefficiente di variazione unitario

Sia y1,...,yn ~ IID(N (6,6?)), 6 > 0, allora

L 1 1 4
LO) =] — exps —— ,-—92} 0 "exp{ —— 2 _20ny + 62
(0) ,11 = Xp{ S i =0 XP{ > <Zy, 3%

i=1

_ Xy ny
1(0) = —nlog 6 — 202 + 0

e quindi

le radici sono

1

0y _ = T <—n)7 + \/n2)72 + 4nZyi2>
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Esempio: normale con coefficiente di variazione unitario

dove _ < 0 & al di fuori dello spazio parametrico mentre 6 ¢ all’interno

(si noti che \/n2y2 +4n3" y? > |ny|), studiando il segno della derivata
prima si evince che 64 & un massimo, insomma

1

6 = > <—n)7+\/n2)72+4n2yi2> )

La derivata seconda della log-verosimiglianza &

n  3Yy? 2ny
10 =2 — — 03

e si ha quindi

n  3nE(y?) 2nE(y) 3n
0 =-p+ %~ ~—¢
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Invarianza (equivarianza) rispetto a riparametrizzazioni

Consideriamo una riparametrizzazione ¢ = ¢(6) : © — & biiettiva

(Y0, p9) = (V,V, &)

Proprieta

Se § & la SMV per il primo modello allora

Si ha infatti, qualunque sia 6 € ©
8y (Y) = ps(y) > pa(y) = gy(0)(¥)
siccome v & biunivoca, al variare di 0 in ©, ¥(0) “copre” tutto WV,
g¢(é)(Y) >gyly) Vipew
e quindi 1(d) & SMV del secondo modello.

F. Pauli (DEAMS Universita di Trieste) Intro, Statistica (cp)
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Invarianza (equivarianza) rispetto a riparametrizzazioni

Consideriamo una riparametrizzazione ¢ = () : © — & biiettiva

(y,@,po) — (y7w7g1/1)

Proprieta

Se § & la SMV per il primo modello allora

Si ha poi
Z,(0) = ATZ(6o)A

dove A & la matrice con elemento i, gi",.
J

F. Pauli (DEAMS Universita di Trieste) Intro, Statistica (cp) 34 /96



e Precisione dello SMV o Informazione e Proprieta dello SMV ~ « Proprieta asintotiche dello SMV o

Esponenziale, due parametrizzazioni

Consideriamo y1,...,y, ~ lID pp(y) = 0e~% e sia
p=h0) =1/ — pyly)=e""/¢

la log-verosimiglianza per 6 &
I(6) = nlog 6 — 6’2}/,-
i
In virtu dell’invarianza si ha

6=1/y =d="h@)=7
Infatti la log-verosimiglianza di ¢ &

I()) = —nlog =) i

e la funzione punteggio si annulla per 1/3 =1/y
L) =—npt+972) "y
i

F. Pauli (DEAMS Universita di Trieste) Intro, Statistica (cp) 35 /96
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Riparametrizazioni: informazione

Per quanto riguarda I'informazione di Fisher si scriva, nel caso di un

Proprieta asintotiche dello SMV o

parametro reale, la funzione di log-verosimiglianza per il parametro ¥ come

ho (1) = lo(h™(¥))

derivando questa due volte si ottiene

() d (d/e(e)

dg> do\ do |, >
_ d?le(0) (dh 1(¢)> N dle(8) d*h= ()
0% oy \ Y 90 oopr(wy V2

e quindi

7o) = £ ()~ r iy (4 0)

in virtu del fatto che il punteggio ha media nulla.

F. Pauli (DEAMS Universita di Trieste) Intro, Statistica (cp)
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(Segue) Esponenziale
Nel caso dell’esponenziale con parametro 0: Yi,..., Y, ~up =% si ha
I@(Q) = n/92
Da questo si ricava

dh™* ()
dip

Considerando d'altra parte la derivata seconda della log-verosimiglianza

2
To(®) =z@(h—1(w))< ) = (L) AJRY = nfy?

ly () = ny~2 — 2ngy>
si ha, ricordando che E(y) = ¢

Ty(V) = —E(k()) = np~?

F. Pauli (DEAMS Universita di Trieste) Intro, Statistica (cp) 37 /96



e Precisione dello SMV o Informazione e Proprieta dello SMV ~ « Proprieta asintotiche dello SMV o

Riparametrizzazioni: informazione

Nel caso di parametro multidimensionale
Y =1(0) : RY — R

(i per i=1,...,d &1'i-mo elemento di ¢), 8 = 0(¢)) indichiamo la sua
inversa allora
Z,(0) = ATZ(6) A

dove A & la matrice con elemento i, j ng,
J

Da cio deriva che la distribuzione asintotica per 1/3 e
V(= o) =4 N(0,(ATZ(6p)A) )

E bene notare che questo non & lo stesso risultato che si otterrebbe
considerando la normale come distribuzione asintotica di # e valutando la
distribuzione del trasformato ¢ = 1(0).

F. Pauli (DEAMS Universita di Trieste) Intro, Statistica (cp) 38 /96



e Precisione dello SMV o Informazione e Proprieta dello SMV ~ « Proprieta asintotiche dello SMV o

Normale, stima della varianza e dello s.q.m.

Poco sopra si & considerato il modello N (,u, 02) dove 0 = (u,0?),
consideriamo la riparametrizzazione

(1, 0%) = (1, 0)

si ha allora i
_ 2
I(/L,O’)——ﬂlOgO’— 202 £ (yi_:u)
: LSy~
L(p, o) = n? Y- :|
(n,0) [—U + *3 >oilyi 1)
quindi

B —n/a2 —22 (vi — )/U
J((w,0)) = |:—22;(YI_U)/J3 *—*Z(YI ) :|

- {n/o(}z —n/(()z&z)] Hewo) = {n/oﬁ ,,/(202)}

F. Pauli (DEAMS Universita di Trieste) Intro, Statistica (cp) 39 / 96
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Normale, stima della varianza e dello s.q.m.

160="5" o] =[5 o)

Usando la formula sopra riportata per la trasformazione di variabile,

essendo la nuova parametrizzazione v legata alla vecchia, 0, da

g(1) = (61,1/02)

Si ha allora

ATZ(O)A = [(1) 2(37] {n/ooz n/ga4] [(1) 2?7} - [n/002 n/(gaz)

F. Pauli (DEAMS Universita di Trieste) Intro, Statistica (cp)
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Esempio: uniforme, continua

Sia (Y1,..., Y,) ~ lID Unif(0,0), § = M, = Y(n), ricaviamo la
distribuzione dello stimatore.

Ciascuna Y; ha funzione di densita

fr(x: 0) 1/6 se0<x<¥
x;0) =
X 0 altrimenti

e quindi funzione di ripartizione

0 sex <0
Fx(x;0) = foxl/Gdtzg se0<x<#6
1 se x > 0.

~ F.Pauli (DEAMS Universita di Trieste) [ 2 ) %%
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Esempio: uniforme, continua

Sia (Y4,...,Yn) ~ IID Unif(0,6), § = M, = Y(n), ricaviamo la
distribuzione dello stimatore.

1/6 -
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Proprieta dello SMV

Uniforme, distribuzione dello SMV

. Proprieta asintotiche dello SMV o

La funzione di ripartizione di M,, & dunque

Fu(y) = P(M, <y)=P (ﬂ(Yf Sy)> [[PYi<y)

i=1
0 sey<O
=[Fr(]"=4% se0<x<0
1 sey>46.

Possiamo calcolare anche la corrispondente funzione di densita che risulta

d e 0 < y <40
fu(y) = —F, o -
m(y) dy m(y) { altrimenti.

F. Pauli (DEAMS Universita di Trieste)
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Uniforme, diversi stimatori

Consideriamo la stima col metodo dei momenti

_ +o00 9y 0 N a
Y:E(Y):/ yfy(y)dy:/ Edy:§:>9:2Y.
—00 0

Confrontiamo gli stimatori sotto tre aspetti,
a. appartenenza della stima allo spazio parametrico
b. correttezza

c. errore quadratico medio

FPauli (DEAMS Universits di Trieste) N -+ / o
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Confronto stimatori: appartenenza della stima allo spazio
parametrico

@ Lo stimatore di massima verosimiglianza ¢ tale per cui Y; € [O,HA] Vi
per costruzione.

@ Lo stimatore del metodo dei momenti non rispetta invece questa
condizione, se ad esempio il campione fosse (0.5, 1.5, 10) si avrebbe
G=2Y=2x4=8ex3>0.

Questa circostanza farebbe preferire lo stimatore di massima
verosimiglianza.
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Confronto stimatori: correttezza

E(0) = E(2Y) = 2E(Y ( ZY)_2 E(ZY)

= 2% Y E(Y) = 2;25(\/1) = 2%nE(Y1) =2E(Y1) =16

quindi lo stimatore 6 ottenuto col metodo dei momenti & corretto.

FPauli (DEAMS Universits di Trieste) N 5 | o
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Confronto stimatori: correttezza

Per quanto concerne lo stimatore di massima verosimiglianza si ha

E(0) = E(M,) = /+°o tha(t)dt

— 00

ricordando quanto visto al primo punto otteniamo

[ n—1 6 n+1
t 0
:/ i g = g =P 1y
0 0” 0” 0 9”n+1 n+1

quindi lo SMV non & corretto

~ 1

& comunque asintoticamente corretto in quanto E(M,) — 6.

Sotto I'aspetto della correttezza, dunque, lo stimatore 0 risulta preferibile.
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Confronto stimatori: EQM

Proprieta asintotiche dello SMV o

Per lo stimatore § 'EQM & uguale alla varianza, poiché lo stimatore &
corretto, quindi

EQM(A) = V(A) = V(2Y) = 4V(Y) < ZY>—4 (ZY)

1 62
n2Zv —2ZV(Y1):4?nV(Y1):3—n

1

poiché V(Y1) = 62/12.
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Confronto stimatori: EQM

Per lo stimatore 8 invece dobbiamo tenere conto anche della distorsione,
abbiamo allora

V(0) = V(M,) = E(M7) — E*(Mp)

dove

“+o00 [} n—1 n+2

t n o n
E(M?) = £2f, tdt:/ et Y 62
(M7) /OO m(t) o On 0nn+2  n+2

e quindi

2
" n n n
V(0) = 2 _ g =>—
() n+2 <n+1 ) (n+2)(n+1)2
I'errore quadratico medio & invece

62 n6? 262

+12 (1 +2)n+12  (n+2)(n+D)

EQM() = bias® + V(f) =
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Confronto stimatori: EQM

EQM di  (nero) e f (rosso).

Il criterio dell’errore quadratico
medio fa preferire lo stimatore di
massima verosimiglianza

025

0.20
L

EQM

010
L

005
L

Nel complesso dunque che stimatore scegliamo?

L’EQM & migliore per 6, che garantisce anche I'appartenenza della stima

allo spazio parametrico, |'unico punto a favore di 6, la correttezza, &
trascurabile. La conclusione e in favore dello stimatore di massima
verosimiglianza.

F. Pauli (DEAMS Universita di Trieste) Intro, Statistica (cp)
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Convergenze stocastiche

Sia Y}, successione di v.a

@ Y, converge in probabilita a Y, Y, Py sse

lim P(]|Y,— Y] >e)=0 Ve>0
n——-o00

o Y, ~ F, converge in legge a Y ~ F, Y, % Y sse

. .C.
@ Y, converge quasi certamente a Y, Y, T Y sse

P(Iim Yn:Y):l

n—oo

@ Y, converge in media p-maa Y, Y, 5y sse lim E(|X, — X|P) =0.
n—o0
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Risultati notevoli sulle convergenze

o Legge dei grandi numeri: {Y;} 1ID, E(Y?) < +o0, allora
1~y ac
- Z Y = E(V1)
i=1

e Teorema del limite centrale: Y, 1ID, E(Y?) < +o0, allora

SI Y nE() 4

0,1)
nvar( Y1)

@ Relazioni tra convergenze
c. d
.5y = v, By = v,5Yy

v, By = v, Ay

d
Y,—c¢c = Y,,£>c
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Convergenze e operazioni

Considerando due successioni X, e Y, che convergono in probabilita a X e
Y, allora

o Xp+ Yy o X+ Y

e cX, Poex

o X,Y, £+ XY

o X,/Y, 2 X/Y

0 g: RX — R™ continua, X, a valori in R¥, allora

P
g(Xn) — &(X)
le relazioni valgono anche sostituendo convergenza in probabilita con

convergenza in legge.
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Teorema di Slutsky

Teorema
Siano X, Y, successioni di v.a. tali che

e sia
Th = g(Xn, Ya)
con g(x,y) : R? — R funzione
@ continua di y per ogni x e
@ continua in x = ¢ per ogni y
allora
Th =4 8(c,Y)

Proprieta asintotiche dello SMV

F. Pauli (DEAMS Universita di Trieste) Intro, Statistica (cp)
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o e dello SN0 e 0 e dele Sy o (e esfieiie ddlb WY o
Teorema di Slutsky

Conseguenza: la t di Student converge a una normale

Lz .z
VUp/n 1
dove U, ~ x2 e Z ~ N(0,1) e poiché
e E(U,/n)=1evar(U,/n)=1/n— 0 quindi E(U,/n—1)> =0
o Slutsky con g(x,y) = x/\/y
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Ordini di infinito e infinitesimo

Date due successioni {a,} e {b,} di reali si ha

b
b,=o0(a,) <« lim =0,
n—+00 ap
: by,
b, =0(an) < lim | —| < +oo0.
n—+o00 | dp

Analogamente per una successione di v.a. {X,} e una successione di reali
a, si ha

Xn
Xn=o0p(an) & . LA 0,
Xn=0p(an) & Ve>03M:tc. P< a—" > I\/IE> <eVn> N..
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Proprieta degli ordini di infinito e infinitesimo

Si danno di seguito alcune immediate conseguenze e alcune proprieta
o X, =op(1) & X, 20
o X, = Op(1) la probabilita di osservare valori elevati in valore assoluto
di X, e limitata.
e se X, = op(an) e Y, = op(by), allora
o X, Y, = op(anbn);
o X+ Y, = o,(max{a,, bn}).
@ se X, = Op(an) e Y, = Op(by), allora
o X,Y, = Op(anbn);
o X, + Y, = Op(max{a,, bs}).
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Proprieta degli ordini di infinito e infinitesimo

o se X, = Op(an) e Y, = 0p(by), allora
o X,Y, = op(anbn).

o Se X, & tale che E(X?) = a2 < 400 e b, & una successione di reali
positivi allora

o a2 = 0(b?) = X, = Op(bn);
o a2 =o(b2) = X, = 0,(by).

@ Dati X, e a, successioni di v.a. e reali tali che
d
an(Xp—c)—=2Z
con c reale e Z v.a. non degenere, allora

Xn =c+ Op(a;]')
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Sviluppo in serie stocastico
Consideriamo una successione X, tale che
Xp=c+ Op(an), an—0

Sia poi f(+) € C¥ si ha lo sviluppo

1 S 1

)+ ZF)x = ) + (V) = F))(x - o)

i=1

con v compreso tra ¢ e x, e di conseguenza con resto

L)~ FO()(x — ) = of(x — )

Sostituendo X, a x si ha un’espressione per f(X,) sulla falsariga di quella
sopra,

(X:) = e +Z FO() (X =€) + 1 (FO(Va) = D)X, — o)

dove V,, & compreso tra c e X,,.
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Sviluppo in serie stocastico

k
F(Xn) = () + 3 I,—llf(’)(c)(X,, o+ %(f(")(v,,) AR () (X — )k
i=1 "’ |

dove V,, € compreso tra c e X,,.

Essendo V,, & ¢ ed essendo f(¥) continua si ha
FOWV,) B FW(e) coe FII(V,) — F(c) = o,(1).
D'altra parte si ha (X, — ¢)* = 0,(a¥) e quindi

n

SOV, FO()(X, — ) = o(a})
e per f(X,) si pud scrivere
k
%) = () + 3 FFO(X, — ) + oplak). 1)
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Metodo delta

Un'immediata conseguenza di cio € la relazione, nota anche come metodo
delta, per cui se

Vn(X, — ¢) % Z ~ N(0,0?)
e f & una funzione continua allora
V(f(Xs) — F(c)) 3 F(c)Z.

ciog

Vi(f(Xa) — F(c)) % N (0,[f(c)]?0?)
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Successione di stimatori

Uno stimatore & una funzione del campione a valori nello spazio

parametrico
T(Y1,...,Yn): Y—0©

Si parla di proprieta asintotiche degli stimatori quando si considera il loro
comportamento al crescere della dimensione campionaria.

Indichiamo allora lo stimatore con
To(Y): Y —>0©

per evidenziare il ruolo di n.
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Consistenza: definizione

Definizione

Lo stimatore T, si dice consistente in senso debole

se e solo se
Ta(Y) -2 6,

dove 6y ¢ il vero valore del parametro.

Definizione

Lo stimatore T, si dice consistente in senso forte

se e solo se
Tn(y) £> 60

dove 6 ¢ il vero valore del parametro.
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Consistenza della media aritmetica

Se Yi,...,Y,sono lID e

E(Yi)=p, E(Y?)=0%<+o0
La statistica 1
\_/n = ; Z Yl

& uno stimatore consistente della media p.

Questo risultato si ottiene banalmente dalla legge dei grandi numeri
ricordata sopra.



Distribuzione uniforme

Dato un campione IID Y; ~ Unif(0,8), si ha 8, = max{Y1,..., Y,},
questo & consistente in quanto & asintoticamente corretto e
(92

var(f,) = 3n 0o 0

da cio infatti segue che 0, L Bo.



Indice

@ Proprieta asintotiche dello SMV

@ Consistenza dello SMV



e Precisione dello SMV o Informazione e Proprieta dello SMV o Proprieta asintotiche dello SMV ~ «

Consistenza dello SMV

La consistenza dello SMV & garantita sotto condizioni abbastanza generali,
qui ne diamo una dimostrazione in un caso tutto sommato particolare ma
abbastanza generico ai nostri fini.

Intuitivamente parlando la consistenza dello SMV deriva dal fatto che la
funzione di verosimiglianza /,(0) e, asintoticamente,
incommensurabilmente pia grande in corrispondenza al vero valore del
parametro, si osservi infatti che, per un campione iid.
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Limite di /(-) nel vero valore

Per un campione IID si ha in virtu della legge dei grandi numeri

/n(nﬁ) _ %Z 19; vi) —p Egy (165 y1))
i=1

allora

_ —p Eg,(1(0; 1)) — Egy(1(00; y1))

per il secondo membro si ha

Eao(1(0: y1)) — Eao(1(00: y1)) = Edy(log f(y1:0)) — Egy(log  (v1: 60))
= Egy,(log f(y1;6) — log f(y1;60))

— E, <Iog :((y};l;;;o))>

f(y1;0
< log Eg, (f((yyll- 90))) =logl=0

F. Pauli (DEAMS Universita di Trieste) Intro, Statistica (cp)
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Limite di /(-) nel vero valore

Per un campione IID si ha in virtu della legge dei grandi numeri

In(6)

= %Z 1(0; yi) —p Eo,(1(6; 1))
i=1

allora

W(0)  Ia(60)

n n
per il secondo membro si ha

—p Eay (1(0; 1)) — Eoy(1(00; y1))

En(1(6: 1)) — Eny(I(B; 1) < log E, (M) ~log1=0

e quindi

1n(0)  1n(60)

n n

—pc<0

F. Pauli (DEAMS Universita di Trieste) Intro, Statistica (cp) 71/ 96
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Limite di /(-) nel vero valore

Per un campione IID si ha in virtu della legge dei grandi numeri

In(6)

= %Z 1(0; yi) —p Eo,(1(6; 1))
i=1

allora

W(0)  Ia(60)

n n
per il secondo membro si ha

—p Eay (1(0; 1)) — Eoy(1(00; y1))

En(1(6: 1)) — Eny(I(B; 1) < log E, (M) ~log1=0

e quindi

1n(0)  1n(60)

n n

—pc<0 = Ih(0)— I(6o) = —c0

F. Pauli (DEAMS Universita di Trieste) Intro, Statistica (cp) 71/ 96
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Illustrazione con distribuzione normale

Se y1,...,¥n~ ID(N (6,02) con ¢ noto si ha

n

h(0) = =5 5(7 = 0)°

E(1n(9)) = =55 E((7 = 0)%)

n — _
n 0'2
1 n
=2 g0 )

E((0)) ~ E(h(60)) = —5 5(0 —00)° < 0

FPauli (DEAMS Universits di Trieste) [N 72 / o
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Esempio

-8

— Ea(L(®))
i 1(8.y)

T T T T mrTorT
8 6 8
]

-10

-6

L]

funzione Ey,(/(0;y)) e, accanto ad essa, 10 determinazioni di /,(6) e
relative stime per un campione iid di numerosita n da una normale e suo
valore atteso.

Il massimo di Eg,(/(6;y)) € in corrispondenza a 6y, il massimo di /,(6)
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Esempio

-15
I

/= Edon |

-20
I

T TT LIl Ll T T 7T
8, 6, [

-25
I

Confronto delle log-verosimiglianze e relativi valori attesi per due campioni
di diversa numerosita (n = 10 e m = 50, in particolare) si nota come da
una parte aumenta Eg,(0y) — Eg,(0) cresce al crescere della numerosita

campionaria e, dall'altra le SMV si concentrano intorno al vero valore.
F. Pauli (DEAMS Universita di Trieste) Intro, St ca (cp) 74 / 96
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Consistenza dello SMV

Teorema: consistenza dello SMV

Se
(i) il modello & identificabile;
(ii) supppg(y) non dipende da 6

(iii) y1,...,yn sono 11D
allora lo SMV 9A,, € consistente.
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Consistenza dello SMV: dimostrazione

La dimostrazione sul testo & in due parti

@ la prima & generale e si arriva al fatto, gia visto, che
qg.c.
In(00) — In(6) — +o0

@ la seconda é fatta in ipotesi restrittive

~ F.Pauli (DEAMS Universita di Trieste) [ 6 | %
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Consistenza dello SMV: dimostrazione, Il parte

Dal fatto che /5(6g) & incommensurabilmente pia grande di /,(¢) vogliamo
derivare che 0, — 0g, si da la dimostrazione nel caso particolare in cui
© e finito

© ={6p,61,...,0m}
La convergenza q.c. di 6, a 6y equivale a

V6, e Elnot.c.P(ﬂ \én—eoy<a> >1-90

n>ng

Consideriamo allora I'evento

ﬂ |9A,7—(90|<€

n>ng
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Consistenza dello SMV: dimostrazione, Il parte

Dal fatto che /5(6g) & incommensurabilmente pia grande di /,(¢) vogliamo
derivare che 0, — 0g, si da la dimostrazione nel caso particolare in cui
© e finito

© ={6p,61,...,0m}
La convergenza q.c. di 6, a 6y equivale a

V6, e Elnot.c.P(ﬂ \én—eoy<a> >1-90

n>ng

Consideriamo allora I'evento
() 02— 060l <= (1) h(bo) — In(6j) > v >0V #0
n>ng n>ng

questo perché © & finito! Ponendo ¢ < min{|6; — 6|} allora |0, — Op| <
se e solo se

0, = 0o
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Consistenza dello SMV: dimostrazione, Il parte

Dal fatto che /5(6g) & incommensurabilmente pia grande di /,(¢) vogliamo
derivare che 0, — 0g, si da la dimostrazione nel caso particolare in cui
© e finito

© ={6p,61,...,0m}
La convergenza q.c. di 6, a 6y equivale a

V6, e Elnot.c.P(ﬂ \én—eoy<a> >1-90

n>ng
Consideriamo allora I'evento
() 02— 060l <= (1) h(bo) — In(6j) > v >0V #0
n>ng n>ng
questo perché © & finito! Ponendo ¢ < min{|6; — 6|} allora |0, — Op| <

se e solo se

0h=100 < I(60) — In(6;) >0 VO, # 6o

F. Pauli (DEAMS Universita di Trieste) Intro, Statistica (cp) 77 / 96



Consistenza dello SMV: dimostrazione, Il parte

Consideriamo ora |'evento
Aj = {Y|lh(00) — 1(6;) > v ¥n > no}

dal fatto che /(o) — In(0) <55 400 discende che

P ( () n(60) — In(6)) > s) —1

n>ng

quindi, qualunque sia § > 0 esiste ng tale che

P(A))>1-6

~ F.Pauli (DEAMS Universita di Trieste) O 3/ %%
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Consistenza dello SMV: dimostrazione, Il parte

Scriviamo allora

(ﬂ/ (60) — In( )>y>ovj7éo>_P A

n>ng J
si ha
ﬂA =1-P|JA | =1->_ P(A)
J J
si ha perc‘) che, qualunque sia j e qualunque sia 0 si trova ng t.c.
P(A;) > 1— 4, quindi P(A;j) < 0 e percio

ﬂAf Zl—ZP(Z\J‘)>1—m5
J J

essendo m fissato e ¢ arbitrario si ha la tesi.
F. Pauli (DEAMS Universita di Trieste) Intro, Statistica (cp)
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Distribuzione asintotica dello SMV

Teorema: distribuzione asintotica dello SMV

Se siamo in un problema regolare di stima e
(i) Yi,..., Y, & un campione /ID(p)
(i) 0 < i(f) < 400
(iii) IM(Y;0) t.c.
o | &5 log f(y:6)] < M(y:0)
e JE(M(Y;0)) < My < o0
allora

V(0 — 00) —a N(0,i(60)7") (2)

dove 6y rappresenta il vero valore del parametro
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Distribuzione asintotica dello SMV: dimostrazione
Essendo in un problema regolare si ha
0=1(h).
Se sviluppiamo /” in serie di Taylor intorno a 6y otteniamo

0= I'(B) = I'(6o) + "(60)( — o) + %/’“(é)(é — )2

per qualche 6 compreso tra 0 e 6y. Allora

—I"(6o)

(6=00) = 1"(8o) + 31 (8)(0 — 6o)

ossia, moltiplicando ambo i membri per \/n

_/’\(/99) A
\/E(é - 00) = n~ ~ = 7
1 (6o) + %////(9)(9 — 6o) B, + C,

n
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e Precisione dello SMV e Informazione e Proprieta dello SMV o Proprieta asintotiche dello SMV ~ «

Distribuzione asintotica dello SMV: dimostrazione

per A,: Si ha

n

I'(6) 1
A, =— =—— 3" " logf(yi;0
Jn V2= B0 og f(yi; 0)

=0,
=0,

> = i(bo),
6=06

percio, in virtl del teorema del limite centrale, si ha

1 «— 9
An—_ﬁgagbgf()/ivg)

0=06o

che € somma di v.a. IID con

0
E <89 log f(yi; )

0
Vv <aelogf(yf,9)

—4 N (0,i(60))

0=0o
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e Precisione dello SMV e Informazione e Proprieta dello SMV o Proprieta asintotiche dello SMV ~ «

Distribuzione asintotica dello SMV: dimostrazione

per B,: Si ha
I"(6o) 1~ 02 _ _
Bp=— "= ;Z gz e (i 0) L i(6o)
i=1 =v0
per la legge dei grandi numeri.
per C,: Usando l'ipotesi (iv) si ha
C, = i/"’(é)(é— 0o) < i(é— 0 )Zn: Ll log f(y; 6)
" 2n 0/ =2 0 063 '

i=1
1 4
< 50— 00) Y M(Yii6) =, 0

~

in quanto (6 — f) € 0p(1) e %Z M(Y;; 6) & Op(1).

F. Pauli (DEAMS Universita di Trieste) Intro, Statistica (cp) 84 / 96



e Precisione dello SMV o Informazione e Proprieta dello SMV o Proprieta asintotiche dello SMV ~ «

Distribuzione asintotica dello SMV: dimostrazione

In sintesi
o Ay % N(0,i(60))
o B, %5 i(6o)
o C, 20
quindi
Bn + Co 5 (o)

e il rapporto converge in distribuzione a una N ((0),i(60)*) (teorema di
Slutsky)

V(0 — 6p) = Bni”cn LA N(?(’H’;(f(’)) =N ((0),i(6o) ")
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e Precisione dello SMV o Informazione e Proprieta dello SMV o Proprieta asintotiche dello SMV ~ «

Versione generale

La normalita asintotica vale anche sotto condizioni pil generali, in
particolare

@ il parametro 0 puo avere dimensione d > 1, il risultato & allora

V(0 = 66) % N ((0), i(66) 1)

dove i(fp) & la matrice di informazione per la singola osservazione.
@ il campione pud essere non identicamente distribuito
@ il campione pud non essere indipendente

Negli ultimi due casi serve che |'informazione portata dal campione
aumenti indefinitamente all’aumentare della numerosita campionaria, si
fanno poi ipotesi tecniche aggiuntive.
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e Precisione dello SMV o Informazione e Proprieta dello SMV o Proprieta asintotiche dello SMV ~ «
Versioni operative

In pratica, il risultato

V(B — 60) % N ((0),i(60) )

viene usato dicendo che approssimativamente (n sufficientemente grande
ma, ovviamente, finito)

0~ N (60,Z(60)7")

Inoltre, non conoscendo 6y, questo viene sostituito dalla stima 79SS ¢
allora si ha

0N (eo,z(éoss)*l)

Infine, & possibile usare la matrice di informazione osservata invece
dell’attesa

0~ N (90, J(éoss)—l)
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e Precisione dello SMV o Informazione e Proprieta dello SMV o Proprieta asintotiche dello SMV ~ «

Efficienza asintotica

Uno stimatore ¢ efficiente se la sue varianza raggiunge il limite inferiore di
Rao Cramer.

Si parla di efficienza asintotica con riferimento alla varianza della
distribuzione asintotica di uno stimatore, se allora T, e S,, sono due
stimatori e

Vn(T, = 8) =4 N (0,1(8))
Vn(Sn — 0) =4 N (0, 5(6))

si dice che T, & asintoticamente piu efficiente di S, se v(0) < k(6).

Uno stimatore che abbia una distribuzione asintotica con varianza pari al
limite di Cramer Rao si dice asintoticamente efficiente, lo stimatore di
massima verosimiglianza, sotto le condizioni del teorema precedente,
raggiunge tale limite.
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O Pl chlls S0 iarreie O i dells S o PRieries edisidin i S0 o
Esempio: normale

Sia Y1,..., Yo ~ lID(N(u, 02)), lo SMV e
_ 1 < _
fp=Y 32=;;(YI—Y)2
e le matrici di informazione sono
n/o? 0

Z(H):[ o . /20_4] J(B) =7(6) = [n/o&2 ,,/ga“]

Si ha quindi




e Precisione dello SMV o Informazione e Proprieta dello SMV o Proprieta asintotiche dello SMV ~ «

Esempio: normale

Possiamo riscriverlo nella forma

o=l e (A8 )

che diventa, sostituendo la stima di o2

() B 22)

Questa non & la distribuzione esatta dello stimatore, infatti & chiaro che,
essendo 62 > 0 la sua distribuzione non & una normale (che assegna
probabilitd positiva a 52 < 0).
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O Pl chlls S0 iarreie O i dells S o PRieries edisidin i S0 o
Esempio normale, distribuzioni esatta e approssimata di 52

n=10 n =100

T T T T
0 o 0 o

e nero: distribuzione esatta di 52
@ rosso: approssimazione normale N (a2,20%/n)

e verde: approssimazione A (a2,25%/n)
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e Precisione dello SMV o Informazione e Proprieta dello SMV o

Esempio normale, distribuzioni esatte

Proprieta asintotiche dello SMV ~ «

La distribuzione esatta dello SMV ¢&

Y ~ N, 0?/n),

~2 2
50~ Xnp-1
g

e Y e 62 sono indipendenti.

Definiamo la matrice ortogonale

1 1 1 1
v/n vn Vn NG
1 1 0 0
12 V12
A=|_ 1 0 1 __in 0
V0i—1)i (i—1)i (i—1)i (i—1)i
1 1 1 1 __n—1
(n—1)n (n—1)n T v/ (n—=1)n \/(nfl)n \/(nfl)n
e consideriamo la v.a.
Z =AY
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C o Dreemene dello SV e formazions e Proprieis dello SV e Proprieta asintotiche dello SMV.
Esempio normale, distribuzioni esatte

Si ha che

e ZIZ%Z;;Yi:\/ﬁY

o Z3+.. . +Z3=27"1Z-22 =37 Y} —nY?=ns>
Per Z = AY si ha che

o 1, = E(Z) = pAl, = (uy/n,0,...,0)7

o V(Z)= V(AY) = AV(Y)AT = 02AAT = o2,

@ Z & normale in quanto trasformato di un vettore normale



C o Dreemene dello SV e formazions e Proprieis dello SV e Proprieta asintotiche dello SMV.
Esempio normale, distribuzioni esatte

Si ha che

° 21:%27:1\’;:\/5Y

o Z5+.. +Z;=2TZ-ZF =] Y7 —nY?=nd?
Per Z = AY si ha che

o u, = E(Z) = pAl, = (u/n,0,...,0)7

o V(Z) = V(AY) = AV(Y)AT = 02AAT = 52,

@ Z & normale in quanto trasformato di un vettore normale

Z =AY ~ No(piz,0%1,)



Proprieta dello SMV o Proprieta asintotiche dello SMV ~ «

® Precisione dello SMV o Informazione o

Esempio normale, distribuzioni esatte

Si ha che

° leﬁz,”:ly,-:ﬁ?

o Z5+.. +Z;=2TZ-ZF =] Y7 —nY?=nd?
Per Z = AY si ha che

Z =AY ~ Ny(piz, 0%1,)
da questo segue che

n

n .o 1 2 1 2 2

20 == Zj:§(22+-~-+zn)NXn—1
j=2

Inoltre, essendo le Z; indipendenti, &2, che dipende da Z5,...,2Z,, €

indipendente da Z; = /nY.
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e Precisione dello SMV o Informazione e Proprieta dello SMV o Proprieta asintotiche dello SMV ~ «

Distribuzione asintotica per una proporzione campionaria

Y, ~ IID Bernoulli(f), posto S = "7, Y si & gia visto che

Sia Yl,...,
Ao S S n—3S
b= TO=" 1o

da cui . n n
J(0) = = —: I(0) =
(©) 0(1—0) ) 0(1—0)

Si ha percio

925&/\/(9,9(1_9)); i S ( o(1 )
n n n

nd=S~N(n,no(1—0)); nd=S5 ~N(n9 nd(1 0

mentre S & una variabile discreta e

P(S=s5)= <:S> 67S(1 — )n(1=S)
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e Precisione dello SMV o Informazione e Proprieta dello SMV o Proprieta asintotiche dello SMV ~ «

Esempio Bernoulli, distribuzioni esatta e approssimata di S

n=10 n =100

T T T T T T
o né n 0 né n

@ nero: distribuzione esatta di S
@ rosso: approssimazione normale N(nf, nf(1 — 6))

e verde: approssimazione N(nf,nS(1 —S))
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Esempio: esponenziale

Riprendiamo I'esempio con I'esponenziale: Yi,..., Y, ~up 8e=%, lo SMV
\e -_—
g=y1!
e
Z(0) = no2

Applicando il risultato asintotico a 6 otteniamo

0 =Y 1N (60,6%/n)



e Precisione dello SMV e Informazione e Proprieta dello SMV o Proprieta asintotiche dello SMV ~ «

Esempio: esponenziale

Riprendiamo I'esempio con I'esponenziale: Yi,..., Y, ~up 8e=%, lo SMV

e p—
=Yy !

Z(0) = no~2
Applicando il risultato asintotico a 0 otteniamo
0 =Y 1N (6o,6%/n)

Consideriamo ora la riparametrizzazione (gia discussa) ) = 1/6, con la
quale 1) = Y e Z(zp) = mp~2, applicando il risultato asintotico a 1) si ha

)= YN (10, % /n)
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