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1. SOTTOSPAZI VETTORIALI
Definizione 1.1. Sia V' uno spazio vettoriale su un campo K. Un sottoinsieme non vuoto W C V si dice
sottospazio vettoriale di V' se valgono le seguenti condizioni:
o (W1) per ogni w; € W e per ogni wy € W siha
wy +we € Wi
o (W2) per ogni W € W e per ogni scalare a € K si ha
a-weWw.

Osservazione 1.2. Osserviamo che un sottospazio vettoriale I e a sua volta uno spazio vettoriale su K con le
operazioni ereditate da V. E facile verificare che valgono gli assiomi V1, ..., V8 di spazio vettoriale.

Esempio 1.3. di sottospazi vettoriali
(1) Il sottoinsieme W = V risulta in modo evidente un sottospazio vettoriale, detto sottospazio vettoriale
improprio.
(2) Il sottoinsieme formato dal solo vettore nullo {0} C V & un sottospazio vettoriale, percheé verifica W1
e W2, e si chiama sottospazio vettoriale banale. Osserviamo che ¢ il pil1 piccolo sottospazio ( e anche
spazio) vettoriale.
(3) 1l sottoisieme di F (R, R) costituito dalle funzioni limitate:

LR,R):={f]f:R—=R, flimitata} C F(R,R)
€ un sottospazio vettoriale. Ricordiamo la definizione: f : R — R si dice limitata se 3 M > 0, M € R,
tale che | f(r)| < M per ognir € R.
(4) Nello spazio delle funzioni
FR,R)={f|f:R—R}
il sottoinsieme delle funzioni continue
C°(R,R) := {f |f : R — R continua}

€ un sottospazio vettoriale perché la somma di funzioni continue e la moltiplicazione di uno scalare
per una funzione continua sono ancora funzioni continue.
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Analogamente si puo verificare facilmente che il sottoinsieme delle funzioni derivabili con derivata

continua
C'(R,R) := {f |f : R — R derivabile e f’ continua}

€ un sottospazio vettoriale.

Inoltre si ha

C°(R,R) D C'(R,R),
e C! (R, R) risulta anche sottospazio vettoriale di C°(R, R).
(5) Consideriamo lo spazio vettoriale R[z] dei polinomi in una indeterminata a coefficienti in R.
11 sottoinsieme dei polinomi di grado minore o uguale a un grado fissato d € N

Rlz]<a := {p(2) | deg p(z) < d}
risulta un sottospazio vettoriale.

Esempio 1.4. Sottoinsiemi che non sono sottospazi vettoriali
(1) La circonferenza

si={( I ) It + -2 =R

non € un sottospazio vettoriale; infatti, ad esempio

(F)enm(1)-(5)es

(2) In generale, ogni sottoinsieme limitato di R? e di R™ in generale non & un sottospazio vettoriale; infatti,
la condizione W2 implica che i vettori di un sottospazio vettoriale possano assumere “lunghezze”
(vedremo la definizione in seguito) arbitrariamente grandi.

(3) Le rette del piano che non passano per I’origine non sono sottospazi vettoriali, perché non contengono
il vettore nullo.

(4) Consideriamo lo spazio vettoriale R[z] dei polinomi in una indeterminata a coefficienti in R.

11 sottoinsieme dei polinomi di grado uguale a un grado fissato d € N

Rz]a := {p(2) | deg p(z) = d}
non risulta un sottospazio vettoriale, perché non verifica la W1. Ad esempio, la somma dei due
polinomi
¢ — 1, —z4+3
non & un polinomio di grado d: ¢ — 1 + (—z? + 3) = 2, polinomio costante, di grado zero.
Proposizione 1.5. Sia V uno spazio vettoriale su K, e siano
vcv, wcv
due suoi sottospazi vettoriali.

Allora l'intersezione
UNnwcCvVv

e ancora un sottospazio vettoriale.

Dimostrazione. Verifichiamo che valela W1 per U N W
siano u,us € UNW C U; siccome U e sottospazio vettoriale, si ha
uy + ug € U.
Ma abbiamo anche u;,us € UNW C W; siccome W & sottospazio vettoriale, si ha
uy + us € W.

Quindi u; +us € UNW.
Verifichaimo orala W2: siau € UNW esiac € K; essendo U NW C U ed essendo U sottospazio vettoriale,
si ha
c-uel.



Analogamente, essendo U N W C W ed essendo W sottospazio vettoriale, si ha
c-uewWw.

Concludiamo quindi nuovamente chec-u € UNW. O

Osservazione 1.6. Sia V' uno spazio vettoriale su K, e siano
vev, wcv

due suoi sottospazi vettoriali.
In generale 'unione

Uuw

non € un sottospazio vettoriale.

Ci chiediamo allora quale sia il pit1 piccolo sottospazio vettoriale contenente due dati sottospazi. Abbiamo
la seguente:

Definizione 1.7. Sia V uno spazio vettoriale su K, e siano
vcv, wcv
due suoi sottospazi vettoriali. Il sottospazio vettoriale somma U + W e cosi definito:
U+V:={veV|JueU IJweW, tali che v = u + w},
e dato cioe da tutte le possibili somme di vettori di U con vettori di W.

Lemma 1.8. I sottospazio somma U + W C V' e un sottospazio vettoriale.
Inoltre, U + W e il pint piccolo sottospazio vettoriale contenente U U W.

Dimostrazione. Esercizio. O

2. COMBINAZIONI LINEARI E SOTTOSPAZI VETTORIALI FINITAMENTE GENERATI

Definizione 2.1. Dati vq,...,v; € V, una combinazione lineare di vy, ..., v, a coefficienti in K & un vettore
del tipo
i+t egvp €V, ocq,...,cp €K
Definizione 2.2. Se v1,...,v; € V & un numero finito di vettori di V, definiamo
Span(vi,...,vg) :={a -v1 +...ak vk | a1,...,a; € K},

che risulta un sottospazio vettoriale (verificare per esercizio).
Esempio 2.3. e Sia V uno spazio vettoriale non banale, e sia v € V' un vettore non nullo: v # 0. Allora
Span(v) = {c-v|c € K},

consiste cioe di tutti i vettori proporzionali a v. Il sottospazio vettoriale Span(v) viene chiamato retta
vettoriale, e il vettore v viene chiamato generatore.
e Sia V uno spazio vettoriale non banale e siano v, w € V' due vettori non nulli: v # 0, w # 0. Allora

Span(v,w) ={a-v+b-w|a €K, beK},

consiste cioe di tutte le possibili somme di vettori proporzionali a v e w.
Nel caso che w non sia proporzionale a v, Span(v, w) viene chiamato piano vettoriale. Nel caso che
w sia invece proporzionale a v, si puo verificare facilmente che vale

w = ¢-v = Span(v,w) = Span(v) = Span(w),

quindi si ottiene nuovamente una retta vettoriale.



Osservazione 2.4. Osserviamo, in particolare, che i vettori vy, ..., vy € Span(v1, ..., vg); infatti, si ha
vy=1-v14+0-vo+---4+0-v5,02=0-v1+1-vo+---+0-0vg,...,
vp=0-v14+0-va+---+1- 0.
Inoltre, per ogni ! < k, abbiamo
Span(vy,...,v;) € Span(vy, ..., vg).
Infatti, ogni v € Span(v, ..., v;) soddisfa
V=2¢C1 V1 +C2 V24 Fcuy,
e tale relazione si puo riscrivere nella forma:
v=ci-v1+cava+Fe-u+0-vg 4o+ 00 v,

quindi v & anche combinazione lineare di vy, . .., vg.
Notiamo, pero, che [ < k non implica, in generale,

Span(vh ce 71}1) g Spa’n(vla s 7Uk)a

come ad esempio nel seguente caso:

(1)) o ().(3)) e

Esempio 2.5. e Consideriamo i vettori

U1_<;>, Ug_(_l:l)eRQ.

Osserviamo che il vettore w = g | Sipudscrivere come combinazione lineare di v e va:

e (3)- (1))

quindi w € Span(vy,va).

Sia ora v d > € R? un vettore qualunque. Ci chiediamo se v € Span(vy, v2), cioé se esistano due

coefficienti \; e A5 tali che

_ _ 1 -1\ _ (M =X\ _ [ M-
smmean = (g e ()= (30 )+ ()= (A%
Per determinare l'esistenza di A\; e Ay dobbiamo risolvere il sistema lineare
)\1 — )\2 =C
2MA1 + Ay =d.

La matrice completa (A|b) associata al sistema lineare é

wn=(3715)

Con I’ operazione elementare (A|b)2) — 2(A[b)(1) riduciamo la matrice a scala e otteniamo:

1 -1 | ¢
0 3 | d—2c )

Il sistema lineare ha (un’unica) soluzione

_d+c d—2c

3 3

Osserviamo che nel caso particolare di prima ¢ = 3 e d = 0 si ottiene effettivamente A\; = 1e Ay = —2.
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Come conseguenza abbiamo che ogni vettore v € R? verifica v € Span(vy,v2), quindi
R? = Span(v1, vz),

cioé v e vy sono dei generatori per R?.
o Consideriamo i due vettori

1 0
v = 1 R Vg = 1 GR?)
0 1

In questo caso abbiamo che
R3 + Span(vy, va).
Infatti, il vettore

1
v=| 1 | & Span(vy,vs).
1
Infatti, verifichiamo che non esistono \; e \s tali che
1 1 0 A1
1 =XM1 |4+2X] 1 ||=| M+
1 0 1 A2
La matrice completa associata al sistema lineare &
10| 1
Apy=( 1 1 | 1
01 | 1
Con I’ operazione elementare (A[b)2) — (A|b) (1) otteniamo
10| 1
AWy=10 1] 0
01 | 1
e ora con (A'|b')(3) — (A’|b’)(2) abbiamo la seguente matrice a scala:
10| 1
@py={o0 1] 0],
00 | 1

che corrisponde a un sistema lineare incompatibile (senza soluzioni), perché 1'ultima riga corrisponde
ad un’equazione del tipo 0 = 1.

Esempio 2.6. Vediamo un esempio di due sottospazi vettoriali, la cui unione non & un sottospazio vettoriale:

sia V = R? e siano
U=Span(< . )):{a(é) |aeR}:{< g) la € R},

Ossemamocheivettof:Spa“((1>)= (1) mem=i( ) wem
( ) ( >EUUW
)-
)

— =

(0)+(1)=(T)evom

Infatti, si ha ( 2 ) ¢ U perché non e del tipo ( per alcun a € R. Inoltre, < ? ) ¢ W perché non ¢ del

tipo ( Z ) per alcun b € R.



Definizione 2.7. Sia V' uno spazio vettoriale su un campo K e siano
Vi,...,0 EV
vettori di V. Diremo che vy, ..., v; generano V se
V = Span (vy,...,vx),
e quindi per ogni vettore v € V esistono dei coefficienti Ay, ..., A; tali che
V=M U1+ + A Uk

In questo caso V si dira finitamente generato.

Osservazione 2.8. Nel caso in cui V' = K", possiamo stabilire se k vettori vy, . .., v, sono dei generatori per K"
studiando un sistema lineare. Pili precisamente, se esprimiamo i vettori vy, . .., vy in componenti:
aiy a2 a1k
a21 a22 a2k
v = . ) Vo = . P ey Vr = . )
QAn1 An2 Ank
by
ba
allora un vettore v = . € una loro combinazione lineare se si puo scrivere come
by
by ail a2 a1k c1a11 + c2a12 + - - - + Cra1g
bo a21 Q22 azy; C1a21 + C2Q22 + - - - + Cra2g
= . + c2 . + -t . = . =
bn an1 an2 Ank C1Gn1 + Co20n2 +--- 4+ CrQnk
a1 a2 ... Qaig C1
a1 a9 e agk C2
an1 an2 N Ank Ck

Se poniamo

ail a2 . a1k
a1 azz2 ... Q2
A= ,
An1 an2 e Ank
abbiamo che v € combinazione lineare di vy, . .., v se e solo se il sistema lineare
by
ba
A-X = .
bn
1 by
C2 bQ
ammette almeno una soluzione . ,cloeseesolose A- X = . & compatibile.

Ck bn



3. DIPENDENZA E INDIPENDENZA LINEARE

Definizione 3.1. Siano v1,...,v; € V; essi si dicono linearmente dipendenti se uno di loro si pud scrivere
come combinazione lineare degli altri.

a=(1)u(2) o= (2)

sono linearmente dipendenti, perché vs = 2v; + v2, ma v; e vz non sono linearmente dipendenti, e nemmeno
v1 € v3, oSl come vg € vz non sono linearmente dipendenti (verificare).

Esempio 3.2. I vettori di R?

Definizione 3.3. Siano vq,...,v; € V; essi si dicono linearmente indipendenti se non sono linearmente
dipendenti.

La dipendenza e l'indipendenza lineari possono essere caratterizzate nel modo seguente, che puo essere
scelto come definizione alternativa:

Proposizione 3.4. [ vettori vy, ..., vy € V sono linearmente dipendenti <= esiste una loro combinazione lineare con
coefficienti non tutti nulli che dia il vettore nullo:

a1v1 + asve + -+ + agvr = 0, a; non tutti nulli.
Conseguentemente abbiamo:

Proposizione 3.5. [ vettori vy, ..., v, € V sono linearmente indipendenti <= 1’ unica loro combinazione lineare che
dia il vettore nullo e quella con tutti i coefficienti nulli:

a1v1 +asvs + -+ apvp =0=a1 =ay=---=a =0.

Osservazione 3.6. (1) Nel caso k£ = 1, abbiamo che un vettore v; € linearmente dipendente <= esiste
una combinazione lineare
a1V = 07
con ay # 0, cioe <= vy = 0 el vettore nullo.

Conseguentemente, v; € linearmente indipendente <= v; # 0.
(2) Due vettori v; e vy sono linearmente dipendenti <= esiste ¢ € K tale che

Vg = cv1, OppuUre v] = CUg,

cioé <= v; e v3 sono proporzionali.
Come conseguenza, due vettori v; e ve sono linearmente indipendenti <= non sono proporzionali.

(3) Consideriamo dei vettori vy, ..., v, e supponiamo che uno di essi sia nullo:
V; = 0.
Allora vy, ..., v sono linearmente dipendenti; infatti si ha

O-vi+--+1-v;,+--+0-v,=0

€ una loro combinazione lineare con coefficienti non tutti nulli, che da il vettore nullo.

(4) Se traivettori vy, ..., v, ce ne sono due uguali
V; = ’Uj,
allora vy, . .., v; sono linearmente dipendenti; infatti, la combinazione lineare

O‘UlJr"'Jrl'Ui+"'+(*1)vj+"'+0”0k:

=0-vy+--+1-v4+--+(-Dvi+...0-0,=0

da luogo al vettore nullo e non tutti i coefficienti sono nulli.



Osservazione 3.7. Nel caso in cui V' = K", possiamo stabilire se k vettori vy, ..., v sono linearmente dipen-
denti studiando un sistema omogeneo di equazioni lineari. Piti precisamente, se esprimiamo i vettori vy, ..., vy
in componenti:

a1 @12 a1k
a21 @22 a2k

v = ) Vo = ’ ) Vg = )
an1 an2 Ank

allora una loro combinazione lineare si puo scrivere come

a1l a2 a1k c1a11 + c2a12 + - - - + Cra1k
a1 Q22 azy; C1a21 + C2Q22 + - - - + Cra2g
1 . + c2 . + -t . = . =
Gn1 an2 Gnk C1Gn1 + C20p2 + - -+ + Crlnk
ail a2 e a1k C1
a1 a9 e agk Co
an1 an2 e Ank Ck
Se poniamo
a1 ai2 e a1k
a1 azz2 ... Q2
A= ,
An1 an2 N Ank
abbiamo che vy, ..., v sono linearmente dipendenti se e solo se il sistema lineare omogeneo
A-X=0
C1
C2

ammette una soluzione non banale

Ck
Infine, possiamo equivalentemente affermare che vy, ..., v; sono linearmente indipendenti se e solo se il
sistema lineare omogeneo

A-X=0

ammette solo la soluzione banale (la soluzione nulla).

4. BASI

Abbiamo osservato che quando uno dei vettori considerati € combinazione lineare degli altri, esso ¢ irrile-
vante ai fini dello spazio generato. E quindi naturale cercare di considerare solo insiemi minimali di generatori,
cioe insiemi in cui togliendo un qualunque vettore, lo spazio generato dai rimanenti e strettamente pitt piccolo.
Queste considerazioni inducono a dare la seguente definizione.

Definizione 4.1. Sia V' uno spazio vettoriale su un campo K. Un sottoinsieme di vettori
B= {vl,...,vn}

si dice base di V' (finita) se valgono le seguenti:

(1) (B1)vy,...,v, generano V;
(2) (B2) v1,...,v, sono linearmente indipendenti.



Proposizione 4.2. Un sottoinsieme {v1,...,v,} di V & una base di V se e solo se per ogni ettore v € V, esistono e sono
unici dei coefficienti A1, ..., Ay, tali che
v =AU+ -+ AUy
In tal caso gli scalari A1, . . ., A\, si chiamano coordinate di v nella base {vy,...,v,}.
Dimostrazione. Sia {v1,...,v,} una base di V. Poiché sono dei generatori di V, ogni vettore v € V si pud

scrivere come combinazione lineare
v=ANv1 + -+ AUy
Supponiamo che si abbia anche
V= U1v1 + -+ fnUp.
Sottraendo la seconda equazione alla prima otteniamo
0= ()\1 - Ml)vl +--+ (/\n - Mn)vn'
Essendo {vy,...,v,} una base, i vettori sono anche linearmente indipendenti, quindi si ha
A]. :l’tlj"'7An:l‘Ln)

da cui la tesi.
Viceversa, supponiamo che ogni vettore di V' si possa esprimere in modo unico nella forma

V=NV + -+ AUy

Da cid segue, in particolare, che i vettori {vy, . .., v, } formano un insieme di generatori di V.
Mostriamo infine che sono linearmenet indipendenti. Consideriamo una loro combinazione lineare che dia
il vettore nullo:
civr + -+ cpv, = 0.
Siccome il vettore nullo ammette la rappresentazione

0=0-v14+--4+0-v,,

per l'ipotesi di unicita della rappresentazione di ogni vettore come combinazione lineare dei vettori {vy, ..., v,},
si ha che necessariamente

c1=0,...,¢, =0,
quindi vy, ..., v, sono anche linearmente indipendenti, e formano una base. O

Esempio 4.3. Sia V' = K". Allora si ha una base naturale, detta base canonica £ di K™:

1 0 0

0 1 0
€1 = , €2 = 5 yEn =

0 0 1

Infatti, i vettori di £ formano un insieme di generatori; dato un vettore

by
by
v =
bn
arbitrario, esso si esprime come combinazione lineare nel modo seguente:

by 1 0 0
bo 0 1 0
by | . | +be| L[|

by, 0 0 1
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Inoltre, vediamo subito che i vettori di £ sono linearmente indipendenti; infatti, usando il criterio 3.7, osser-
viamo che la matrice A le cui colonne sono formate da e, ..., e, corrisponde alla matrice unita A = I,,, e il
sistema lineare omogeneo

I,-X =0

ammette solo la soluzione nulla.

Osservazione 4.4. Sottolineiamo nell” esempio precedente che nella base canonica £ di K" le coordinate di un
vettore coincidono con le sue componenti.

Esempio 4.5. Una base per lo spazio vettoriale delle matrici M, ,,(K) & data da

1 0 ... O 01 ... 0 0 O 0
00 ... O 00 ... 0 0 O 0

En=1 . . | Ee= L | B = ’
0O 0 ... 0 0O 0 ... 0 0 0 ... 1

ovvero dalle matrici £;; che hanno il coefficiente 1 nella posizione 4, j e zero altrove.
Infatti, ogni matrice A = (a;;) si puo scrivere in modo unico come

A=an1 B +anbi+ -+ amnEmn = ZzaijEij'
i=1 j=1

Anche questa base viene detta base canonica dello spazio delle matrici.

5. TEOREMI DI ESTRAZIONE E DI COMPLETAMENTO

Teorema 5.1. Estrazione di una base da un insieme di generatori Sia V uno spazio vettoriale su un campo K, e
siano vy, . . ., vy, dei generatori per V. Allora esiste una base B C {vy,..., v} di V.

Per la dimostrazione di questo risultato abbiamo bisogno di due Lemmi.

Lemma 5.2. Siano uy,...,u; € V esia
uw € Span(uq, ..., up).
Allora Span(uy, . ..,u;) = Span(u, . . ., u, ).
Dimostrazione. L inclusione Span(u1, ..., w;) C Span(uq, ..., u;, u) & sempre verificata.
Dimostriamo quindi l’altra inclusione. Sia w € Span(us, . .., v, v) un vettore arbitrario. Quindi
(6.1) w = byuy + - - + bju; + bu,

per opportuni coefficienti by, ...,b;,b € K.
Per ipotesi su u possiamo scrivere

u=cu; +- -+ cu;.

Quindi la (5.1) puo essere riscritta nella forma

w="byus + -+ bu +blcius + -+ ) = (by + ber)us + -+ - + (b + bey)uy,

ovvero w si puo esprimere anche come combinazione lineare dei vettori uy, . . ., u;. Quindi abbiamo dimostrato
che Span(uy,...,u;) 2 Span(uq,. .., u;,u). O
Lemma 5.3. Siamo uq, ..., up € V dei vettori linearmente indipendenti, e sia

u & Span(uq, ..., up).

Allora wy, . .., up,u sono linearmente indipendenti.
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Dimostrazione. Supponiamo per assurdo che uy, ..., u;, u siano linearmente dipendenti e sia
(5.2) cup + -+ cepup +cu=0

una combinazione lineare con coefficienti non tutti nulli, che dia il vettore nullo.
Osserviamo che se ¢ = 0, allora abbiamo una combinazione lineare

ciuy + -+ cpup =0

a coefficienti non tutti nulli, e questo & un assurdo perché si contraddice l'ipotesi uy,...,u; linearmente
indipendenti.
Quindi supponiamo che sia ¢ # 0; dalla (5.2) otteniame
uzc—lul—l—...c—huh,
c c
cioé u & combinazione lineare di vy, . . ., up, € questo & un assurdo perché contraddice l'ipotesi v € Span(us, . .., up).

O

Dimostrazione. del Teorema di Estrazione Consideriamo il seguente algoritmo:

e consideriamo vy:
— se v; = 0, lo scartiamo;
- se vy # 0, lo scegliamo: v; € B;
e consideriamo wvsy:
— se vy € Span(v1), lo scartiamo; per il Lemma 5.2, si ha Span(v;) = Span(vy, vs);
- se vy & Span(v), lo scegliamo: vy € B; per il Lemma 5.3, si ha che i vettori finora scelti sono
linearmente indipendenti;
e consideriamo vs:
- se vz € Span(v1,v2), lo scartiamo; per il Lemma 5.2, si ha Span(v;, v2) = Span(vi, ve, v3)
- se vz & Span(vy,vz), lo scegliamo: vs € B; per il Lemma 5.3, si ha che i vettori finora scelti sono
linearmente indipendenti;
e consideriamo v;:

- sew; € Span(vy,v,...,v;—1),lo scartiamo; per il Lemma 5.2, si ha
Span(vy,va, ..., vi—1) = Span(vi, va, ..., vi—1,;);
- sevg & Span(vy, v, . ..,v;—1), lo scegliamo: v; € B; per il Lemma 5.3, si ha che i vettori finora scelti

sono linearmente indipendenti.
In questo modo, dopo k passi, ’algoritmo si conclude. Per il Lemma 5.3, si ha che i vettori scelti sono
linearmente indipendenti. Inoltre, per il Lemma 5.2 i vettori scartati non modificano lo spazio generato, quindi

i vettori scelti formano ancora un insieme di generatori per V.
O

Corollario 5.4. Ogni spazio vettoriale finitamente generato ammette una base.

Osservazione 5.5. Non tutti gli spazi vettoriali sono finitamente generati. Ad esempio lo spazio dei polinomi
in una indeterminata a coefficienti reali
V =RJz]
nonloe.
Infatti, se per assurdo fosse
Rlz] = Span(P;(x),. .., Py(x)),
ponendo
N := max{grado P;(x) |i =1,...,k},
avremmo che R[z] contiene solo polinomi di grado < N.

Teorema 5.6. Completamento di vettori linearmente indipendenti a una base Siano vy, ...,v, € V dei vettori
linearmente indipendenti e supponiamo che V sia finitamente generato.
Allora esiste una base B di 'V tale che
{v1,..., v} CB.
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Diremo che abbiamo completato l'insieme {v,...,v,} a una base di V.

Dimostrazione. Essendo V finitamente generato per ipotesi, posiamo scegliere dei generatori wy, . .., w, per V:
V = Span(ws, ..., w,).
Aggiungendo i vettori vy, ..., vp, I” insieme ottenuto forma ancora un insieme di generatori:
V = Span(v1,...,vp, W1, ..., W)

Applichiamo ora il Teorema di Estrazione di una base da vy, ..., vp, w1, ..., w, € osserviamo che nell” algoritmo
della dimostrazione, per costruzione i vettori vy, ..., v, sono scelti. Quindi nella costruzione della base B si
avra necessariamente

{v1,...,v} CB.

6. DIMENSIONE

In questa sezione vogliamo definire la dimensione di uno spazio vettoriale finitamente generato. Per questo
proposito vediamo un risultato che ci permettera di dedurre che ogni base di uno spazio vettoriale finitamente
generato ha lo stesso numero di elementi.

Lemma 6.1. di Steinitz Sia V' uno spazio vettoriale e sia {v1, ..., v, } unabase di V.
Allora ¥'p > n e per ogni scelta di vettori wy, . .., wp, essi sono linearmente dipendenti.
Dimostrazione. 1 vettori wy, ..., w, siscrivono in modo unico come combinazioni lineari dei vettori della base
{v1,..., 0}
w1 = C11V1 + C21V2 + -+ + Cn1Vn,
W2 = C12V1 + C22V2 + +*+ + Cnaln,
Wp = C1pU1 + CopVU2 + « + + + CppUp-
C14
. 621/ . .
Denotiamo con . la colonna delle coordinate di w;.
Cni

Una combinazione lineare ajw; + asws + - -+ + apw, = 0 da il vettore nullo se e solo se le coordinate dei
vettori w; soddisfano

c11 c12 Clp 0
€21 Ca2 Cap 0
ar | L | Ha| T |+tae| U= .,
Cnl Cn2 Cnp 0
quindi se e solo se
C11 C12 e Cip aq 0
C21 C22 ‘e C2p an 0
(6.1) . . . . . . =
Cnl Cn2 --- Cnp ap 0
Quindi wy, . .., w, sono linearmente dipendenti se e solo se il sistema lineare omogeneo
C11 C12 . Cip
Co1 C22 ... Cop
- X=0
Cnl1 Cp2 .. Cnp

di n equationi in p incognite ha una soluzione non nulla.
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Per " ipotesi p > n, vediamo che la generica soluzione dipende da almeno p —n > 1 parametri; fissando per
tali parametri dei valori non null, si ottiene una soluzione non nulla del sistema lineare omogeneo. O

Come conseguenza si ha il seguente importante risultato.

Teorema 6.2. Sia V uno spazio vettoriale. Se {v1,...,vn} e {wi,..., wy} sono due basi di V, allora
n=m.
Dimostrazione. Essendo {v1,...,v,} e wy,...,w,, linearmente indipendenti, per il Lemma 6.1 di Steinitz si ha
m < n.
Infatti, se si avesse m > n, i vettori wy, . .., wy, sarebbero linearmente dipendenti.
Analogamente, essendo {w1, ..., w., } una base e vq, . .., v, linearmente indipendenti, si ha
n < m,

da cui la tesi.

Definizione 6.3. Dato uno spazio vettoriale V, definiamo la dimensione di V' come segue:

e se V = {0}, poniamo dim V' := 0;
o se V # {0} e V e finitamente generato, poniamo dim V' := numero di vettori di una sua qualunque
base.

Esempio 6.4. Per V = K" abbiamo visto che c’e la base canonica &, che consta di n vettori, quindi

dim K" = n.
Esempio 6.5. InV = M,, ,,(K) c’e la base canonica, che consta di m - n vettori, quindi

dim My, o (K) =m - n.

Esempio 6.6. Consideriamo il campo complesso C. Esso € uno spazio vettoriale su C stesso, e come tale ha
dimensione

dimC = 1.
Osserviamo, pero’, che C si puod dotare anche di una struttura di spazio vettoriale su R come segue:

+ :CxC—C,
dove la somma & quella usuale tra numeri complessi, e la moltiplicazione per uno scalare reale & definita da
- :RxC—=C, c-(a+1ib)=ac+H ibc.
Con questa struttura, una base di C & data da
{1,},

e quindi

dimR C=2.

Vediamo ora che in uno spazio di cui si conosce la dimensione, per individuare una sua base non e necessa-
rio verificare sia di avere dei generatori sia I'indipendenza lineare.

Proposizione 6.7. Sia V uno spazio vettoriale di dimensione

dimV =n.
Allora valgono le sequenti:
(1) sews,...,v, sono linearmente indipendenti = vy, ..., v, formano una base di V; in particolare, sono anche dei
generatori per V.
(2) se v1,...,v, sono dei generatori per V.= wvi,...,v, formano una base di V, in particolare sono anche

linearmente indipendenti.
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Dimostrazione. (1) Siccome vy, ..., v, sono linearmente indipendenti, per il Teorema di Completamento si
possono completare a una base di V. Essendo dim V' = n, ogni base di V' ha esattamente n vettori,
quindi non é necessario aggiungere alcun vettore all’ insieme {vi,...,v,}, che risulta una base. In
particolare, {v1,...,v,} & un insieme di generatori.

(2) Se vy, ...,v, sono un insieme di generatori per V, per il Teorema di Estrazione da essi si puo estrarre
una base di V. Essendo dim V' = n, ogni base di V' ha esattamente n vettori, quindi non & necessario
scartare alcun vettore dall’ insieme {v1,...,v,}, che risulta una base. In particolare, v1,...,v, sono
linearmente indipendenti.

O

Esempio 6.8. In particolare, sapendo che dim R? = 2, per trovare una base di R? ¢ sufficiente scegliere 2 vettori
linearmente indipendenti, cioe 2 vettori non nulli e non proporzionali.

7. DIMENSIONE DI SOTTOSPAZI VETTORIALI

Sia V uno spazio vettoriale di dimensione finita, e sia W C V un suo sottospazio vettoriale. In questa
sezione daremo una limitazione sulla dimensione di .

Osservazione 7.1. Sia W C V un sottospazio vettoriale di V' spazio vettoriale su K, e consideriamo W come
spazio vettoriale su K. Se wy,...,w, € W sono vettori linearmente indipendenti in W = wy, ..., w; sono
linearmente indipendenti anche in V.

Infatti, essendo entrambi W e V' spazi vettoriali su K, la condizione di indipendenza lineare come vettori di
W odiV ela stessa.

Osservazione 7.2. Se V' é finitamente generato e W C V e un suo sottospazio vettoriale = anche W e
finitamente generato.

Infatti, sia dim V' = n, e fissiamo wy, . . ., w, € W vettori linearmente indipendentiin W. Se W = Span(wy, . ..
allora W e finitamente generato.
Se W 2 Span(ws, ..., wy), allora possiamo scegliere un vettore
W1 & Span(wi, ..., wk), wWryr € W.
Per il Lemma 5.3, i vettori wy, . . . , Wk, wr41 sono linearmente indipendenti. Ripetiamo il procedimento. Sicco-

me per 1" Osservazione 7.1 vettori linearmente indipendenti in W sono anche linearmente indipendenti in V,
e siccome in V' ci sono al piti n vettori linearmente indipendenti per il Lemma 6.1 di Steinitz, il procedimento
termina dopo un numero finito di passi. Quindi troviamo un numero finito di vettori di W che generano W.

Corollario 7.3. Ogni sottospazio vettoriale W di V., spazio vettoriale finitamente generato, é del tipo
W = Span(ws, ..., W)
per opportui vettori wy, ..., wy, € W.

Proposizione 7.4. Sia V uno spazio vettoriale finitamente generato e sia W C 'V un sottospazio vettoriale. Allora
valgono:

(1) dim W < dimV;

(2) dmW =dimV < W=V.
Dimostrazione. (1) Sia {w1,...,wx} una base di W. I vettori wy,...,w; sono linearmente indipendenti

anche in V, per I’ Osservazione 7.1. Per il Teorema di Completamento, possiamo completare 1" insieme
{wy,...,w;} aunabase BdiV.Quindisiha

dim W = #{w1,...,wx} < #B=n=dimV.
(2) Se W =V, e chiaro che hanno la stessa dimensione.
Viceversa, supponiamo dim W = dim V' = n, e fissiamo una base {w1, ..., w,} di W. Per 1’ Osserva-

zione 7.1 i vettori wy, . . ., w, sono linearmente indipendenti anche in V. Infine, essi formano una base
di V per la Proposizione 6.7, primo punto. Quindi

W = Span(wy, ..., w,) = V.
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8. FORMULA DI GRASSMANN

In questa sezione vediamo una formula che lega la dimensione di un’intersezione di sottospazi vettoriali
con la dimensione del sottospazio somma.

Teorema 8.1. Formula di Grassmann Siano
WicV, W,CV
due sottospazi vettoriali di uno spazio vettoriale finitamente generato V. Allora vale
8.1) dim(Wh N Wy) = dim Wi + dim Wy — dim(W; + Wa).
Dimostrazione. Fissiamo una base di W7 N Wa:
Bw,aw, = {wi,...,w.}, r=dimW; N Ws.

Essendo W; N W, C W; un sottospazio vettoriale, per il Teorema del Completamento, possiamo completare i
vettori w1, ..., w, ad una base di Wy:

BWl:{wlﬂ"'7w’l"7vl7"~7vs}7 r+ s =dim Wj.

Analogamente, essendo W1 NW, C W5 un sottospazio vettoriale, per il Teorema del Completamento, possiamo
completare i vettori wy, ..., w, ad una base di Ws:

Bw, = {wi,...,wr,u1,...,u}, 7+k=dimWs.
Vogliamo dimostrare che
dim(Wy + Ws) = dim Wy +dimWe —dim(WyNWy) =r+s+r+k—r=r+s+k.
A tale scopo affermiamo che
Bw, UBw, ={w1,...,wr,01,...,0s,U1,..., U}

¢ una base di W7 + Wh.
Infatti, {w1,...,wy,v1,...,0s,u1,...,ur} sono dei generatori per W1+ Wa: sia w € Wy +Wo; per definizione
di spazio somma, w si pud scrivere nella forma

w=2z1+z9, 21 EWl, ZQEWQ,

per opportuni vettori z; e z3. I due vettori, a loro volta, si possono scrivere come combinazioni lineari delle
basi di W; e W, rispettivamente:

21 =aiwy + -+ apwy v + -+ bsvs, 22 =crwr + -+ Gwy + diug + -+ diug,

e quindi
w = (ay +cr)wr + -+ (ar + & )we +brvy + -+ + bsvs + dyug + - + dpug,
cioé ogni vettore di W7 + W5 & combinazione lineare dei {w1, ..., Wy, v1,..., Vs, U1, ..., Uk}
Mostriamo, infine, che wy, ..., w,,v1,...,0s,u1,...,u; sono linearmente indpendenti. Considerimao una
loro combinazione lineare che dia il vettore nullo:
82) awi + -+ apwe + f1v1 + -+ Bevs + d1us + -+ Spug = 0,
Questa relazione puo essere riscritta nella forma
arwy + -+ apwy + Pror + -+ Bsvg = —0iur — - — Ok,
quindi il vettore —6;u; — - - - — dpur € Wy € anche combinazione lineare dei vettori della base di W3, quindi
—01ug — - - — dpur € Wy N Wa.

Come conseguenza puo essere scritto come combinazione lineare dei vettori della base By, nw,:
—01u1 — - — Opup = Nwi + -+ YW,

da cui
yiwy + -+ Yewy + dyug + -+ dpug = 0.
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Quest’ultima & una combinazione lineare dei vettori di Byy,, che sono linearmente indipendenti, quindi
M= =9=0=--=0=0.
Quindi la relazione (8.2) diventa
cqwy + -+ apwy + frog + -+ Bevs =0,
che & una combinazione lineare dei vettori di By, , che sono linearmente indipendenti, quindi

o =-=ap=0F==0F=0

Corollario 8.2. Siano
Wiy v, WyCV

due sottospazi vettoriali di uno spazio vettoriale con dim V' = n. Allora vale

(8.3) dim(W7 N W3) > dim Wy + dim Wy — n.

Dimostrazione. Basta osservare che essendo W; + Wy C V, per la Proposizione 7.4, primo punto, si ha
dim Wy + Wy < n.

Esempio 8.3. In particolare, se W; e W5 sono due piani vettoriali di R3, abbiamo che
dim(WlﬂWQ) 2 2+2—3=1,

cioe due piani vettoriali si intersecano sempre almeno lungo una retta vettoriale.



