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ALGEBRA BOOLEANA: POSTULATI DI HUNTINGTON

o Utilizzata per trattare i segnali binari (8 = {0,1}), cio¢ quelli che
vengono utilizzati materialmente nel calcolatore.

o Principi generali pubblicati nel 1854 da George Boole (1815-1864).

o Postulati di Huntington (1874-1952): dato un insieme S ed una relazione
di uguaglianza che gode delle proprieta riflessiva (z = ), simmetrica
(r =y & y =) e transitiva (z = y,y = z = = = z), si suppone S sia
dotato delle seguenti proprieta:

A1, As.

B1, Ba.

C1, Ca.

Dy, Do.

Sono definite due leggi di composizione:
- somma logica “+7” +:9xS—=> S5, (z,y)—»x+y
- prodotto logico “ - 7 i SXS =S, (vy)—T -y
Esistono due elementi di S, denominati zero (0) e unita (1), tali che:
z+0=2 e =z -1l=z
Proprieta commutativa di “4+”7 e “ - 7:
r+y=y+xr e T -Yy=y - x
Proprieta distributiva di “+ 7 rispetto a “ - 7 e viceversa:
4y - z)=(x+y) - (z+2)

- (y+2)=( y+@ - 2

. Per ogni x € S esiste un T € S, denominato complemento di x, tale che:

z+x=1 e =z -z=0

. Esiste almeno una coppia di elementi xz e y di S tali che x # y.
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ALGEBRA BOOLEANA, MODELLO BINARIO

o I postulati di Huntington definiscono sull’insieme S una struttura alge-
brica denominata Algebra Booleana.

o La compatibilita dei postulati di Huntington puo essere verificata con
Pesistenza di modelli per i quali i postulati sono validi e non si contrad-
dicono.

o Modello binario (algebra binaria) dove S = % = {0,1} e dove le due

operazioni logiche fondamentali “4” e “ - ” sono definite da:

OR AND NOT
+]0 1 - ]o 1 N slo 1
00 1 00 0 — 1 o
1|1 1 10 1

o il complemento (NOT) pud essere costruito dalla definizione delle due
operazioni logiche “+” e “ - ” soddisfando il postulato E;

o il postulato F vale per la definizione di S =% = {0,1};

o le operazioni logiche “+” e “ - ” cosi definite rispettano i postulati Aj,
Ag, B1, B2, Cy, Co;

o la proprieta distributiva (postulati D1 e D2) va verificata.
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ALGEBRA BOOLEANA, MODELLO BINARIO (CONT.)

o Verifica della proprieta distributiva D1 e D2. Va effettuata per tutte le
2™ = 8 combinazioni dei possibili valori delle n = 3 variabili z,y e z:

u=xz+(y-z)

v={(z+y)-(v+2)

R R R ROOOOR
= OO~ O oK

o I postulati di Huntington applicati al modello binario costituiscono un

sistema compatibile.

o Dai postulati ¢ possibile dedurre infiniti teoremi, cioé delle identita tra
due termini Booleani basati sugli operatori somma, prodotto e comple-
mento logici applicati alle variabili ed alle costanti fondamentali (zero e

unita).
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ALGEBRA BOOLEANA, ALCUNI TEOREMI

o Teoremi fondamentali dell’Algebra Booleana:

Teorema Base (1) Duale (2)
T1 T+r=1x rTx =
T2 r+1=1 z-0=0
T3 z+(z-y)==z z-(z4+y)=2x
T4 z+ Ty =z+y z-(T+y =z-y
T5 () ==
T6 (z+y)=z-7 (z-y)=Z+7

T1,T2 e T5 sono verificabili in maniera diretta;

T
T3iiz+(zy) 2@ Dty Za-(1+y) =2
. B Dy T2,
T3o:z-(x+y) = (+0)-(z+y) =z+(0-y) ==

D

Ti: 24 (F-y) 2 (2+2) (@+y) =z+y
Tiy:z-(@+y) Z (@ 2+ (@ y) Sy
T6 (De Morgan) con verifica diretta:

== O Ol

<
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ALGEBRA BOOLEANA, FUNZIONI

o Variabile Booleana: © € B = {0,1};
o Funzione Booleana f di n variabili Booleane x1, ..., xy,:
fB" — B
(1, oy xn) = f(T1,. ., Tn)

o Le funzioni Booleane si possono epsrimere algebricamente tramite ope-
ratori logici (somma, prodotto, complemento) applicati alle variabili
Booleane ed alle costanti 0 e 1. Ad esempio f(z,y,2) =Z -y + z.

Essendo %8 un insieme finito, & possibile definire una funzione booleana
anche per mezzo di una tabella di verita che riporta il valore di f per
ogni combinazione dei valori binari delle variabili z1,...,xn:

21 o xn | f(z1,...,20)

0 0 0 f(0,...,0)
o 0 1 f(0,...,1)

11 1| ora
o Le righe della precedente tabella sono m = 2", ossia il numero delle
n-uple Booleane in %8".

o Il numero delle possibili funzioni Booleane di n variabili Booleane ¢é
quindi 2™ = 22",
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ALGEBRA BOOLEANA, FUNZIONI (CONT.)

o Funzioni di una variabile (n =1, 92 — 4 possibili funzioni):

fo fi fo f3
T 0 T T 1
0 0 0 1 1
1 0 1 0 1

o Funzioni di due variabili (n = 2, 22° = 16 possibili funzioni):

fo fr fofs fafs fe  fr fs  fo fiofu fi2 fi3 fuu fi5

AND XOR OR NOR XNOR NAND
z y |0 - x y & + 1 0 g z | 1
o o0oj0 O O 0 O 0 O 0 1 1 1 1 1 1 1 1
0 1/{0 0 O O 1 1 1 1 0 0O 0 0 1 1 1 1
1 oj0 O 1 1 0 0 1 1 0 0 1 1 0 O 1 1
1 1|0 1 01 0 1 0 1 0 1 01 0 1 0 1

o Oltre alle funzioni OR e AND gia viste, assumono particolare interesse
pratico le seguenti funzioni, simmetriche rispetto ai due ingressi = e y:

o XOR (OR esclusivo): z @y

o NOR (OR negato): miy—:r—&-y T-7
o XNOR (XOR negato): Oy = y

o NAND (AND negato): z|y = 7y =Z+7y
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ALGEBRA BOOLEANA, FUNZIONI: APPLICAZIONI

o Addizione di due cifre binarie x e y con riporto, tabella di verita:

Somma  Riporto

T Yy s T
0 0 0 0
0 1 1 0
1 0 1 0
1 1 0 1

o s ed r: funzioni Booleane da determinare algebricamente.

o La somma s & equivalente alla funzione XOR:
s1
—_——
s=x@y=(T-y)+(z-y) =
=@ty @y =@+ty- (T+7)
S2 S3
o Il riporto r & equivalente alla funzione AND: r =z - y.
@ Numero di blocchi logici necessari per I’addizione:
e s1: 6 blocchi (2 AND, 1 OR e 2 complementi per s1; 1 AND per r);
o s2: 4 blocchi (2 AND |z - y contato una volta sola per sz er|, 1 OR e 1
complemento per s2);
e s3: 6 blocchi (1 AND, 2 OR e 2 complementi per s3; 1 AND per r);
o La forma s2 per la funzione Booleana somma consente 1’'uso del minor

numero di blocchi logici per la realizzazione dell’addizione di due cifre
binarie con riporto.
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ALGEBRA BOOLEANA, FUNZIONI: APPLICAZIONI (CONT.)

o Alcuni simboli circuitali (porte logiche):

iDer D o

NOT

o Le porte logiche vengono realizzate materialmente impiegando disposi-
tivi elettronici come diodi, transistor, resistenze e C-MOS.

o Funzioni Booleane piu articolate si ottengono combinando gli ingressi
e le uscite delle porte logiche fondamentali (OR, AND, NOT, NAND,
NOR), dando origine alle reti logiche.

o Esempio di rete logica che realizza ’addizione di due cifre binarie = e y
con riporto (Half-adder), utilizzando la forma s = (z +y) - (z - y) per

la somma, s:
T+yY

y s = (z+y)-(z-y)
r= 2y

o Tali reti logiche vengono impiegate nei calcolatori elettronici per realiz-
zare determinate funzioni Booleane che permettono di operare sui segnali
binari.
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