Trasformazioni di Clarke e Park



Vettore spaziale associato ad una terna di correnti

Consideriamo un avvolgimento trifase
con fasi a, b, c percorse da generiche
correnti 1, I, I..

Per astrarre dalla polarita, ragioniamo
in angoli elettrici, il che equivale a
P e— considerare la situzione su un doppio

d a
passo polare.
In questo senso, le tre fasi sono sfasate
di 120 gradi elettrici.
Fig. 14
I, Il problema che ci si pone e:

- In che punto (cioé per quale angolo
elettrico 0,,,, ) la fondamentale del
campo magnetico risultante e

NB: il riferimento di zero per la
misura degli angoli e

identificato, _
convenzionalmente, con l'asse massima?

della fase «a», cioé 6 =0 - Qual e il valore massimo della
identifica la posizione dell’asse fondamentale del campo magnetico

«an. risultante?



Per quanto visto sopra (sia per avvolgimento a doppio che a singolo strato) e visto che si &€ preso come
riferimento di zero per la misura degli angolo I'asse della fase a, la fondamentale del campo risultante

prodotto dalle tre correnti e:

I, (1) Iy, (1) 2 I (t) 4
H (6, ,t) = g — Wiase (9 ) bg Wiase (9 572'} g — Wiase | G g” (76)
con funzione di avvolgimento data da:
Wfase (‘9e) :Wmax COS(@e) VVmax = 2 NS kr 1kd 1
T p

Per prescindere dall’'ampiezza — uniforme o meno — del traferro, spesso si ragiona in termini di «campo di
forza magnetomotrice», definito come:

fmm(4,,t) = (g b_ = i ()W, COS (6, ) + iy (1)Wiay cos(@e —%72’}-1— i (DWW, cos(&e —gz) (77)

La fmm in un certo punto e tale per cui, moltiplicandola per I'ampiezza del traferro nello stesso punto, si
trova il campo magnetico nel punto stesso.

In pratica il problema e quello di trovare il massimo della fmm risultante e il punto in cui cade tale
massimo. A tale scopo si puo scrivere la (77) come:

-

2 . .
MM(6,.1) = Wiy Re {1 i, 01 +iy (e 7 +igt)e 2 |1 =W Refel%T ()] (78

N
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Dove si e introdotto il numero complesso (= vettore nel piano complesso), di ampiezza i(t) e fase o(t)

, ) 2 . 4 1*
I(t) = i(t)e/®® 2 [ia(t)efO +ip(t)e 3 + ic(t)e_§”]]

. ; . Z7rj . é7T] (79)
=i,(t)el? +ip(t)e3™ +i.(t)e3

Si definisce «vettore spaziale» associato alla terna di correnti istantanee i, i, i.. Il suo modulo identifica
I'ampiezza della fmm risultante, la sua fase indica I'angolo in cui tale massimo cade. Il vettore spaziale
si definisce pertanto «vettore spaziale» in quanto definisce la distribuzione istantanea nello spazio
della f.m.m. dovuta ad una certa terna di correnti. Infatti da (78) e (79):

MM(6, 1) = Wi Re {1477 (1)} = Wiy Re{e i (0)e7°O | =Wi,i(t) cos (6, ~ (1)) (80)

Sinousoide di ampiezza W, i(¢) con valor massimo nel punto 6, = c.

max

LUinterpretazione fisica del vettore spaziale di corrente e quindi molto semplice,
nel senso che tale vettore identifica direzione, verso e intensita della fmm

prodotta dalla terna di correnti.
Cio e rappresentato graficamente in Fig. 15 per due posizioni ed ampiezze diverse
del vettore spaziale di corrente.
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Il concetto di vettore spaziale si pud per analogia estendere anche ad altre grandezze elettriche trifase

(flussi concatentati e tensioni) anche se l'interpretazione fisica in questo caso non e intuitiva.
Esempio:

[
»

Asse della fase «a»
= asse reale

Fig. 15

7(t) = v, (t)e® +v, ()e3” +v_(t)ed (81)

Si nota che, per un generico andamento tempo temporale delle grandezze di fase, vettore spaziale
cambia sia in ampiezza che in modulo.

Tuttavia, se le tre grandezze (ad es. correnti) formano una terna sinusoidale simmetrica
diretta di ampiezza I/, e pulsazione @, allora il corrispondente vettore spaziale € costante in

modulo, con modulo pari a (3/2) I, e ruota con velocita costante pari a @ con verso
coincidente con il senso ciclico delle fasi.




Ricordiamo la definizione di fasore associato alla terna di correnti sinusoidali simmetriche:

i (t) = I cos(wt+¢) fasore complesso

, 2 — :
|b(t):locos(a>t—§7z+¢j l | = |Oel¢

i) =1, COS(a)t—%ﬂ—Fgéj

Si comprende quindi che il vettore spaziale (82’) per terna simmetrica sinusoidale, e strettamente legato
al suo fasore, precisamente dalla relazione:

|(t)— el l9) = 3ej“’t(le”’) 3 glaty 3 gion
2 2 2

i(t)= (\éw (827)

\

Vettore spaziale Fasore




Infatti in tal caso la (79) da:

i(t) =i(t)e!*® =1, cos(wt + p)e!® +1, cos[a)t —§n+¢j 3" 4 I cos(wt —%72’+¢]€37” (82)

Fase iniziale
e, usando l'identita:  cos(x) =

e ek
2
. 2 . 2 . 4 . 4
. . j[a)t —7r+¢j —j(a)t —7z+¢j 5 j(a)t—ﬁjwt+¢j —j(a)t—ﬂja)twﬁj 4
elletrd) | g=Uot+d) e' 3 Jye V3 ) Txp e 3 +e o3 27

jO 3
e'” + 1 e + 1
2 0 2 0 2

it)=1,

. 4 .
. . —wt+—7— —ot+——
_lo {ej(wtw) +ej(a)t+¢)+ej(wt+¢):|+ ei(—wt—¢>+e‘[ ST ¢)+e‘( et ¢j

|0 . —— j(—a)t—zﬁ—qﬁJ j(—a)t+27r—¢j 3 .
2 2 ,
(82')

=0 in qunato fasori sfasati di 120°
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Questo risultato conferma quello gia trovato in precedenza sul campo rotante, limitatamente alla
fondamentale del campo stesso, cioe: una terna simmetrica equilibrata di correnti, percorrendo le fasi di
un avvolgimento trifase, determina una fondamentale di campo avente ampiezza costante e velocita
elettrica di rotazione angolare pari alla pulsazione delle correnti.

Si nota che, similarmente agli angoli, la velocita elettrica e definita come velocita meccanica moltiplicata
per il numero di coppie polari.

La trattazione piu dettagliata proposta all’inizio non e ridondante in quanto tiene conto anche delle

armoniche di campo superiori, mentre il concetto di vettore spaziale presuppone di trascurare tali
armoniche e di considerare solo la fondamentale di campo.

Date le tre correnti di alimentazione, oltre al vettore spaziale ad esse associato, € utile considerare
un’altra grandezza costituita dalla cosiddetta «componente omopolare» definita da:

iomo (t) = ia(t) + ib (t) + ic(t)

(84)

Tale componente € normalmente nulla (si pensi ad avvolgimento connesso a stella e con centro stella
isolato). Tuttavia, puo in alcuni casi essere diversa da zero e puo avere interesse studiarne gli effetti e il
comportamento dinamico.

La stessa definizione (84) di componente omopolare si estende anche alle altre grandezze elettriche
trifase (flussi concatenati, tensioni).



Trasformazione di Clarke (da abc ad a30)

Il problema di determinare, data una terna di grandezze elettriche trifase, il corrispondente
vettore spaziale e la corrispondente componente omopolare, puo essere approcciato in
modo sintetico attraverso la cosiddetta trasformazione di Clarke.
Per definirla, raggruppiamo le tre correnti (istantanee) di fase in un vettore (colonna):

la
abc — !b (85) Vettore delle correnti di fase
IC
e introduciamo una trasformazione (o mappa) lineare (detta «trasformazione di Clarke»)
definita dalla seguente matrice:

1 -1 _1
C_ ? 0 \[32 3 Matrice della
- g o T o (86) trasformazione di
\/15 \/15 \/15 Clarke
Il vettore trasformato delle correnti e definitolcomelz
ia_zib_zic
“ 2| V3. V3
igpo = | I8 éCiabcz\ﬁ —lp ——= I (87)
i 2 2
0 1o 1 1
—1 —1 —1
N AR N

Per quanto riguarda l'ultima componente di Iapor e evidente che rappresenta la
componente omopolare moltiplicata per 1/./3



Per quanto riguarda le prime due componenti del vettore trasformato, cioe i, e ig, esse
formano a loro volta un vettore dato da:

: c 1z 1
i = e | _ E la =2~ 5k
af |y 3| B B (88)
2 b 2%
Per comprenderne il significato, consideriamo ora, da (79), I'espressione del vettore spaziale
associato alla terna i, iy, i

i_:ia-1+ib(—%+ j§)+ic(—%— j@):(ia—%ib—%icp j(@ib—%c) (89)

Dal confronto tra (88) e (89):

i :\/%Re{i_}, iﬂ:\/glm{i_} (90)

Si vede quindi che, a meno del coefficiente costante (2/3)1/2, il vettore (ig_iﬁ) coincide conil

vettore spaziale laddove si identifichi I’asse a con I’'asse reale e ’asse B con quello
immasginario.

Pertanto il vettore (i iB)' nel piano a, 3 ha lo stesso significato fisico del vettore spaziale nel

piano complesso, ovvero rappresenta direzione ed ampiezza del campo (fondamentale) di
fmm prodotto dalle tre correnti di fase ternai,, i, i..
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In particolare:

Una terna diretta simmetrica ed equilibrata di correnti di ampiezza |, e pulsazione @ viene
mappata dalla trasformazione di Clarke in un vettore ilﬁ con ampiezza costante pari a

F
20

vettore che ruota con velocita elettrica ® nel piano o3 con verso pari dato dal senso ciclico
delle fasi.




Infatti, dalla (82)-(83) si ha che la terna

i, (t) = 1y cos(wt +¢), ib(t)=|0COS(a)t—§7Z'+¢j, ic(t):locos(a)t—%;z+¢j

corrisponde al vettore spaziale:
Ty = S| eiletrs) _ 3 s
|(t):§loe :Elo[cos(a}t+¢)+Jsm(cot+¢)} (91)

e quindi, in base a (90), viene trasformata in un vettore nel piano af3 avente componenti:

i, (t) = \/gRe{i_(t)} = \Eg l, cos(a)t+¢):\/glo cos(wt +¢)

(92)
. 2 - 23, . 3. .
i5(t) = ‘/5 Im{i (t)} = ,/§EI03|n(a)t+¢): ‘/Elosm(a)t+¢)

cioe il vettore i,z ha modulo costante, pari a
3 I
510
2
e ruota con velocita @ con verso uguale al senso ciclico delle fasi.

E’ chiaro invece che la componente omopolare (cioe il terzo elemento del vettore iaBO) per
una terna simmetrica e nulla.
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La trasformazione di Clarke si applica anche alle altre grandezze di fase, cioe tensioni e flussi
concatenati, anche se i relativi vettori trasformati non hanno interpretazione fisica

significativa. Formalmente:

1 1 1 1
1 _E _E va_zvb_zvc
Vy Va
2 V3 V3 2 V3 V3
V“ﬁ"é(v"’)é“““:fﬁ o 3 -F|()-5 T 53)
1.70 vC
1 1 1 1 1 1
— = — — VU, +—=v, + =7,
2 2 2 V2 V2 V2
Vettore delle Vettore delle
tensioni tensioni di fase
trasformate
1 1 1 1
1 —= —= Aa—=Ap =4
A 2 2 /1 a 2 b 2 Cc
A Aa A & \/§ \/§ * 2 \/§ \/§
)‘aBO: g | = Chgpe = § 0 —— ——= Ap | = § - b — /¢
4o 1 % 12 Ac 1 ? 1 ’ 1 (94)
— Ay +—=A, +—=A1,
2 2 V2 22T

Vettore dei flussi

Vettore dei flussi
concatenati di fase

concatenati
trasformati



In base a quanto detto, la trasformazione di Clarke porta dalla macchina reale, caratterizzata
dalle tre fasi «a», «b» e «c» percorse dalle tre correnti generiche i, i, i. e soggette alle
tensioni v,, v,, v, ad una «macchina ideale» o «macchina idealizzata» in cui vi sono due
avvolgimenti ortogonali, indicati con «a» e «[3», percorsi dalle correnti trasformate i, iB e
soggetti alle tensioni trasformate v, Vg, piu un terzo avvolgimento percorso dalla corrente
omopolare i, e soggetto alla tensione omopolare v,,.

MACCHINA «REALE» MACCHINA «IDEALIZZATA»

Trasformazione
di Clarke

________________________________________

Fig. 19

NB: si e usata la convenzione del motore




Si vuole valutare la potenza elettrica complessiva assorbita dalla macchina reale e da quella
ideale. In entrambi

MACCHINA «REALE»
i

. . . t| .4 t-
Preale =Vala +Vply + Vel = (Va Vo Vc) lb | = Vanc lanc (95)
le
MACCHINA «IDEALIZZATA»
t ia
- - - - t.
Pigeal = V1, +Vglg +Vply = (va Vs vo) g | = Vopo lapo =
lo
(96)

t ~- ]
= (Cvabc) Clabc = VabctCtCIabc

Usando la (86), si puo immediatamente verificare che vale I'identita:

t 100
co-l-810 @

ossia, in termini algebrici, si dice che la matrice C € ortonormale, ossia la sua trasposta
coincide con la sua inversa.



In base alla (97) la (96) diventa:

t - -
I:)ideal — VabcC CIabc = Vapclabc = Freal (98)

ossia la potenza assorbita dalla macchina reale e uguale a quella assorbita dalla macchina
idealizzata.

In base a tale osservazione, si dice che la trasformazione di Clarke definita dalla (86) e
«invariante rispetto alla potenza».

Esiste una definizione alternativa della trasformazione di Clarke identificata dalla matrice:

1 -1 _1
2|05 B
C'= 0
31 & 4 (99)
2 2 2

Questa forma della trasformazione e definita «invariante rispetto all’'ampiezza». Infatti, e
immediato provare che essa trasforma una terna di correnti di ampiezza |, e pulsazione o in
un vettore rotante nel piano a3 caratterizzato da velocita ® e ampiezza I




|, cos(wt) 1
lysin(wt) |=—| 0
0 3|1
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|, cos(wt)

lpcos(wt—27)|  (200)
Iocos(a)t—gn)

Ossia se usiamo la trasformazione di Clarke basata sulla matrice C’ abbiamo:

i, (t) = I cos(at)

I, (1) =1, cos(wt—%nj

\ic(t) = IOcos(a)t—%nj I

Fig. 20
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Per quanto riguarda la potenza, invece, la trasformazione basata su C’ non é invariante.

Potenza elettrica entrante in macchina reale

. . . t] .a t-
Preale = Vala +Vplp + Vel = (Va Vi Vc) I | = Vance lanc (95)
IC
Potenza elettrica entrante in macchina idealizzata
. . . t i(Z t-
Pigeal = V1, +Vgl5 + Vol :(va Vs vo) |ﬁ = V50 lopo =
Iy
' t ~/ t~1t r: (96)
:(C Vabc) C labe = Vance C'C labc
In base alla definizione (99) si dimostra subito che:
2
12 2\ (p_r 2y |3090
31 I 1|31 1 1 32 9111
2 2 2 2 2 2 00 %
3




ostituendo la (97) nella (96):

al

% 00
111
2 1 i 2 1 . 2 )
= abct 0 g 0 _5 %%% labc :§Preal_§(va+vb+Vc)(|a+|b+|c):§Preal_V0|
00 g 98
_ 3 _ (98)

essendo v, e iyle componenti omopolari.
La (98) mostra che, se la componente omopolare della tensione e/o quella della corrente
sono nulle, la potenza della macchina reale é pari a quella della macchina idealizzata

moltiplicata per 3/2.

Nel seguito, si usera sempre la trasformazione di Clarke invariante rispetto alla potenza

definita dalla (86).




Trasformazione di Park (da af30 a dq0)

Si consideri una certa grandezza elettrica (corrente, flusso concatenato o tensione). | suoi
valori di fase sono x,, x,, x. raggruppati nel vettore:
Xa
Xabe =| %p
XC
La trasformata di Clarke (invariante alla potenza) trasforma tale vettore nel vettore:

(99)

X(Z Xa
Xapo =| X5 |=C| X% (100)
X, X,

La trasformazione di Park e una trasformazione lineare che, applicata alle variabili x,, Xg, Xo,

effettua le seguenti azioni:
- Lascia invariata la componente omopolare x,
- Esprime il vettore (x,, Xg) in un sistema di riferimento ortogonale dq ruotato di un angolo

@rispetto al sistema af.

Il concetto ¢ illustrato in Fig. 19.



X, =|X|cos(y + 7) =|x|cos(6, ) cos(y) —|x|sin(8y )sin(y)
(100)

X5 = |X|sin(@y + ») = |x|sin(6, ) cos(y) +|x|cos (8, )sin(y)

Xg = |X| cos(y)
(101)
B Xq =|X|sin(y)
Da banali

considerazioni
geometriche e
trigonometriche si
trovano le (100)-(101).

Oty

Fig. 21



Sostituendo le (101) nelle (100) si ha:
Xg = Xg C0S(6y ) — X4 SIN(Gy )

X5 = Xg SIN(Gy yeastr) + X, cos(6, )

(102)

Le coordinate nei due sistemi di riferiemnto sono quindi legati dalla relazione lineare:

;(a _ cps(@d ) —sin(6y) )( X4 (103
p) |sin(6y) cos(6;) )\ %
] -1 .
;((d _ cps(@d ) =sin(Gy)] (%, )_ co_s(@OI ) sin(6;))( x, (10)
q) (sin(6y) cos(6;) ) \Xs) | —sin(6y) cos(6,) )\ X
Dalla (104) e dal fatto che la componente omopolare si deve conservare, si ottiene la
matrice che realizza la trasformazione di Park:

cos(8;) sin(8;) O
P(6y) £ (— sin(8;) cos(6y) O)

0 0 1 (105)




E’ facile mostrare che la matrice di Park e ortonormale, cioé la sua inversa coincide con la
sua trasposta, proprieta che gia si & usata nella (104).

Trasformazione dg() e vettore spaziale

Immaginamo di avere un vettore spaziale associato alle tre generiche grandezze trifase
X,(t), x,(t), x.(t). Preso il vettore spaziale associato

X(t) = X, (t)el® + x, (t)e 3™ +x. (t)e!s”

il vettore nel piano «, fderivante dalla trasformazione abc =2 o30

(% ®)_ [2[0-3x%0-xv
Xaﬁ(t)_(xﬂ(t)j_\/; @xb(t)—gxc(t)

si @ mostrato [eq. (90)] che sussiste la relazione:

X, (t) = \/7Re x(t) |ﬂ(t) \/7Im |(t) (105a)

A questo punto, ipotizziamo di voler espimere il vettore spaziale Y(t) in un sistema di
riferimento complesso con asse reale coincidente con l'asse d e |'asse immaginario
coincidente con 'asse q (Fig. 21’) e indichiamo con Xgq (t) il vettore spaziale in tale
sistema di riferimento.



Im// a E’ evidente dalla

Re // g figura che il vettore
spaziale nel nuovo
sistema di riferimento
e quello nel sistema
originario a meno

Re // d della fase, che passa
da O4+y ay. In altri
termini il vettore nel
nuovo sistema di
riferimento & quello
nel vecchio ruotato di

Re // o _ed .

Re{X(t)}

Xgq () = X(t)e™ 1% = [Re{f(t)} +jIm{X(®)} || cos(—6, )+ jsin(-6,) | =
= Re{X(t)} + jIm{X(t)} || cos(8,) - jsin(6,) | =

= Re{X(t)} cos(6y )+ Im{X(t)}sin(dy) + j| Im{X(t)} cos (6 ) - Re{X(t)}sin(6y) | (105b)



Usando le (105a) in (105b):
Xaq (1) =| Re{X(t)} cos (6, )+ Im{X(t)}sin(6;) |+ j| Im {X(t)} cos (6, ) —Re{X(t)}sin(6,) | =

- {\EX“ (t)cos(Gy )+ \/giﬁ (t)sin(8, )} +j {\/giﬁ (t)cos(Gy )—\/gxa (t)sin(6, )} -

:\E[xa (t)cos(6,)+ig(t)sin(dy) |+ j\é[iﬂ(t)cos(é'd )=, (B)sin(Gy) |

Ossia:

Re{qu (t)} = \E :xa (t)cos(6y ) +ig(t)sin(6,)

3 ~ (105¢)
|m{¥dq (t)} = \g_iﬂ (t)cos(y ) =X, (t)sin(by) |

Confrontando la (105c) con la (104) si ricava:

Re{qu (t)} = \Exd Xq (1) = \/g Re{idq (t)}

— (106c)

|m{¥dq (t)} = \Exq Xy (t) = \E Im{qu (t)}

Si vede quindi che, a meno del coefficiente costante (2/3)/2, il vettore (iy i,) coincide con il
vettore spaziale laddove si identifichi I’asse d con lI'asse reale e I’asse g con quello
immaginario.




Trasformazione complessiva (da abc a dqg0)

La trasformazione complessiva, dalle variabili di fase a, b, c a quelle nel sistema dqg0 &
qguindi ottenuta applicando in cascata la trasformata di Clarke e di Park come segue:

Xd Xa Xa
Xqq0 = <xq> = P(04) <xﬁ> = P(6,)C <xb> (106)
Xo X0 T(6a) \Xc

T(0,4) e la matrice di trasformazione complessiva da abc a dqO :

2 2
cos(6,;) sin(6;) O
T(64) £ P(6,)C = (— sin(gd) cos(@i) 0) % 0 ﬁ —ﬁ (107)
0 0 1 L
\\/? V2 2 /

Sviluppando il prodotto la (107) puo essere scritta nella forma:



cos(fy) cos(6y—2x) cos(6; —%)
T(64)= % —Sinl(ed) —Si”(é’f —%7{) _Si”(é’f _%7{) (108)
2 N 72

Tale matrice, essendo il prodotto di matrici ortonormali, &€ anch’essa ortonormale, cioe:

T(6y)" =T(6,) (109)

Infatti:

T(6,) =[P(6)C] =C'P(6) =CP(8;) " =[P(65)C] =T(6,)"

(109)
Quindi anche la trasformazione complessiva e invariante rispetto alla potenza.
La derivata rispetto a fe:
Y Qi _2 Qi _4
5 sin(6y ) sm(@d < ) sm(&d : 72')
d _ |2 _ _ _2 _ _4 110
T T(6y)= \/; cos(6; ) cos(é’d < ) cos(é’d : 72') (110)
0 0 0




a (108) e (110) e facile dimostrare che la trasformazione gode dell’ulteriore proprieta:

1 0
T(Qd)[deT(Qd)] ( 1 8 8>é1 (111)

Tale proprieta sara sfruttata nel seguito per I'applicazione della trasformazione al modello
delle macchine sincrone ed asincrone.

Come caso particolare, supponiamo di avere una terna di grandezze di fase sinusoidali di
ampiezza X,, pulsazione o e fase iniziale ¢:

X, (t) = Xo cos(t + ) (posson_o essere correnti, tensioni o flussi co.ncater?atl) e |
5 supponiamo di voler trasformare tale terna in un sistema di
4 X, (t) = X, cos a)'[—§7z'+g0 riferimendo dq0 con gli assi dg rotanti con velocita m pari

alla pulsazione delle grandezze trifase.

4
\xc(t): X, COS a)t—gﬂ-l-(o (111)

Ricordiamo che la terna di grandezze (111) e rappresentata dal fasore complesso:

X :%Xoejq) :%X0 cos(¢)+ j—= = L X, sin(e) (112)

In base a quanto finora detto, e intuitivamente comprensibile che la trasformazione porta
ad un vettore costante (fisso) nel sistema dg.
Dimostriamolo formalmente per completezza:



In base alle (92) le variabili (111) trasformate secondo Clarke sono:

xagtg C[)(agtgj \F y [CpS((a)t—i-(p))]
X(t) |=C| X, (1) [=4]= SIn(wt + @
w®)  e®) V270 (112)

Le variabili trasformate nel sistema dg0 sono quindi:
In quanto gli assi dq ruotano con velocita angolare
(9d (t) = ot

elettrica w
Xq (t) /Xa(t) co_s(a)t) sin(wt) 0 3 (cos(at+p) 3 (cos(p)
;((28 =P (wt) ;((ggg = —smo(a)t) cos(()a;t)(l) \/;XO Sln(a)(;[+(0) :\/;xo s|no¢) (113)

Si puo vedere che la terna (111) viene trasformata in un vettore costante nel piano dq

avente coordinate: 3 3
X do :\/;XO cos(¢p) xqo :\/;XO sin(e) (114)

Tale vettore costante coincide, a meno di una costante, con il fasore complesso (112)
associato a (111), cioe si pua scrivere:

X =X el? = _
o xdozﬁRe{x}
= Xy Cos@+ JX,SINg 2

2 |2 (113) Xy = > Im{X
Z\/;XdoJFJ\/;Xdo VN2 { }
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Componente omopolare

X, (t) = X, cos( ot + @)

X, (t) = X, cos a)t—§71'+(0 ‘ lo =0

X (t) = X, cos a)t—§7z+g0

Im

’ /7\'(0
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\ Vettore costante
Fasore costante
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- Coincidono a meno di

> Re una costante



A meno di una costante, si puo dire che la trasformazione dq0, rotante con velocita o,
mappa una terna simmetrica di grandezze di fase aventi pulsazione ® nel fasore
(costante) che le rappresenta.

Si comprende quindi I'utilita della trasformazione dq0: nel funzionamento a regime,
dove le grandezze di fase della macchina sono sinusoidali nel tempo, la trasformazione
dq0 mappa tali grandezze in vettori costanti nel tempo corrispondenti ai loro fasori.

In tal modo, la trasformazione dg0 consente di studiare il funzionamento a regime della

macchina elettrica attraverso il calcolo fasoriale, prescindendo dalla dipendenza dal
tempo.




Forza elettromotrice indotta in una
fase da un campo rotante sinusoidale



Forza elettromotrice indotta in una fase da un campo magnetico rotante

Ipotizziamo di avere un campo magnetico con p coppia polari rotante con distribuzione
sinusoidale che si sposta ad una velocita meccanica (2, ossia ad una «velocita elettrica»
definita come.

Qel - Qp

B(0)
Fig. 23

0

Coordinata
angolare al
traferro

'equazione del campo (=onda sinusoidale) in funzione della posizione e del tempo sara
allora:

B(6,t) = B

max

cos( pQt— po)

Infatti, un osservatore che ruotasse alla velocita angolare (2 e avesse quindi posizione
o(t) = Qt

ruoterebbe solidalmente con il campo e vedrebbe un campo costante nella sua posizione.



B(Qt,t) = B, COS( pQt— pQt) =B

Inoltre, in un fissato istante di tempo, ad esempio t=0, il campo deve avere una forma
sinusoidale con p coppie polari, cioe:

B(6,1) = Bax COS( p8)

max

Consideriamo ora una bobina con lati attivi A e B (Fig. 23), composta da N spire, con
apertura angolare a,, collocati nelle posizioni:

HAZO Op = 04 + a; {QB_QA:asJ

T
As =T Ap =T 5
2p

. . . VA
con r raccorciamento di passo della bobina e @y = Ppasso polare in radianti meccanici.
p

Il flusso concatenato con la bobina sara:

Op OB
A(t) = NL J B(6,t)Rd6 = NL f B.qx cos(pQt — pO) RdO =
04 04
2LB,, xR 6, — 6
= N%sin(p@B — pb,) cos (th — p%)

dove R ¢ il raggio al traferro e L la lughezza attiva della macchina.

Per la legge di Faraday, |la forza elettromotrice indotta nella spira sara quindi:



Notiamo, nell’equazione precedente, che il flusso per polo ® associato all’'onda di
induzione e:

ap/2 /(2p)
b = LJ B(6)RdO = Lj Baxcos(pB)RdAO
—ap/2 —m/(2p)
1, T\ _ 2RLBmax
= RLByqx2 - sin (p 5) ==

Quindi:
2LB,,,R 6, — 06
Alt) = N%sin(p@lg — p0B,) cos <pﬂt —p 4 B>

2
sin (r g) cos (th —-p

2LBmaxR
p

0,40
=N A B

)= N kr,1 CoS (th —p QA;QB)

Coefficiente di raccorciamento

Supponiamo di avere (come in una fase) g bobine sfasate di un passo cava o.:

B(0)
Fig. 23

0

Coordinata
angolare al
traferro




Si puo dimostrare come, in tal caso, sommando i flussi concatenati su tutte le g bobine si

ottiene: (€ = cost)
A(t)=qND k1 kg1 cos(pQt — §)

‘— Coefficiente di distribuzione

e supponendo che le g bobine siano presenti in ogni polo (come per una fase), con un
totale di N, spire in serie per fase e b rami in parallelo per fase:

Polo 1 Polo 2
P
B(6)} V * \
N Fig. 23
B
max
YY) 0
Coordinata
angolare al
traferro
aS

In tal caso devo sommare su tutti i poli (2p) e dividere per il numero di rami in parallelo (b)
in quanto interessa il flusso concatenato con le spire di un singolo ramo in parallelo:

A()==LgN® ky. 1 kg, cos(pQt — £)



Sappiamo d’altra parte che:
bN,
2pq

da cui possiamo scrivere:

A(t)=27p gN® k1 kg1 cos(pQt — &)= Ny® k1 kg1 cos(pQt — &)

Flusso concatenato con una fase prodotto da un’‘onda
di induzione al traferro caratterizzata un flusso per polo

O
A(£)= Apax cos(pt — &)

Amax = Ng@ kr,l kd,l

NB: stessa formula vista per il flusso massimo concatenato
con una fase di un trasformatore, ma in questo caso il flusso
@ non ¢ il flusso di colonna ma il flusso per polo (al traferro)
e compaiono i coefficienti di raccorciamento e di

distribuzione




d .
= Emax Sln(p.Qt - CZ) = Emax sin(Q¢t — a)

La frequenza f della forza elettromotrice indotta sara quindi tale che
Qe = Op = 2nf
La frequenza f della forza elettromotrice indotta sara quindi tale che

f:QeI :Qp
27 27

Inoltre:
Emax = MnaxPQ = AnaxQer= 27f Apgy= 20f Ny @ kr,l kd,l

Ossia per il valore efficace:

Emax
Eeff = V2 — \/in'fNS(D kr,l kd,1z4-44stcD kr,l kd,l

Si vede pertanto che un campo sinusoidale al traferro, con flusso per polo @,
che ruota con velocita meccanica € ed elettrica QO = Q) p produce nella fase una
forza elettromotrice avente pulsazione angolare pari alla sua velocita elettrica e
una ampiezza paria 4.44f NP k, , k; 4 (stessa formula che nel trasformatore
con aggiunta dei coefficienti di raccorciamento e distribuzione).




Espressione generale della coppia in
una macchina rotante



Consideriamo un converitore elettromeccanico (motore o generatore), alimentato dan
circuiti, che produce una coppia o potenza meccanica all’asse.
Ipotizziamo di poter trascurare la saturazione magnetica, ossia consideriamo i circuiti

magnetici con permeabilita magnetica costante.

Trascuriamo inoltre i fenomeni di dissipazione della potenza, cioe le perdite.

Convertitore
elettromeccanico
(MOTORE)




Per semplicita di notazione, consideriamo il caso di sue soli circuiti elettrici (il caso di piu
circuiti &€ analogo ma richiede I'uso di sommatorie appesantendo la notazione).

4

- |
—— Convertitore

elettromeccanico

—> (MOTORE)

Va

Da un bilancio energetico possiamo scrivere

dW,__ =T do
0 I:)mec: %:Ta)
d

Energia elettrica entrante

\

Energia spesa come lavoro meccanico della
coppia sviluppata all’asse

Variazione di energia magnetica immagazzinata



Inoltre, dalla legge di Faraday Lenz e trascurando le resistenze dei circuiti, si ha:

d4 d4,
dt dt

Quindi sostituendo in (T1):

Vi (T2)

dd—ﬂtlildterd—/izizdt =dA i, +d A0, =dW_+T d@ (3

Dette L, e L, le autoinduttanze dei due circuiti 1 e 2 e detta M la loro mutua induttanza,
nell’ipotesi di linearita, I'espressione dell’energia magnetica immagazzinata ée:

1 1
W, = ELl(er)ilz + ELz(a)izz + M(6)iyi, (Ta)

e i flussi concatenati sono:
A=L(0) i +M(©@)i, (1)
=M@ +L,(0)1, (1e)

Si nota che, nell’ipotesi di linearita, le auto e mutue induttanze sono funzione della sola
posizione del rotore 6.



La dipendenza da 0 si giustifica in quanto la rotazione del rotore, porta ad una variazione
della geometria del sistema e quindi della riluttanza incontrata dal flusso prodotto da
ciascuno dei circuiti.

Ipotizziamo ora che, nell’intervallo dt, il sistema evolva a correnti costanti, cioeé solo per
moto della parte rotante, cioeé:

Allora il differenziale dell’energia magnetica e dei flussi diventa:

dW

m

= %(dLl)il2 Jr%(dLl)iz2 +(dM )igi, (re)

dA, =(dLy) i, +(dM )i, (19
dA, =(dM )i, +(dL, )i, (T10)

Moltiplicando (T9) per i, e (T10) per i, e sommando si ottiene:

d Ay +d A, = dly iy” +2dM i, +dL, i,° =2dW.. (r1a)



Dalla (T11) la (T3) si puo riscrivere come:

2dW, =dW_+T do —— dW_=T do

W,

dé |i,=cost (T12)
I, =Cost

T =

Quindi in un motore o generatore, in cui si possa trascurare la
saturazione magnetica (ipotesi di linearita), si ha che la coppia
all’asse e la derivata della energia magnetica immagazzinata
rispetto alla posizione del rotore, derivata fatta tenendo costanti
le correnti in tutti i circuiti elettrici di macchina.




Espressione della coppia prodotta
dall’interazione di un campo rotante di
statore e un campo rotante di rotore



o ® o : . : :
8 Si consideri ora una macchina elettrica con una certa
distribuzione di corrente sullo statore e una certa
L 2 . . . .
s distribuzione di corrente sul rotore.
‘,
Prendiamo ora le fondamentali dei campi rotanti
e gle prodotti dalle due distribuzioni di corrente in un certo
SITNET R f S istante di tempo.

Coppie polari avvolgimento di statore

/

B (6. 6;) = B e COS( P (0-6;))  (13)

B, (6,6,) = By e €OS( P (0-6,)) ma

dove O, e 0, sono le posizioni, al traferro, in cui i due campi assumono valore massimo.

Coppie polari avvolgimento di rotore

Nell’ipotesi di permeabilita magnetica infinita dei nuclei magnetici e con traferro uniforme,
I’energia magnetica immagazzinata nella machina & quella immagazzinata al traferro (H=0
nei nuclei). Pertanto I'energia magnetica e:



27

1

Wi (6;,6,) =~ LRg I[BS(9,93)+ B,(0,6,)fd6  (ms)
0

Ho

dove L e la lunghezza attiva di macchina, R il raggio al traferro e g 'ampiezza del traferro.

Usando (T13) e (T14) e sviluppando l'integrale, la (T15) da:

Wm(‘gs’er):

(1

—LRg (7zBS,maX2 + 7Z'Br’max2) se ps # P,
_ ) 211y
L \Rq(#B. . 24+zB  24zB. B 0. — 0 =p, =
Lzﬂo 9(7[ s,;max T 7ZBr max T 7 Bs max r,maxcos(p( s r))) SEPs =P, =P

(T1e6)

Sappiamo che la coppia e |a deriva dell’energia magnetica rispetto alla posizione del rotore
tenendo le correnti costanti.

Ora applicare una rotazione d0, al rotore mantenendo le sue correnti costanti significa
traslare di d6, il campo B, prodotto dalle correnti di rotore (le quali sono tenute costanti e
quindi si spostano assieme al rotore). Applicare una rotazione d0, al campo di rotore
significa variare di dO, la posizione 0, in cui il campo assume valore massimo (vedi figura).




Quindi la coppia si puo calcolare come l'opposto derivata della (T16) rispetto alla posizione
0, dove il campo di rotore assume il valore massimo:

T

d
:me(es"gr) =

r

0sep, #p,

1 .
oy LRY 7 PBy max Br max s.m(p(@S —6’r)) S€Ps =Pr =P
0

N

.

(T17)



Dalla (T17) si vede che, affinche il campo
maghnetico di statore e di rotore interagiscano
generando coppia, i due campi devono avere lo
stesso numero di poli.

Inoltre si vede che, per avere una coppia costante
nel tempo («coppia utile»), la differenza 0.-0,
deve restare costante, cioé lo sfasamento tra le
due sinusoidi che rappresentano il campo di
statore e di rotore deve rimanere costante nel
tempo. Questo si realizza se e solo se i due campi
ruotano in modo sincrono tra di loro.




Inoltre si vede dalla (T17) che la coppia € nulla se
il campo di statore e di rotore sono in fase (6,=0,)
ed € massima quando sono in quadratura di fase,

cioé p(0.-pb )=m/2.




