Esercizio 1. Dire se la funzione:

sin(z2y?
Fla.y) = % se (z,y) # (0,0)
’ 0 se (z,y) = (0,0)

e differenziabile.

Soluzione. La funzione é continua e differenziabile con derivate parziali di ogni ordine continue in
tutto il suo dominio escluso I'origine. Bisogna pertanto verificare continuita e differenziabilita in (0, 0).
Osservo che: s v

sin(z2y?) < 22y? < (z ‘Zy )
pertanto per (z,y) # (0,0):

(0,202 (z*+y°)?
0<1f(a9)] = e V) :
- ’ log(1 4 22 4+ y?) ~ log(1 + 22 + y?)

e (con il cambio di variabile x? + y? = t) si ha:

[sin(z%y?)| o
lim |f(z,y)) < 1 s <l s
(z,y)—(0,0) (z,9)—(0,0) log(1 + 22 + y?) ~ (2,9)—(0,0) log(1 + 22 + y?)
£ 21
= lim —2— = lim 4t =90
a8 log(t+ 1) P et M

Quindi la funzione f é continua nell’origine per il teorema dei due carabinieri. Vediamo la differenziabi-
lita: Calcoliamo le derivate parziali rispetto ad x e rispetto ad y nell’origine trovando:

h—0 h h—0 R
lim w — lim 9 =0
kE—0 k k=0 k

quindi esistono le derivate parziali nell origine. Vediamo se la funzione f ¢ differenziabile in (xo,y0) =
(0,0). Deve esistere ¢ : R? — R applicazione lineare tale che:

f@,y) = f(@o,y0) +1((x —0), (y = o)) +7(2,y)
con r tale che
; r(z,y)
(@)= (@0.0) [|(z — 0,y — yo) |
Esplicitiamo il limite ottenendo:

i r(z,y)

1im

(@,y)=(zo.w0) ||( — T0,y — o)l

= lim T(x’ y) =

(z,y)—(20,y0) \/(a? —20)%2 4 (y — yo)?
f(@,y) — f(@o, y0) — (= — 20), (y — y0))

= lim
(.9)(z0.90) V(@ —20)% + (y — y0)?
L S~ fan) - (% (@0, 0) - (= = w0) + 5 (0,90) - (v — w0) )
= 1m
(@,9) = (z0,y0) V(@ —0)%+ (y — yo)?



Cioe nel nostro caso:
sin(z%y?)
log(1 + 2% +y?)\/2? + y?
1

Mediante lo stesso ragionamento adottato in precedenza otteniamo
t 2,1
L T Wi,

4 .
—=—— = lim

log(t+1)

+ 1)\/£ t—0+ 0810T) n

. sin(z2y?) .
lim = lim
(x.9)=(0,0) log(1 + 22 + y2)\/22 + y?>  t=0* log(t
Quindi la funzione ¢ differenziabile in (0,0).
Esercizio 2. Dire se la funzione g(x,y) = xy ha punti di minimo e di massimo sull insieme:

E={(z,y) eR*: 2" +4y° <1}

ed in caso affermativo trovarli.
Soluzione. g é continua, E é compatto dato che e chiuso e limitato quindi g ammette massimo e minimno
su E. g e differenziabile nell’interno di E. Cerchiamo i punti in cui si annulla il gradiente.
Vy(z,y) =0 < (y,2) = (0,0).

ma (0,0) non & né di minimo né di massimo in quanto g(0,0) = 0 ma g(p,p) = p? > 0 per ogni
—p? < 0 perogni 0 < p < 1. Non ci sono quindi né minimi né massimi locali

0<p<leg(—p,p)

interni ad E. I punti di massimo e di minimo stanno quindi sul bordo. Inoltre notiamo che:
g(xv _y) = —g(fE, y)

e pertanto per trovare il massimo ed il minimo di g su E bastera studiare la funzione g sulla parte di
bordo di E contenuto nel semipiano y > 0. Tale parte di bordo (che chiameremo (OE)™ ha equazione:

A
gloe = g(z, /1 —22) =21 — 22 = h(x)

Quindi:
11 problema si riduce a trovare massimi e minimi di h(x) su [—1,1]. Osserviamo che h e dispari. Inoltre

1— 222

h(0) = h(1) = 0 mentre
—2x
h(z)=+v1-22+x =
(z) 21 — 2 V1— 22
Ora:
2
h’(x):0®1—2x2:0<:>x:i§
e
2 2 2 2
2 1 2x _x(2x273)
1 — 22 V1 — 22 B (1_x2)3/2

h'(z) =x (‘ (1- m2)3/2



h//( \/§>::F4
2
V2 V2

Il massimo di g si realizza in + (7, 5 ) e vale %, mentre il minimo si realizza in + (@, ——) e vale
1

5
Esercizio 3. Sia f : R?\ {(0,0)} — R la funzione cosi definita: se per un numero naturale n > 1, si
ha che:

1 4R < 1
T =
n+1— v = n
allora: 1)
— nn
Dimostrare che non esiste
lim x,
(x,y)—(0,0) f(@y)

Soluzione. Per la continuita per successioni si ha che f é continua in (0, 0) se e solo se per ogni (a,)n C
R?, (a,) — (0,0), esiste, & finito
lim f(a,)
n
e tale limite non dipende dalla successione scelta.
Scegliamo allora:

Si ha che
1 =+ =
<llan]® < - = (520
n—+1 2
e 1)
— nn

e tale limite non esiste. Pertanto la funzione proposta non é continua.
Esercizio 4. Scrivere il polinomio di Taylor di grado 3 in (0, 0) associato alla funzione:
ha,y) = e

Soluzione. La funzione é continua differenziabile con derivate parziali di ogni ordine continue in tutto
il suo dominio, pertanto possiamo scrivere il polinomio di Taylor nel punto considerato. Abbiamo che:

h(0,0) = 1

ha(z,y) = %Z(x,y) — "t = 1,(0,0) = 1.

Oh 2
hy(z,y) = a—y(x, y) = 2ye” TV = hy(0,0) = 0.
0%h

hxm(‘r7y) = @('T?y) = ew+y2 = hzx(o,o) == ]..
9%h 2
hay(z,y) = m(m, y) = 2ye” Y = hay(0,0) = 0.
9%h 2 oty?
hyy(z,y) = a—yz(x,y) = (2+4y")e"™Y = hyy(0,0) =2



3h

hase(2,y) = 55 (2,4) = & = hua(0,0) = 1.
O3h 2
hzzy(x7y) = M(mvy) = 2y6I+y = hmy(oa O) =0.
03h P
hayy(z,y) = 95207 (z,y) = (2+4y°)e = hgyy(0,0) =2
O3h

hyyy(z,y) = aiyg(xay) = (8y® + 12y)e" ™ = hyyy(0,0) =0
Pertanto:
p3(z,y) = h(wo,y0) + ha(z0,%0) (T — 0) + hy (20, %0) (¥ — o)

+ % (haw (20, y0) (& — 20)? + 2Ry (20, Y0) (= — 20) (4 — Yo) + Pyy (20, 0) (¥ — 40)?)

1
+ 6 (hzma:(x(h yO)(x - xO)S + Sha::ry(xm yO)(x - mO)Q(y - yO)
+3hayy (20, Yo) (z — o) (y — y0)2 + hyyy (20, Y0) (y — 90)3)

1 1
:1+x+§(x2+2y2)+6x3+xy2



