CAPITOLO

12

B Listen to it

A function from a subset A
of Rto asubset Bof Ris a
relation that assigns to each
element in the set A exactly
one element in the set B.

» Considera la funzione
y =x2—3. Quale valore
diy associaa x =27
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FUNZIONI E LORO
PROPRIETA

n Funzioni reali di variabile reale

|> Esercizi a p. 572

B Definizione di funzione

Richiamiamo il concetto di funzione reale di variabile reale.

DEFINIZIONE
Dati due sottoinsiemi A e B (non vuoti) di R, una funzione fda A a B ¢ una
relazione che associa a ogni numero reale di A uno e un solo numero reale di B.

Scriviamo: f: A — B.

Sea x € A lafunzione f associa y € B, diciamo che y ¢ immagine di x mediante f.
La legge che definisce la funzione f molto spesso viene indicata con I'equazione
y = f(x), detta espressione analitica della funzione.

In una funzione y = f(x), x & detta controimmagine di y.

A viene detto dominio della funzione, e lo indicheremo anche con D, mentre il
sottoinsieme di B formato dalle immagini degli elementi di A ¢ detto codominio
o immagine di A ed ¢ indicato con C o con {A) o con I.

ESEMPIO

La funzione f: R — R, descritta dalla legge matematica y = — % X+ 3, associa

a ogni valore di x uno e un solo valore di y. Per esempio, per x = 4 siha y =—3.

x ¢ detta variabile indipendente, y variabile dipendente.

Una funzione puo essere anche indicata con un’espressione del tipo f(x; y) =0,
detta forma implicita, mentre y = f (x) ¢ detta forma esplicita. Per esempio, la fun-
zione 3x + 2y — 6 = 0 ¢ la forma implicitadi y = — % x+ 3.

Di una funzione f possiamo disegnare il grafico, cioé¢ I'insieme dei punti P(x; y)
del piano cartesiano tali che y ¢ immagine di x mediante f, ossia I'insieme dei
punti P(x; f(x)). Del grafico possiamo cercare le intersezioni con gli assi, che si
determinano mettendo a sistema I'equazione della funzione con y = 0 (equazione
dell’asse x) o con x = 0 (equazione dell’asse y).
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Esistono funzioni, dette funzioni definite a tratti, date da espressioni analitiche
diverse a seconda dei valori attribuiti alla variabile indipendente.

ESEMPIO
La funzione valore assoluto ¢ defi- y y=K
nita nel seguente modo:
—lx|= {x sex >0
) —x sex<0 ° X

B Classificazione delle funzioni

La funzione & algebrica se 'espressione analitica y = f(x) che la descrive contie-
ne solo, per la variabile x, operazioni di addizione, sottrazione, moltiplicazione,
divisione, elevamento a potenza o estrazione di radice. Una funzione algebrica e:

e razionale intera o polinomiale se é espressa mediante un polinomio; in par-
ticolare se il polinomio ¢ di primo grado rispetto alla variabile x, la funzione &
lineare, se il polinomio in x ¢ di secondo grado, la funzione ¢ quadratica;

e razionale fratta se & espressa mediante quozienti di polinomi;

e irrazionale se la variabile indipendente x compare sotto il segno di radice.

Se una funzione y = f(x) non ¢ algebrica, si dice trascendente.

Per ogni funzione algebrica razionale si puo scrivere un’espressione analitica in
forma implicita P(x; y) = 0, dove P(x; y) € un polinomio nelle variabili x e y; si
definisce grado della funzione algebrica il grado di tale polinomio P(x; y).

ESEMPIO
La funzione y= =

in forma implicita diventa x*’y—x+1=0,

quindi il suo grado ¢é 3.

M Dominio, zeri e studio del segno di una funzione

Dominio naturale

Molto spesso una funzione viene assegnata senza indicare il dominio.
In questi casi deve essere determinato il suo dominio naturale.

DEFINIZIONE

Il dominio naturale (o campo di esistenza) della funzione y = f(x) & 'insieme
pitt ampio dei valori reali che si possono assegnare alla variabile indipendente
x affinché esista il corrispondente valore reale y.

Chiamiamo il dominio naturale anche soltanto dominio e lo indichiamo con D.

ESEMPIO

La funzione y = Vx*—4 ha come dominio I'insieme dei numeri reali x per i
quali il radicando dell’espressione a secondo membro & positivo o nullo, ossia
x<—2V x =2 Insintesi, D:x <—2Vx=2.

- algebriche
- polinomiale
y=8x2-1
x3—1 —razionale
Y= fratta
y=V9-x
N N irrazionale
E/ =e* y=sinx
trascendenti

» Qual ¢ il grado della
x*-3,
x3+1

funzione y =
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D Video

Dominio di una funzione
Il dominio della funzione

f(x) = tanxcosx € lo stesso
di quello della funzione

f(x) = sinx ? Facciamo alcuni
esempi.
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V—x°+6x—8
B e O Sl Oy
H=8 ’

» Qual & il dominio di y =

Domini delle principali funzioni

D Animazione

Nell’animazione, oltre al dominio della funzione

dell’esercizio, studiamo anche le intersezioni
del suo grafico con gli assi e il segno.

Funzione Dominio
Funzioni razionali intere:
y=ax"+ax""'+.. +a, R

Funzioni razionali fratte:

y= ggg (P e Q polinomi)

R esclusi i valori che annullano Q(x)

Funzioni irrazionali:

y =/f(x)

<{x IS R‘ flx) = 0}, se n & pari

dominio di f(x), se n & dispari

Funzioni logaritmiche:

y =log, f(x) a>0,a#1

{x IS R| flx) > O}

Funzioni esponenziali:

y=al® a>0,a#1

y =[x}

dominio di f(x)
{x e R| f(x) > 0} N dominio di g(x)

unzioni goni iche:
Funzioni goniometriche
y =sinx, y = cosx
y=tanx

y=cotx

y = arcsinx, y = arccosx

y = arctanx, y = arccotx

R

R—{%+k7t},con keZ
R—A{krn},conke?Z

[— 1;1]

R

Funzioni uguali

DEFINIZIONE

y=f(x) e y=g(x) sono funzioni uguali se hanno lo stesso dominio D e

f(x) = g(x) per ogni x € D.

ESEMPIO
*+1
Le funzioni f(x)= %
*+1
dominio R e f(x)= %
o xP—x
f(X) T ox—1

e g(x) = x non sono uguali: ———

e g(x) = x sono uguali perché hanno lo stesso

= x per ogni x € R.

x(x—1)

= x solo se x # 1.
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Zeri e segno
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Un numero reale a ¢ uno zero della funzione y = f(x) se f(a)=0.

Nel grafico di f{(x) gli zeri sono le ascisse dei punti di intersezione con 'asse x.
Gli eventuali punti di intersezione con l'asse y si ottengono calcolando y = f(0),
se x = 0 appartiene al dominio di f.

E possibile anche studiare il segno di una funzione y = f(x), cioé cercare per quali
valori di x appartenenti al dominio il corrispondente valore di y ¢ positivo, e per
quali e negativo. Per esempio, la funzione y = 2x — 6 risulta positiva per x > 3,
nulla per x = 3, negativa per x < 3.

D Animazione

Studiamo i tre casi della
figura sotto, partendo dalla
funzione y =9 —x? e utiliz-
zando una figura dinamica al
variare di a e b nel vettore di

Grafici delle funzioni e trasformazioni geometriche
traslazione v(a; b).

Traslazioni
A A
y y
P'
™ /Y =) +b
; ~ P
0 A X o /.. X 0 \_ ] X
y =f(x) y = f(x)
y =f(x)
a. Traslazione di vettore parallelo b. Traslazione di vettore parallelo c. Traslazione di vettore V(a; b).
all’asse x. all'asse y.
:
Simmetrie i
1

y =f(—x)

y=-f(x)

a. Simmetria rispetto all’asse x. b. Simmetria rispetto all’asse y. ¢. Simmetria centrale rispetto a O.

y y y=f(x) /
y=[f0]

’ / ! y =f(x)
y =f(x) i
d. Simmetria rispetto all’asse x delle parti del grafico di e. Per x = 0 il grafico e lo stesso di y = f(x), per x < 0 il
y=1f(x) cony<O0. grafico e il simmetrico rispetto all’asse y di quello che

y = f(x) ha per x > 0.
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1
! ! Dilatazioni
3 !
w
= A 3 i
y m>1 y m<1 y n>1 y n<1
Y= f(Z) y=f(Z) oy =nf(x) Y =10
£ 4 X "",-‘O : z % ""-O % % = %
V@Y Vog M \V
i y =1(x) : y =f(x) i y =f(x) ;
a. Dilatazione orizzontale. b. Contrazione orizzontale. c. Dilatazione verticale. d. Contrazione verticale.

D Animazione

Studiamo i quattro casi della
figura sopra, partendo dalla
funzione y = x?— 3xe utiliz-
zando una figura dinamica in
Cui possiamo variare m e n.

B3 Proprieta delle funzioni

B Funzioni iniettive, suriettive e biunivoche |» Eserciziap. 584

Listen to it

A function from aset Ato a
set B is said to be:
an injection (or an
injective function) if it
maps distinct objects of
set A to distinct objects
of set B;
a surjection (or a
surjective function) if
each element of B is the
image of at least one
element of A;

DEFINIZIONE

Una funzione da A a B ¢:

e iniettiva se ogni elemento di B ¢ immagine di al pitt un elemento di A;

e suriettiva se ogni elemento di B ¢ immagine di almeno un elemento di A;

e biunivoca (o biiettiva) se ¢ sia iniettiva sia suriettiva.

Una definizione equivalente di funzione iniettiva ¢ la seguente:

una funzione ¢ iniettiva se a elementi distinti di A corrispondono elementi distinti

a bijection (or a bijective di B, ossia
function) if it is both
X1 F X, — X X3).
injective and surjective. 17 X2 f( 1) ¢f( 2)
ESEMPIO
I:I Animazione
] A
=x3
Studiamo I'iniettivita e la y y=x y
non iniettivita delle due fun- 8 4
zioni dell’esempio, anche
mediante figure dinamiche. 3
O Y A 4 Y
2 X l —1 0] +1 \ X
! ly=-x2+4
a. La funzione y = x3 & sia iniettiva b. La funzione y = - x2 + 4 & suriettiva
sia suriettiva perché a ogni valore se si considera come insieme B
scelto sull’asse y corrisponde un valore quello degli y tali che y < 4, ma non e
» Disegna il grafico di (suriettiva) e un solo (iniettiva) valore iniettiva perché, scelto nel codominio
una funzione su‘ne.tt!va sull’asse x. La funzione & quindi un y diverso da 4, esso & I'immagine
su R che non sia iniet- biunivoca. di due valori distinti di x.

tiva.
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M Funzioni crescenti, decrescenti, monotone
|> Esercizi a p. 585

Funzioni crescenti

DEFINIZIONE

¥y = f(x) di dominio D C R ¢ una funzione crescente in senso stretto in un
intervallo I, sottoinsieme di D, se, comunque scelti x, e x, appartenentia I, con
x; < x, risulta f(x;) < f(x,).

ESEMPIO
La funzione y = x? & crescente in senso stretto in [0; 9].

Se nella definizione sostituiamo la relazione f(x;) < f(x,) con f(x,) < f(x,), otte-
niamo la definizione di funzione crescente in senso lato, o anche non decrescente.
Si puo anche dire che la funzione ¢ debolmente crescente.

ESEMPIO
A I
x+1 sex <1 y y=2x—7
flx)=42 sel <x<4 2 y=2
2x—6 sex=4
y=x+1/
¢ crescente in senso lato in R. / o) 1 4 X

Funzioni decrescenti

DEFINIZIONE
y = flx) di dominio D € R & una funzione decrescente in senso stretto in un

intervallo I, sottoinsieme di D, se, comunque scelti x; e x, appartenentia I, con
x; < X, risulta f(x;) > f(xy).

Se nella definizione precedente sostituiamo la relazione f(x;) > f(x,) con
f(x1) = f(x,), otteniamo la definizione di funzione decrescente in senso lato, o
anche non crescente. In questo caso si puo anche dire che la funzione é debolmente
decrescente.

In seguito, se diremo che una funzione ¢ crescente (o decrescente), senza aggiun-
gere altro, sara sottinteso che lo ¢ in senso stretto.

Funzioni monotone

DEFINIZIONE

Una funzione di dominio D € R ¢ monotona in senso stretto in un intervallo
I, sottoinsieme di D, se in quell’intervallo & sempre crescente o sempre decre-
scente in senso stretto. Analoga definizione puo essere data per una funzione
monotona in senso lato.

Proprieta delle funzioni

» In quale intervallo la
funzione y=x2—2x+1¢é
strettamente crescente?
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» Quale delle due fun-
zioni

y=x—4x+4,
-1
y= 2X+1

€ monotona?

f(x) f(x+T)

H /v-
LERVC AVANVE
—_—T

x+T

» Qual ¢ il periodo di
y=2cosx?
E quello di y = cos2x?

» La funzione
_1
=P Fdl

€ pari?

y:

I:I Animazione

Nell’animazione risolviamo

i tre esercizi relativi a fun-
zioni pari e funzioni dispari,
quello qui sopra e i due della
pagina successiva.
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Una funzione f monotona in senso stretto & sempre iniettiva. Infatti, se f &€ mo-
notona in senso stretto, allora per ogni x; #x, si ha f(x;) <f(x,) oppure
f(x1) > f(x,); quindi risulta f (x;) # f (x,), cioé f € iniettiva.

ESEMPIO
y = x*—9 & monotona in senso stretto nell'intervallo [3; 5] e in tale intervallo
¢ iniettiva. Invece, la stessa funzione non ¢ monotona in [1; 5], dove non ¢é
iniettiva.

B Funzioni periodiche |> Esercizi a p. 586

DEFINIZIONE
y = f(x) € una funzione periodica di periodo T, con T > 0, se, per qualsiasi
numero k intero, si ha:

f(x) = f(x + kT).

In una funzione periodica il grafico si ripete di periodo in periodo.

Se f & periodica di periodo T, allora non ¢ iniettiva, perché x e x + kT hanno la
stessa immagine.

Se una funzione & periodica di periodo T, essa lo & anche di periodo 2T, 3T, 4T, ...
I periodo minore & anche detto periodo principale ed & quello che di solito ¢
considerato come periodo della funzione.

ESEMPIO
y = sin x e y = cos x sono funzioni periodiche di periodo 2.

y=tan x e y = cot x sono funzioni periodiche di periodo 7.

B Funzioni pari e funzioni dispari |> Esercizi a p. 586

DEFINIZIONE

Indichiamo con D un sottoinsieme di R tale che, se x € D, allora — x € D.
y = f(x) & una funzione pari in D se f(— x) = f(x) per qualunque x apparte-
nente a D.

ESEMPIO
y = f(x) = — x* + 2x* & pari perché:

A=x)=—(=x)"+2(—x) =—x*+2x> = f(x).

In generale, se una funzione polinomiale ha espressione analitica contenente sol-
tanto potenze della x con esponente pari, allora & pari.

Verifica invece che la funzione y = f(x) = 2x* — x non ¢& pari perché, sostituendo
a x il suo opposto — x, non si ottiene f(x).

Se una funzione ¢ pari, il suo grafico ¢ simmetrico rispetto all’asse y. Infatti,
se il punto P(x; y) appartiene al grafico, vi appartiene anche il punto P'(— x; y).
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Pertanto, le coordinate di P’, pensate come (x'; "), soddisfano le equazioni della y g
simmetria rispetto all’asse y: §
, f(-a) | f
{x =—x ’(}\T\ =
! = ' . - ~
Yy Yy ¥\, ol a A4 "'X
DEFINIZIONE

Indichiamo con D un sottoinsieme di R tale che, se x € D, anche — x € D.
y = f(x) € una funzione dispari in D se f(— x) = — f(x) per qualunque x ap-
partenente a D.

ESEMPIO
y = f(x) = 4x° — x & dispari perché:

f(=x) =4(—x) — (—x) =—4x° + x =—(4x° — x) = — f(x).

» Verifica che la fun-
zione y = f(x) = x3+1
non & dispari.

Una funzione polinomiale con espressione analitica contenente solo potenze della
x con esponente dispari € una funzione dispari.

Se una funzione ¢ dispari, il suo grafico ¢ simmetrico rispetto all’origine degli
assi. Infatti, se il punto P(x; y) appartiene al grafico, vi appartiene anche il punto
P’(— x; — y). Pertanto le coordinate di P’, pensate come (x'; y’), soddisfano le
equazioni della simmetria centrale avente come centro I'origine:

{x' =—x
y ==y

Una funzione che non sia pari non & necessariamente dispari (e viceversa).

a0 i‘f(a) X

» Verifica che
y =f(x) =x3—x?
non & né pari né dispari.

M Proprieta delle principali funzioni trascendenti

Funzione esponenziale Funzione logaritmica
A ]
. y . yli y=log,x a>1
O<a<1] ja>1
(6] X
1 a=1
O X
g=ax | 0<a<cr T
e Ha come dominio R e come codo- e Ha come dominio R*, come codo-
minio, se a # 1, R*, ossia il suo gra- minio R.

fico sta tutto «sopra» I'asse x. o 1l grafico interseca Dasse x in (1; 0),

e ]l grafico non interseca 'asse x, in- non interseca I'asse y.

terseca l'asse y in (0; 1). e Se a > 1, & una funzione sempre

e Se a > 1, é una funzione sempre crescente; se 0 < a <1, & sempre
crescente; se 0 < a < 1, & sempre decrescente.
decrescente; se a = 1, & costante e
vale 1.
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E Funzione seno Funzione coseno
(o]
w
Ll y
y =sin x
1
X 7~/
et 7 OS2 N7 x
e Ha come dominio R e come codo- e Ha come dominio R e come codo-
minio [— 1;1]. minio [— 1; 1].
e E una funzione dispari: e F una funzione pari:
sin (— x) = — sin x. cos (—x) =cos x.
e E una funzione periodica di perio- e E una funzione periodica di perio-
do 2T: do 27:
sin x = sin (x + 2kn), conk € 7. cos x = cos (x + 2km),conk € 7.
o E crescente in o E crescente in

— 7+ 2km; 0 + 2km].
[—%+2kn;%+2kn . [ ]

I:I Animazione I:] Animazione

Ti riproponiamo due animazioni con le quali abbiamo esaminato, mediante figure dinamiche, le
caratteristiche delle funzioni seno e coseno, quando abbiamo studiato le funzioni goniometriche.

Funzione tangente Funzione cotangente
A -—
y . . Y—t=anx y‘ y = cot x
Il T /10T 3 x
'rr_T 3 1T2’1T21T _ﬁ_% 0% o 3™\ 2w X
e Ha come dominio I'insieme R pri- e Ha come dominio linsieme R
vato dei valori % +km,conk € Z,e privato dei valori km, con k €Z, e

L come codominio I'insieme R.
come codominio 'insieme R.

e F una funzione dispari:

e [ una funzione dispari:
cot (—x) =— cot x.

tan (— x) = — tan x. X
e E una funzione periodica di perio-

do
cotx =cot (x + km),conk € 7.

e E una funzione periodica di perio-
do 7:

tanx =tan (x + k7),conk € Z. :
e E decrescente in

e E crescente in 10+ km; w + k=

T T
—7+k7t,7+k7t .

I:I Animazione D Animazione

In queste animazioni puoi osservare in modo dinamico tutte le caratteristiche delle funzioni tan-
gente e cotangente.
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Paragrafo 3. Funzione inversa

- - <
H Funzione inversa > Esercizia . 588 z
w
=
DEFINIZIONE Listen to it
Data la funzione biunivoca A biunfivoca B Given a bijective function
y=f(x)daAaB, . ffrom A to B, its inverse
. . Qs . = function ' is the bijective
la funzione inversa di f ¢ la funzio- y=f(x) function from B 1o A thi ch
ne biunivoca A £ B associates to each y in B
- th | inA h that
x=f"(y)daBad A e e:;auexm such tha
. R x=F"(y) y =160
che associa a ogni y di B il valore x

di A tale che y = f(x).

Se una funzione ammette inversa, si dice che ¢ invertibile.

Se una funzione f(x) non ¢ biunivoca in A, & possibile effettuare una restrizione
D’ del dominio in cui sia biunivoca. Infatti, per 'invertibilita & sufficiente sce-
gliere in A un sottoinsieme D’ in modo che f{(x) sia iniettiva in D', perché f(x) &
senz’altro suriettiva se come insieme B di arrivo consideriamo I'immagine di f{x).

ESEMPIO

La funzione y = f(x) = x* ha come dominio R e non ¢ biunivoca, ma per ren-
derla biunivoca dobbiamo considerare come dominio un insieme piu ristretto,
quello dei numeri reali positivi o nulli, cioé prendiamo x = 0. Con la restrizione
del dominio operata possiamo considerare la sua funzione inversa,

x=f» =y,

definita associando a un numero y=x
quel valore che, elevato al quadrato, y=x
da il numero stesso.
Per esempio, ,
1y~ v
f1O)=Vo =3, 2
14 » Restringi il dominio
<10 1 X -
perché 9 = f(3) = 32 della funzione
y=9-—x

in modo che sia inverti-
bile e determina la fun-

Per rappresentare la funzione f ! insieme alla funzione f, scambiamo le variabili e
zZione inversa.

nell’espressione della funzione inversa, considerando:

y=Vi.

D Animazione

Il grafico di una funzione e quello della sua inversa sono simmetrici rispetto
alla bisettrice del primo e del terzo quadrante.

Sfruttando questa proprieta, conoscendo anche soltanto il grafico di una funzione
possiamo disegnare il grafico della sua inversa.

Le funzioni monotone in senso stretto sono biunivoche se si considera come in-
sieme di arrivo la loro immagine.
Quindi esse ammettono sempre la funzione inversa.
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Capitolo 12. Funzioni e loro proprieta

MATEMATICA
INTORNO A NOI

Il prezzo giusto Ogni
volta che acquistiamo un
prodotto o un servizio,
paghiamo in cambio una
certa cifra di denaro.

» Chi stabilisce qual ¢ il
prezzo «giusto»?

[:I La risposta

A § B C

G o T
@‘@ [fzy)]
glTx
F 9

» Date le seguenti fun-
zioni f e g, determina
feg e g-f:

a. f(x)=x>—1,
g =

f(x)=x—1, g(x)=x3.

570

Funzione esponenziale e funzione logaritmica
La funzione logaritmica ¢ I'inversa della funzione esponenziale (e viceversa). Sono
entrambe funzioni strettamente monotone e quindi biunivoche.

y 1 LY =X y =aX :y .
y=Xx
1

y =log,x

O<ax<1
a>1 ~ y =log,x

n FunZione CompOSta |> Esercizi a p. 591

Date le funzioni f e g, indichiamo con g - f (si legge «g composto f») oppure con
y = g[f(x)] la funzione composta che si ottiene associando a ogni elemento x del
dominio di f, che abbia immagine f(x) appartenente al dominio di g, il valore y
immagine di f(x) mediante g

Per comporre le due funzioni, occorre che 'immagine di x mediante la prima fun-
zione, cioe f(x), sia un valore per il quale si puo determinare I'immagine tramite
la seconda funzione. Quindi il dominio di y = g[f(x)] € costituito da tutti gli x del
dominio di f tali che f(x) appartiene al dominio di g.

In generale, la composizione delle funzioni non &€ commutativa: g - f #f - g.

ESEMPIO
Consideriamo le funzionife g, da Ra R, f(x) =x% g(x) =x + 1.
La funzione composta g © f &:

y=glfx)]=gx?)=x*+1
Invece f - g é:
y=flgl)] =flx + 1) = (x + 1)
Per esempio, g[f(5)] = g(25) = 26, mentre f[g(5)] =f(6) = 36

Se si compone la funzione f con la sua in-

versa f 7!, si ottiene la funzione identita, A B
che associa a ogni elemento di un insieme f
se stesso: (X-J.\_/‘.z
-1
Ul =] = Fiot/f
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B Funzioni reali di variabile reale

e Una funzione da A a B ¢ una relazione che a ogni elemento di A associa uno e un solo elemento di B.
Il dominio della funzione ¢ I'insieme A, il codominio ¢ il sottoinsieme di B costituito dalle immagini
degli elementi di A, che é anche chiamato immagine di A.

e Funzioni reali di variabile reale: sono rappresentate in genere da un’espressione analitica, ossia un’e-
quazione del tipo y = f(x). y ¢ la variabile dipendente e x la variabile indipendente.

e Dominio naturale: ¢ il piti ampio sottoinsieme di R che puo essere preso come dominio. E costituito da
tutti i valori per i quali ha significato I'espressione analitica che definisce la funzione.

o Selespressione analitica che descrive una funzione contiene soltanto operazioni di addizione, sottrazio-
ne, moltiplicazione, divisione, elevamento a potenza o estrazione di radice, la funzione ¢ algebrica.
Una funzione algebrica puo essere:
« razionale intera, o polinomiale, se ¢ espressa mediante un polinomio nella variabile indipendente;
« razionale fratta se ¢ espressa mediante quozienti di polinomi in x;
o irrazionale se la variabile indipendente compare sotto il segno di radice.

e Se una funzione non ¢ algebrica, ¢ trascendente.

B Proprieta delle funzioni
e Una funzioneda A aBé:

o iniettiva se due qualunque elementi distinti di A hanno immagini distinte in B;
o suriettiva se tutti gli elementi di B sono immagini di almeno un elemento di A;
« biiettiva (o biunivoca) se ¢ iniettiva e suriettiva.

e Una funzione y = f(x), di dominio D, é:

« crescente in senso stretto in un intervallo I € D, se Vx;, x, € I, con x; < x,, risulta f(x;) < f(x,);
« decrescente in senso stretto in un intervallo I C D, se Vx;, x, € I, con x; < x,, risulta f(x;) > f(xy).

e Una funzione, di dominio D, ¢ monotona in un intervallo I € D se in esso ¢ sempre crescente o sempre
decrescente.

e Una funzione y = f(x) é periodica di periodo T se: f(x) = f(x + kT), Vk€ Z,con T > 0.
e y=f(x),definitain DCR, &
parise f(—x) = f(x), Vx € D; dispari se f(—x) = —f(x), Vx € D.

M Funzione inversa
Una funzione fammette la funzione inversa f~! se e solo se & biunivoca.

a=f'b) - b=f(a).

M Funzione composta

Date le funzioni f e g, la funzione composta g - f associa a ogni x del dominio di f che ha immagine f(x) nel
dominio di gil valore y = g[ f(x)].

In generale, g f#f- g
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CAPITOLO 12

ESERCIZI

n Funzioni reali di variabile reale > Teoria a p. 560

ESERCIZI

Bl Definizione di funzione

BB =cciicrarico  Quali dei seguenti grafici rappresentano una funzione?
e®0
i

y y y

NN
NI

B Indica il motivo per cui ciascuna delle seguenti scritture non puo rappresentare una funzione.
*0

o)
x
O
x

a. y=1—In(—Vkx) c. x=6 e. x+|y|=0
b X242 =9 d _{x—l sex<0 ( ey
STy E VT +3 sex>0 ©=
IEl AvLvolo Quale delle due scritture rappresenta una funzione?
L Je]
C=y’+1 x=y*-4
LEGGI IL GRAFICO
Il Dal grafico deduci: BB Osservando il grafico della figura determina:
°° a. il dominio e 'immagine della funzione; °° a. il dominio e 'immagine della funzione;
b. f(—4),£(0), f3), f(i); b. Tespressione analitica di f(x) che, per x <1,
2 ¢ rappresentata da un arco di parabola con
c. Despressione analitica di f(x). vertice sull’asse y;

C. f(l)’f(z)’f(_1)’f(0)>f(_2)>f(3)-

4
s i
\
O\r N WD«
) |
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Paragrafo 1. Funzioni reali di variabile reale E

COMPLETA e uguaglianze per ogni funzione assegnata. g
Kl /=" =feD, 4=, =fO,  3=fC ). E
fl) =271 42 2=fl ), 3=, =10, L =f(-2).

BN /0 =sin(x+): Lopy,  =-p, L=p(Z) L=f(%)

g f(x) =2lnx—1; =1, L =f(e), =3=f(), 3=f().

Per ogni funzione calcola, se esistono, i valori indicati a fianco.

/=" " £0), f(=1), f@), f(1), f(1 - ).
Bl = S@), fQ), (), flx+4).

12 JEORE— F=0, £G32), 3, fx), F30.
Bl f0=vx-1; f@), =f(=%), f&+1), flx+1),

. 1 . _ax*—2 . 4 1
@ Trova i valori di a e b per la funzione f(x)= ~rp 0 modo che  f(-1)= -5 ¢ fl0)=-3.
[a=-2,b=06]
EEH Scrivi le seguenti funzioni in forma esplicita.
*a x*—=2xy+1=0 c. ysinx+y—1=0 e. 2+1-x=0
b. x+2Iny—-5=0 d 2xy+y—-x—-1=0 f. xy?—4=0
EEl  Scrivi le seguenti funzioni in forma implicita.
°° _ox—1 _lnx—1 e 41
a y=-12a b. y=—"— . y=—x
Esplicita le seguenti equazioni rispetto alla variabile y e indica le condizioni di esistenza di y.
4x* +y*-16=0 EEl 3x>—42+x—y=0
0 °0
EEN vouamatHs For each function in the first row, select the adjective that best describes it.
a0
a. y=% b. y=log;2x c. y=4* d. y= 1tanx
1. trigonometric 2. exponential 3. logarithmic 4. constant

Determina il grado delle seguenti funzioni algebriche.

2 _ 2 _
20 IR B -2t B+ - 10
a0

[ el X [ Je]

m Traccia i grafici corrispondenti alle seguenti equazioni:
a. y=x—1 b. x*+y*—4x =0; c. y=x2—2x; d x2—y?=9.
Quali di queste equazioni rappresentano una funzione?
Xl Disegna il grafico della seguente funzione.
0

{x -2 sex> 2
F = -4 sexs?2
Deduci dal grafico 'immagine di f(x) e calcola f(—4), f(0), f(2), f(3).
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EEl Disegna il grafico della seguente funzione.
*0

{x +4  sex< -1
fe) = 27 sexz-1
Indica I'immagine di f(x) e calcola f(=5), f(—1), f(0), f(2). Trova poi per quali valori di x si ha f(x) =8 e
flx)=—4.
EX Indica, tra le seguenti funzioni, quali sono razionali (intere o fratte), irrazionali, trascendenti.
80
N x*t+ 1 Vx+1 1
Y= xi(‘l’ y=tanx+2, Y="%x-3> Y=""% Y= Xesinx
x+2 sex <—2
Disegna il grafico della funzione f(x) ={x>+2x se—2<x <0.
L1
2 sex=0

Determina 'immagine di f(x) e calcola f(—4), f(—1), f(0), f(3). Trova poi per quali valori di x si ha f(x) =— 1.

|x|+1

log, x
)

se—2=<x<1

sex=>1

EXD Disegna il grafico della funzione f(x) =

Troval'immagine dif(x) e calcola f(—1), f(0), f(1), f(2). Determina per quali valori dixsiha f(x) = — 3 e f(x) = 2.

™

=

REALTA E MODELLI

@ Taxi in... funzione! Alice chiama un taxi per andare in aeroporto. tariffe feriali diurne:

a. Descrivi con una funzione come varia la tariffa del taxi in base €3,00 diritto di chiamata

ai kilometri percorsi. 1,20 €/km peri primi 4 km
1,15 €/km dal quarto al decimo

b. Quanto spendera Alice, che si trova a 18 km dall’aeroporto?

c. Determina dominio e codominio della funzione trovata e trac- . kilelamet.ro i
cia il suo grafico. 1,10 €/km iia gieclmo ilometro
[b) € 23,50] p
ElJ Tra domanda e offerta Un consulente analizza il modello di marketing di  pmmm——C -

®°  una piccola azienda agricola che vende pomodori. Il consulente trova che

la domanda di pomodori sul mercato segue la funzione g, = @, mentre

p
Pofferta ¢ descritta dalla funzione g, = 2p — 40. In questi modelli, p & il prez-

zo al quintale dei pomodori.

Y

. —
T —————

a. Rappresenta le due funzioni, esplicitando dominio e codominio.

T

b. Calcola il prezzo di equilibrio, che porta domanda e offerta ad assumere lo stesso valore.  [b) p =30 €/g]

Dominio di una funzione

LEGGI IL GRAFICO Indica il dominio delle seguenti funzioni.

y y4 yi y=x2-2x+ 1 Y4

-
- Oh\ w
0 + -
’ i
‘ )
i
i
N
1
v
A
.
\
S
AR
_/
1]
<
[ ]
wl—=
x
+
wl—=
fioesa
of
EY[Ve)
[©]
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Paragrafo 1. Funzioni reali di variabile reale

EF  Associa  ogni funzione al proprio dominio.
a0

_ 2 — 1 2 _ ; _ ;
a Y=g b. y ) c. y=x"—1 d y x+|x| & V=515
1. R 2. x#0 3. x£20Ax#1 4, x>1 5. x>0
Funzioni algebriche
33 | Determiniamo il dominio delle seguenti funzioni:
a p= =1 b w== [ x+2
VT o e x*—6x+5"
a. Lespressione ha significato solo se il denomi- Compiliamo il quadro dei segni.
natore € non nullo:
x*=9% #0 - x(x2—9)#0. -2 1 5
Dominio: x #0 A x #3 A x #—3. | I
b. L’indice della radice ¢ pari, quindi y esiste sol- SegnodiN = 0 + + +
tanto se:
x+ 2 = SegnodiD + + 0 - 0 +
xX*—6x+5 | ‘
Studiamo il segno del numeratore e del Segno di % - 0 + A - 4 +
denominatore: | | |
x+2>0 per x >—2;
xX*—6x+5>0 per x<1Vx>5. Dominio: —2<x <1 V x > 5.
Determina il dominio delle seguenti funzioni.
E ALvowo
®0
1. 1 R
Y= 20 y=2x2-x; Y=, 4’ y=Vx+6
-1
E /=<4 N 44 | y_x};—4x [x #0Ax# 4]

L]
o

®0

[x#—%/\x;é 3]

=
=
8]
=1
W
N
+
—
£}
S
|
)
=
Il
x

o - 2x2—5x—3

yz\@xz—l [R] @ y:(2x2—4alc)(x+5) [x#0AXx#2Ax#—5]
@ y—;ﬁ—% [x# 0] r= x3+42x)§: ;x—g [x #+V2 Ax #—4]
ER y=ois krons#-s BB Y=gy [R]
40 B BRI <o ey Le#tanx1]
41 y—’;z;f [x#-3] Bl y= 2

L3
o]
L]
o]

==

[x;éO/\x#%/\x#J_d

L]
o

|
*®

Yol —
+ (R
[}
=z

[x#0Ax#1]

.E
o

®

I

w

£}
RIS
H+
“
<

Il

®

y= x2—25 ®0 x3—2x2+x
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N = 1—4x _ 26+ x— 1 [ 1
o 152 el TEST: Lx#2nx 73] y=\"57  [Tlsxs4va>d
w 2+ x \/T
o = <0 PN Sl 1<
W @ Y x— x| [x ] y p [F1<x<0Vx=>1]
_ X [ x*— 4x
- 3 = —_—
®0 ) xX*—3x2+2x—6 [X?é ] y x2—5x+ 4
— — SoVvI<x<4vx>4
(55 [T Sl [k £4VI Ax££1] lx XS 4vx >4l
®0 x*—=3x"+ 2
x—1 m )/=\/|x|—1 [x<—-1Vx=1]
56 | Y= A dlx] [x # 0 A x #+4] o 5
- s Bl -\5 <oV 1]
y= =22 [x£-2Ax#0Ax#E1] P
®0 X+ x°— 2x 1—
1 3 YET AT, [x <1Ax#0]
58 [ e [x#—2Ax#4]  *°
®0 |X—1|_3 m :\/?
m _ x*—1 [x£—3Ax#+2] ®0 Y 2x3— 5x2+ 2x
®0 % X+ 32— 4x— 12 - 1
4 [ ] 3] [x<0V7<xSIVx>2]
(60 s XF-—5 Nx#F 5
4x*—4x—3 2 2
°e 84 _ XVxX’—6x+8 [x<2Ax#0Vx> 4]
m — 3+x [X¢+3] ®0 ) x2
2l V90— + 2x + 3) - 1
B3 -— [x £—2Ax # 4]
62 1 ) e0 Vx> —2x—8
Y e T+ 4x [x#0Ax#2]
- B - (> V2 Ax#2]
N =
& - Vi -3 V- Vai-2
[ 3 1 2
y= — + —= [x #2Ax # 4]
A y=Vax 1+Vi-x [L<x<a] T x=2 x4
- 2 y= Xt [x>—1]
= R x+1|+x+1
o5 R By e | ||
N . 2 _
& -/ <oves1 Bl y=\3Tp+ve-o [x=3]
®0 X o
x“—x—1
_ - —g /X Tx— L >
y=Vix—x <x<4 EBX y=\"¢73 [x=1]
Vx [ 3 _ 1 1
= = = +
@ VT = 3x x>0/\x;é4] @ T N —5x+6  Va-1
Vi6— 2 1 [1<x<2Vx> 3]
oo RIS L <x=d] ”
®0 m y= [xZO/\x;él]
— . 22 IS e P T
Y=\ 3x= [x<—\/x23]
) x—5 3 _ 1 1
Bl - +
_ A 1. <4 5o Vat(x+1) \/|x—1|
y=\idx—4—3x |5 <x=4] [x>—1Ax£0Ax#]]
2 1 2 _
v G R I -+ TR e R s
6+ x 4 2
y=A/T—7F [x<-6V 0<x<9] - Vx'—x"—2 < \aAVx>\V2
= Ve B =i e=-V2vxz vl

B

N

=
=
+
o

it :7)‘:2 [X2_6/\X7I:O] @ )/= 1_\.-"|x+2x2| [_ISXS%]
2x 1
A - = [x#0NAx#2 S S >_
B =i ] RV (=3 nx1]
—2 x—1
Y=\ i a esonx#-21 BB v=7ar Le=-1]
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Paragrafo 1. Funzioni reali di variabile reale E

ELl vouamaths Determine the domain of the following functions: g
a0
1
a. f(x) = V4—x%; b. f(x)= . &
J(x) J(x) s E

(USA Southern Illinois University Carbondale, Final Exam)
[a)—2=<x<2;b)x#6]

Funzioni trascendenti con esponenziali e logaritmi

EE) est Solo una delle seguenti funzioni non ha dominio R. Quale?

a0 _ 1 1
:zx 4 p— =
[a] ¥ el y="aam [e] y=—=
y=1n(x2+1) [E‘ y:‘\"’,-'x—l

[ BTN Determiniamo il dominio di:
1

2

a. y=ex; b. y=

Inx—1"
a. L’esponente di e puo essere qualsiasi numero reale. L'unica condizione che dobbiamo porre riguarda
dunque 'esistenza della frazione: il denominatore deve essere non nullo.
xt—x?2#0 - x*(x*—1)#0
Dominio:x #0 A x#1 A x #—1.
b. Per l'esistenza di In x deve essere x > 0.
Per lesistenza della frazione deve essere: Inx —1#0—-lnx #lne — x #e.
Quindi:
Dominio: x >0 A x #e.

Determina il dominio delle seguenti funzioni.

@ y=e¥* [x>0] @ y=1In(x*—4x—12) [x <—2Vx>6]
@ y=InVx [x > 0] @ y=In(x*—4) [x <=2V x >2]
I y=In(+1) R’ WA y=0-209e™> [R]
@ y=In(l+2x+x?) [x #—1] @ yzi\/i% [x > 5]

: 1 1
@ y=ex [x # 0] Y= Inxt 1 x>0Ax#-,

_ 1 %

Y= (R] B y=2V [x <0V x >3]
[EE y=In(x+38) [x > —8] BA =3+ c 1
®0 v + x

2
m yzll_nilx [x >0 A x#e] [x<—=2Vx=22 A x#—6]
] nx
B y=In(nx) x>1 B yZﬁ [x>0Ax#el
B y=V-Inx [0<x<1] El y=VIh(x+3) [x =—2]
®0 80

2 1
112 A ero) BB = oy [x #— 2]
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y=YZ-1 x>0 [EA y=mh>"% [C1<x<1Vx>3]
0 2x ®0 1—x
B y=In(ln(x —2)] [x>31 EEA y=kh(x*—9)+Inx [x > 3]
=VInx +Vi—x h<x<4 [ y=xnlx| [x # 0]
y
e0 L Jo}
_ 1 -1
@ y=1In(2x— Vx) [x> 4] @ y m2— 1) [x > 0Ax#1]
1
YT hmar D) [x >—1Ax#0] @ yzlnx21_4+ln(x3—x) [x > 2]
128 [ " — _ _ 1
0 4 25t4— ) [x # =31 @ y= e *lnx [x>0Ax#1]
1 /
3 = log, [log,(4 —x? [—-V3 < x < V3]
129 y=\/i+—1 [x>—1A x#0] [gl g1 [log: (4 =]
Vx*—4 +In(x>—5x+6)
@ =vV—-Inx +VvV2x—1 [éSxSl] @ = Y —7x+ 10
In(e*— 1) [(x<—=2Vx>3)Ax+#5]
=2 >
@ 1] [x >0Ax#1]
In(x— 4) [ZR] y= Vinx + Ver [x > 1]
_ 4 ee
@ Y= nx_4 [x >4 A x #£e?]
I y=Vihvx +\Vx—2)e [x > 2]
EE y=V2r- & x<o *° . V3
- . 8 - r#eF
X o0 —
= ¥ lnx_3 [x <—-1V x >3]
Funzioni trascendenti goniometriche
146 | Determiniamo il dominio di y = zteslﬁl);__ll
Per lesistenza di tan x: x # % + k.
Per lesistenza della frazione:
2sinx —1#0 — sinx;é% - x¢%+2k7t/\x7é%n+2k7t.
Quindiildominioéx#%+kn A x#%+2k7t A x#%n—Fanﬁ.
Determina il dominio delle seguenti funzioni.
_ 1
V= Zsmx [x # kr] @ V= cosx—2 (K]
148 | yzﬁ [x7é+—+2k7t] EEE] y = Vsinx [2kr < x < 7+ 2kn]
@ y=1—V2sinx—1 [76T+2k7th§27t+2k7t] @ =In(2 +sinx) [R]
m y= tan:lc—l [ # 5 L tknAx# L +k7t] @ y = eVeinx [R]
= tan2x x# =tk D =sinx+ x*—2x [R]
®0 y 4 2 80 y
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Riepilogo: Dominio di una funzione

FAIUNESEMPIO  di funzione razionale fratta che ~ [[J5] FAIuNEsemMPio di funzione irrazionale che ab-
®°  abbia dominio: *°  bia dominio:

a. D=[1;2]; b. x#A#1Ax#2. a. x=>0; b. x<-2vx>1.

Determina il dominio delle seguenti funzioni.

_ 1 - 2_ — < >
@ Y = I —alnx 1 [x > 0Ax#e] @ ¥ \/|x 3x+ 4]—2 [x<1Vvx=>=2]
P —\FT3 3.3
160 IR TR [ x 61ixx 16 [ <_1v6<x<16] y=\3*+3-37"-3 [R]
®0
_ 1
@ y=In2-V4-x) [0 <x=4] 7~ Jogl x+ 3log, x
1
A y=In[ln(x—3)] [x > 4] [x>0/\x7éf/\x7él]
®0
N _ 1 1
163 y=xx++412 [x <—4V x> 3] D P Sy [x#—i/\)w%O/\x;él]
9 — 2 17 = In(x*— <—=1Vx>1
164 y=—9 X [-3<x<0] . y=In(e=lx) lx x> 1]
®0 Vax?— 4x \m
og; (1—x
1 —
@ y=In(1-V1-2x) [o<x§7] y m [0 < x< 1]
1 1
= —1Ax#E—=AX#0 Epmpw)
@ 4 1+ L e xFEmg X ] y= xx+)lc [x<-1Vx=1Vx=0]
1+_ L1
_a o x—=1 | - 1
o 0 y= 17 ox 1 [ZSXSO/\x;é 2]
—— sex =
y={Vi-s e 4 :
oo = x>0 y=+vIn(x*—2x)—Inx [x >3]
_ | x| _ In(x*—5x)
@ y—1n|x_3| : [x <—2Vx> 8] 1 y_ilnﬁ—x) [x<O0V5<x<7Ax#6]

Trova per quali valori di k le seguenti funzioni hanno dominio R.

ALVOLO y = xik [ y= Vi —2x+k [k > 1]
1
@ by Py ar s [k >3] @ y=Vx*+k—4 [k = 4]

. . P . n . .
EEE] Eurekar Determina il dominio della funzione y = al variare di n.

X
o x—3

[n dispari: x # 3; npari: x <0V x > 3]

Determina per quale valore di a le funzioni hanno il dominio indicato.

SR S Ao .

B y=rms D:x#£-2Ax#4 [a=-2]

EEH y=Ihh(a—-2x) D:x <—6 [a=—12]
1

R y=e¥- D:R [a <0]

ESERCIZI
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Funzioni uguali

Tra le seguenti coppie di equazioni indica quali rappresentano la stessa funzione.

y=InVx, y=%lnx. [ y=Vx V2—x, y=vx2—x).

ESERCIZI

y=1In(x —3)? y=2In(x —3). 192 )’zx_’ y=x.

®0
e0
V2 —
@ y= X y:l @ _ X 2x 3
190
e0

Il Zeri e segno di una funzione

LEGGI IL GRAFICO Osservando i seguenti grafici, indica il dominio e 'immagine di ciascuna funzione. Indica
inoltre gli zeri e per quali valori di x ogni funzione & positiva o negativa.

195 y 196 y Y:
®0 B B
2

x ¢

N
L2

""TN AN /13 ol x_—" %

L BT Studiamo il segno della seguente funzione nel suo dominio, troviamo gli zeri e rappre-
sentiamo nel piano cartesiano le zone in cui si trova il grafico:

_ _ Inx—1
YIO =TT

e Determiniamo il dominio D:

x>0 esistenza di In x
x#0 esistenza della frazione
x+2#0 — D:x>0.

x+2>0 esistenza del radicale

e Studiamo il segno della funzione:
N>0:lnx—1>0 - Inx>1 - Inx>lne - x>e;

D>0:xvVx+2>0 — x>0.

Compiliamo il quadro dei segni, ricordando che la funzione y = f(x) esiste soltanto per x > 0.

flx)>0 perx > e;
0 © flx) <0 per 0 <x <e;
N - (I) + flx)=0 perx =e.
D + +
N
D R
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Paragrafo 1. Funzioni reali di variabile reale

Il grafico della funzione si trova nelle zone non

cancellate nel grafico e interseca I'asse x nel pun- ) ;
to (e; 0). ]
-
EEE] ALvoro Indica il dominio e il segno delle seguenti funzioni.
®0
N 1 \~3x
y=(x+2)* y=-(x-3)" y=e =l

Studia il segno delle seguenti funzioni nel loro dominio e trova eventuali punti di intersezione del grafico con gli
assi (nei risultati non li indichiamo). Rappresenta nel piano cartesiano le zone in cui si trova il grafico.

200 yzx;‘lz [D:x#0Ax# 1y > 0:x < 0Vx > 4]
®0 x(l_x)
m y= 2—| x| [D:x> 19> 0:1 <x<2]
®0 Vx—1
202 IEEVESE
y= : [D:x=2;y > 0:x > 2]
0 X
2 __
203 [T 1 [D:x#0AXx#3y>0:x<0V1<x<3Vx> 4]
) x*—3x
x*—4

y=m [D:x#0Ax#9y > 0:x<-2V2<x<9]

_ x+3
y= xK2—1)(—x2+4)

V25 — x?

- | x|+ x2— 4x|

y=x\f%—1 [D:0<x=<1y>0:0<x<1I]

x*— 5x%+ 6x

[Dix#+1Ax#£2;y > 0:x<-3V-2<x<-1V1<x<2]

[D:=5=<x<5Ax#0;y>0:—5<x<5Ax#0]

o L ] L ] [e] ~ Q o o

Y= [D:x#0;y>0:x<0V0<x<2Vx >3]
3 x*
y==1) _oxt1 [D:x# 1y > 0:x > 1]
-2
Y=o, [D:x#1;y > 0:x > 1]
| ;:i [D:x <1Vx>4;y>0:x> 4]
®0
- lox Cx > y>0:0<x<1Vx>
E"E YETroi=2 [D:ix>0Ax#3;y>0:0<x<1Vx> 3]

[D:x>2Ax#3;y > 0:x > 3]

<
Il
—
=]
S
BE
Nr—‘
N—r
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_ er—l_l 1
y=—"" D:x#O;y>O:x<0Vx>7
0 er—1
Inx
= tx > ;Y > 0:x >
@ ¥ In(x— 1) [D:x>1Ax#2y > 0:x > 2]
1 — 4x? 1 1 ]
@ y Nfloglx D0 <x=5Vx>1Ly>00<x<5Vx>1
2
/' log, x
— ¥ Tor% e > . .
2 y T—log,x [D:ix=1Ax#2;y>0:1 <x<2]
log, (x—3)
-2 . . .
@ Y= Togo 1) [D:x >3y >0:3<x<4]
FAE] Associa  a ogni funzione la figura che indica la zona in cui si trova il grafico.
L]
eVx+2 b _ 4x*-16x+16 Ve X d __In(x-1)
a y=f—— (x-1) - VI ke 2 < InVx+2 © YT ox+ 18
Yh v ; i v ; 7 ; y ;
VA i A | J‘ o N : l
e} 1;: 2! 3:: e:tx -2, O 2 % -2, -1. O x -2 o 1 x
1 s D : G i SINIA 7 :
MATEMATICA AL COMPUTER

Intersezioni Con Wiris determiniamo le intersezioni con gli assi cartesiani del grafico della funzione f: R — R definita dalla
legge y = 12x*—20x® — 231x? — 145x + 132; tracciamo il grafico, dove evidenziamo le intersezioni trovate.

EI Risoluzione - 8 esercizi in piu

Grafici delle funzioni e trasformazioni geometriche

Traccia il grafico di f(x) e poi esegui le trasformazioni indicate a fianco; scrivi infine le equazioni delle curve

trasformate.

B f(x)=—2x+4 .

@ flx)=x*—2x °

BB fx)=2

@ flx)=Inx

@ f(x) = cosx °

582

traslazione di vettore v(—2;1)
simmetria rispetto all’asse y

simmetria rispetto al punto (0; 1)
simmetria rispetto alla retta y = 3

simmetria rispetto alla retta x = 2
traslazione di vettore v(—4;1)

traslazione di vettore v(—3; — 1)
simmetria rispetto all’asse x

dilatazione verticale con n = 2

traslazione di vettore T/'( %; 0)



Paragrafo 1. Funzioni reali di variabile reale

Disegna il grafico di f(x) e rappresenta nello stesso piano cartesiano le funzioni indicate a fianco, dopo aver
individuato quali trasformazioni geometriche devono essere applicate.

®0

o

27

®0

flx) = 2% y=-2"+2; y =221
f(x) = sin x; y = sin 2x; y = 2sin x.
flx) =Inx; y =In(=x); y =—In(x).

e~ if x<0
e+ 1 ifx=>0"
(USA Southern Illinois University Carbondale, Final Exam)

you & MATHS Graph the function f(x) = {

Disegniamo il grafico delle funzioni:a. y=2 +In(x + 1); b. y = ‘ (x—3¢-2 ‘

a. Tracciato il graficodi y = f(x) = In x, otteniamo quellodi 4 .
y=2+f(x+1)=2+In(x + 1), con una traslazione di y/=2+In(x+1)
vettore V(— 1;2). 2 y=Inx

b. Tracciato il grafico di y = f(x) = x? (figura a), applichia- / VL2
mo in sequenza le trasformazioni geometriche.
Otteniamo il grafico di y = f(x —3) = (x — 3)* applican-
do una traslazione di vettore ¥(3;0) (figura b).
Otteniamo poi quello di y=f(x—3)—2=(x—3)—-2
applicando una traslazione di vettore 5 (0; — 2) (figura c).

Ricaviamo infine il graficodi f(x) = | (x—37-2 | applicando una simmetria rispetto all’asse x al grafico
precedente, cio¢ al grafico di y = (x — 3)* — 2, nell'intervallo in cui y < 0 (figura d). Per y > 0 il grafico
rimane invariato.

y y = x2 y y = (x - 3)? y =(x-3)*- y =|(x-3)2-2]

Q

BWAE

o
n
o

Disegna i grafici delle seguenti funzioni.

®0

Ld L]
o Q

®0

y=lx+3} y=|x2+5x|. @ y=—cé~l y=e"1+4.
y=2lx|-1; y=2* -1 @ y=(x+4y)—-2; y=1—sinx.
y=|2|-1 yz%ex—l. @ y==37% y=[3*-9|.
y=—In(x—2); y=—2+2. 27 y==2In(—x); y=—|Inx|+1.
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PET] Disegna il grafico della funzione y = f(x) = log, x. Successivamente traccia i grafici di
e0

y =-f(x), y=~f(x+2), y=f(x)+2, y=f(-x).

@ Data la funzione y = f(x) rappresentata nel gra- m In figura é rappresentato il grafico della funzione

fico della figura seguente, disegna i grafici delle y = f(x). Disegna i grafici delle funzioni:
funzioni:
y=| ), y= flx ), y=—f(x) =2, y=f(—x). y=flx=1),y=f=x)+3, y =—| f(x)|.
vl y
1 y =)

PYRI] Disegna il grafico di f(x) = 27! e dimostra che f(—x) - f(x) = f(—1).

Disegna il grafico di f(x) =In x + 1 e poi traccia i grafici di —f(—x), f(x —4), f(x —1) — 1.

Determina la funzione y = f(x) = ax? + bx + ¢, il cui grafico passa per A(—1; —1), per B(—2; 0) e per l'origine
®® O degli assi, e rappresentala graficamente. Utilizzando il grafico di f(x) disegna i grafici di
y=Ff(=x)+1, y=-2f(-x), y=|fx)|-2. [y =x* +2x]
o o . . ()
Disegna il grafico di f(x) = — cos x e poi quello delle funzioni 2 f(2x), — f(x) — 2, ) | - 2.
Ll

@ You & MATHS Determine the domain and the image of f(x) = %sin 2x, then sketch its graph.

'I'u‘l' Allenati con 15 esercizi interattivi con feedback “hai sbagliato, perché...”
D su.zanichelli.it/tutor3 risorsa riservata a chi ha acquistato I’edizione con tutor

matematica

Bl Proprieta delle funzioni

I Funzioni iniettive, suriettive e biunivoche » Teoria a p. 564

LEGGI IL GRAFICO = Ogni grafico rappresenta una funzione f: R — R. Indica se & una funzione iniettiva, suriettiva o
biunivoca.

Bl : ¢ : v : vl '

®0
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y

ALvoLo Quali delle seguenti funzioni sono iniettive su R?

a. y=|x|

a. Determina il dominio e il codominio e studia il segno della funzione - f(x) = {

b. Calcola f(-1), f(3), f(%) e determina le controimmagini di 0 e — 2

c. Rappresenta il grafico di f(x) e conferma graficamente i risultati trovati.

b. y=x2

d. f(x) & una corrispondenza biunivoca?

[a)D:R,C:y >—1 f(x) > 0perx<0V1<x<2Vx>2b)3,1,—

Paragrafo 2. Proprieta delle funzioni

d y=1+x

- X se|x|<1

|x-2]| selx|21"

2 >

Funzioni crescenti, decrescenti, monotone

|> Teoria a p. 565

LEGGI IL GRAFICO  Per ogni grafico studia gli intervalli di monotonia precisando in quali intervalli la funzione
rappresentata € sempre crescente o decrescente e se lo ¢ in senso stretto o in senso lato.

Y4 H y Yy
U P o
O o X
a b c d
VERO O FALSO?
a. La funzione y = tan x & crescente in [0; 7]. [F]
b. Lafunzione y = Inx — 3 ¢ sempre decrescente. [v] [F]
c. Una funzione biunivoca ¢ sempre monotona. [F]
d. Lafunzione y =37 & crescente. [F]

YoueMATHS Is f(x)= %xz + 6 an increasing function?

RIFLETTI SULLA TEORIA  Siano f e g due funzioni definite sullo stesso dominio, entrambe crescenti in senso
stretto. Cosa puoi dire sulla monotonia di f + g? E se f & crescente e g decrescente in senso stretto, cosa si
puo dire sulla monotonia di f— g?

Dopo aver rappresentato le seguenti funzioni, indica in quali intervalli sono crescenti e in quali decrescenti.

sex <2
sex > 2

0

_{Zx—l
r= 7 — x*

[cresc. per x < 2; decr. per x > 2]
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. T T
sinx se— 5 =Sx=<—-
255 [ 2 2 T T T 3
y= 3 cresc.per—7<x<7;decr.per7<x<77?
e —tanx se L <x< 21
2 2
— 2 3 3
Y y=x>—3x—10 decr. per x < —=-; cresc. per x > —-
®0 2 2
—In(x+1) se—1<x<0
y=11 se0<x<1 [decr. per — 1 < x < 0; cresc. in senso lato per x = 0]
0o x—1
2 sex=1
I Funzioni periodiche [»> Teoria a p. 566
PXf] ieceiiLGrAFico Indica il periodo delle seguenti funzioni periodiche.
®0
y Y4 H sl v4
\ 3
8 X
/\__O o |50 2 3m
<_3x NS X AV
8 _3 Of 7+ Sm X
| | 4 12
a b : : C
Periodo delle funzioni goniometriche
259 Determiniamo il periodo di: a. y = cos %x; b. y = tan 4x.
Se f(x) & una funzione di periodo T, allora f(mx) & periodica di periodo T = % .
a. Il periodo della funzione y = cos x ¢ 2w, quindi il periodo cercato & T = ZTE =215 = 5T
5
b. Il periodo della funzione y = tan x & 7, quindi il periodo cercato ¢ T' = % .
Trova il periodo delle seguenti funzioni.
260 S sin%x [3r] PEXE] y=tanx+sinx [27]
®0 ®0
261 TR sinx+cos% [4r]  BXX] y=2cos2x+sinx [27]
e0 80
— T 1 T
y = tan5x = [ ]
@ [ > ] @ V= Cosdx 2
PII] vouamatis Give an example of a periodic function with period 4.
e0
I Funzioni pari e funzioni dispari [»> Teoria a p. 566

FAIUNESEMPIO  Che cosa significa che una funzione ¢ pari? Di quali proprieta gode il suo grafico? Completa
®2  le tue risposte con un esempio.
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EXX] verooFraLso?
a0

Una funzione che non ¢ dispari & pari.

ESERCIZI

Il grafico di una funzione pari ¢ simmetrico rispetto all’asse x.

Il grafico di una funzione dispari ¢ simmetrico rispetto all’asse y.

a0 oo

[<I{<][=][=]
(=] =] [=] []

Se una funzione f(x) & pari, allora —f(x) & dispari.

BEJ] Faiunesempio Dimostra che, date due funzioni fe g, entrambe dispari, allora f+ g & disparie f-gé pari, e
*°  fai un esempio.

RIFLETTI SULLA TEORIA  Date due funzioni fe g, una pari e I'altra dispari, cosa puoi dire del quoziente %?

LEGGI IL GRAFICO [ seguenti grafici rappresentano alcune funzioni. Indica quali di esse sono pari, quali dispa-
*°  rie quali né pari né dispari, motivando la risposta.

y _ vt y . v4

a’ b : c o d

TP Stabiliamo se le seguenti funzioni sono pari o dispari:

a. flx)= 9142_|3ﬁ ; b, flx)=Vx +6x3

a. Determiniamo il dominio. La funzione ¢ fratta:

—2|x|#0 — D:x#0.

feé pari se f(-x) = f(x)

. . fé dispari se f(-x) = —f(x)
Preso un generico x nel dominio:

P e

—2|=x]| 2|x|
b. Il dominio ¢ R.
fl=x)=V~x+6(—xf =—Vx —6x* =—f(x) — f &dispari.

=f(x) — f épari

Verifica che le seguenti funzioni sono pari.

SR e
Verifica che le seguenti funzioni sono dispari.
y—3+2x, =i§ y=x\/5_x, y= 9)ix2
Stabilisci se le seguenti funzioni sono par, dispari o né pari né dispari.
y=3+2x—1 EE y—ix EE y=Vx2+9 —x

3/ 2
y:xt'ST' 231 IR f__xl 24 ="
R EB - 2vie BR o
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_ | x| -3 EER] y=Inlx|+1
255 B e W 250 x

2 _ /X1 ZM
B y=50 0 B y=\5re 293 B
+
y:xi-l-Z Bl y=xV-1 @ }’_Ix| x
L Je] 0

X

ESERCIZI

LEGGI IL GRAFICO = Per ognuna delle funzioni rappresentate nei seguenti grafici indica:
a. il dominio; b. 'immagine; c¢. se é pari o dispari; d. se &€ monotona.

E N F ;

REALTA E MODELLI

Corrente che scalda La quantita Q di calore prodotta ogni secondo dalla
lavatrice di Ernesto per scaldare 'acqua ¢ funzione dell'intensita di corrente i
secondo la legge: Q(i) = 42>

a. Traccia il grafico di Q(i) considerando un’opportuna restrizione del
dominio.

b. E una funzione iniettiva? E monotona? E pari?

ELl] L’orologio Consideraun orologio analogico (alancette) e costruisci la seguen-
®®  te funzione: la variabile indipendente h corrisponde all’ora (dall’ora 1 all’ora
24), la variabile dipendente ¢ I'angolo (in gradi) che la lancetta delle ore forma
con la posizione verticale delle 12.
a. Determina l'espressione analitica della funzione e rappresentala nel piano
cartesiano.

b. Costruisci una funzione analoga considerando la lancetta dei minuti
nell’arco di un’ora; rappresentala analiticamente e nel piano cartesiano.

¢. Quale delle due funzioni ¢ iniettiva? Quale & crescente in senso stretto in tutto il suo dominio?
L 30h 1<h=<12,heN b e N
= 6m, 0=< 60, m €
V=130 -12) 12 < h<2anen’ D &M =6mcon0=m "

Funzione inversa | Teoria a p. 569

LEGGI IL GRAFICO  Per ognuna delle funzioni rappresentate, considera un’eventuale restrizione del dominio
in modo che la funzione ammetta la funzione inversa e disegnane il grafico.

y e Y y

(. AN AVAN
T~ | \|/ i
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Paragrafo 3. Funzione inversa

Indica quali delle seguenti funzioni sono invertibili e spiega perché, utilizzando eventualmente il loro
grafico.

4
x

a. y=2x-—05; b. y=—+1; . y=Vx+5; d. y=In(x—2).

YTV Determiniamo Iespressione analitica della funzione inversa di:

19 =1

La funzione y = ¢ definita Vx € R. Determiniamo la relazione inversa f~!(y) ricavando x,

1+ ¢e*
1+e"=l - e":L—l—> x=ln<i—1>,
Y Y Y

e notiamo che ¢ una funzione perché a ogni valore di y corrisponde un solo valore di x, pertanto la funzione
¢ invertibile.
Poiché y ¢ ora variabile indipendente, scriviamo la funzione inversa scambiando x con y:
1
= ln(— —-1).
Y x
Il dominio della funzione inversa, che coincide con il codominio di f (x), si ottiene risolvendo la disequa-

zione % — 1 > 0. Esso risulta essere I'insieme {x € R|0 < x < 1}.

Determina I’espressione analitica della funzione inversa delle seguenti funzioni, verificando che sono invertibili.

®0

(2]
® [ ® [
(=]
E OE CI“ OE OE

®
o]

L]
(o]

fx)=3x—4 [/ =3+12] BH fix)=2+e [/~ () =In(x~2)]
flx) =—5x+1 [/ w=—gxty| BB fx)=log(l+x) [f ()= 27— 1]
AN =132 =t BE fn=2te [0 = loga(x—4)-3]
fi0) =~ IRCESIN s - IO B IRIO R
flx)=V5=3 [Fleo=x+3 BR fm=1-2m(x=2) |/ m=2+e ]
flxr)=2- [f1o=V2=x] BR fx)=iny /=]
flx)=Var—1 =254 B fw=e [0 =1

TPV Determiniamo I'espressione analitica della funzione inversa di f(x) = 4x — x* dopo aver
effettuato un’opportuna restrizione del dominio in modo che f(x) sia biunivoca e rappresentiamo la fun-
zione inversa.

Il grafico di f(x) = 4x — x* & quello di una parabola rivolta verso il basso che ha il vertice in V(2;4) e che
intersecal'asse in x =0 e x = 4.

f(x) ha dominio R, ma non ¢é biunivoca.

Nell'intervallo |— oo; 2], invece, risulta biunivoca e la sua immagine é l'intervallo |— oo; 4].
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Determiniamo la funzione inversa ricavando x:
y=4x—x* - X*—4x+y=0 - x=2Fy4—y.

Scegliamo x = 2 — /4 — y, perché deve essere x < 2, e nell’espressione
scambiamo x con y per poter rappresentare la funzione inversa nello
stesso piano cartesiano di f(x):

y=2—V4—x.

La funzione inversa ¢ definita per x < 4 e otteniamo il suo grafico trac-
ciando il simmetrico di quello di f(x) rispetto alla bisettrice del primo e
terzo quadrante.

In un diagramma cartesiano disegna le seguenti funzioni e le loro inverse, dopo aver considerato, se necessario,

opportune restrizioni del dominio, tali che le funzioni siano biunivoche. Scrivi I’espressione analitica della

funzione inversa.

BR y=-4c+8x BR y=|2-2] 325 WP
[ e}

{4x+1 sex=>0
2°—1 sex<0

a0 [ 1 ]
Bl y=-2¢-2 X y=-»+9 Bl y=er-1
280 L 1) (1]

Pl y=Inx-2 EFl y=—2Inx+3 y=x*—6x+5
ae [ 1 ]

EFF] Data la funzione f(x) = In xi 3 trova il dominio, traccia il grafico utilizzando le trasformazioni geome-
L L)
triche, determina espressione della funzione inversa e traccia il relativo grafico. ~ [x > 3; f~'(x) = ¢ * + 3]
EFX] ‘eceiiLcraFico Ilgrafico in figura rappresenta y
L L]

una funzione f(x) che ¢ 'unione di una retta per
x <—2,diunarcodiparabolaper —2 < x<2e
di un altro arco di parabola per x > 2. Dopo aver
trovato 'equazione di f, spiega perché ¢ invertibi-
le nell'intervallo [0; + oo e calcola 'equazione
della funzione inversa.

0 x <=2 5
" 2<x<2 [ (x) {x +2 x<0
=< — — X =2 xX)=
fx) ==+ Vi—x 0<x<4
—Vx—2 x>2

EEL] reaLtAEmopELLI Test tra le nuvole Arianna e Lucia,
®°  appassionate di meteorologia, decidono di lanciare una pic-
cola sonda a motore, programmata per salire in verticale con

2
un andamento della quota espresso da h(t)= 3(1;W+2t

(¢ & il tempo in secondi trascorso dal lancio), per effettuare
alcune misurazioni.

Arianna afferma che non € necessario che a bordo ci sia un
orologio o un cronometro, perché t si puo ricavare sfruttando
altimetro.

Ha ragione? Giustifica la tua risposta.
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n Funzione composta |> Teoria a p. 570

ESERCIZI

331 Date le funzioni f(x) = In x e g(x) = x* — 2x, determiniamo f~ ge g f.

o Per effettuare la composizione f - g si deve applicare prima la funzione g e al risultato applicare la f, e cio
¢ possibile solo se il codominio di g & contenuto nel dominio di f.
La funzione f ¢ definita per x > 0, per cui occorre che:

gx)=x*—2x>0, cioe x<0Vx>2.

Quindi f - g é definita sull’'insieme ] — 00;0[U]2; + oo].
Per determinare la sua espressione, applichiamo alla variabile x la funzione g, per ottenere z = g(x),eaz
la funzione f, per ottenere y = f (2):

z=x*—2x e y=Inz=In (x* — 2x).
La funzione fog:]— 00;0[U]2;4+ co[ - R ¢ y =1In (x? — 2x).

e Poiché la funzione g ¢ definita Vx € R, la composizione g  fsi pud sempre effettuare e il dominio della
funzione g - f coincide con quello di f, cioé ]0; + oo [. Per determinare g - f, applichiamo alla variabile x
la funzione f, per ottenere z = f (x), e a z la funzione g, per ottenere y = g(2):

z=Inx e y=z"-2z=In’x—-2Inx.

La funzione g°f:]0;+ oo[ -~ R ¢y =In?’x—2In x.

Date le seguenti funzioni f e g, determina f - g e g - f negli opportuni domini.

EER f(x)=Vx; g(x)=8x =8, [fog=2Vx~T;g-f=8x—8]
BB f()= g g(x) = 4" |foe= g f= 5]
B f=27 o(x)=Vr—2. [fog=2%%g-f=VE 1]
f(x) = In2x; gx)=¢e™. [fongerlnz;gcf: zlx]
f(x) = sin2x; glx) = Vx — 1. [feg= sin(2Vx —2); g°f=Vsin2x — 1]

Considera le funzioni f(x) = Vx + 3 e g(x) =Inx + 1. Verifica che f - g # g = f. Calcola poi fof~'e (f-g)"
[ff = (fg) = e

Date le funzioni = f(x)=e* e g(x)=x+2 , determina h(x)=(f>g)(x) e risolvi la disequazione

(2]
[ ® [ [
(2]
E OE OI“ OE OE

x)=1. x==2
h <
Date le funzioni f(x) = x + 1 e g(x) = 2x — 3, trova f(x + 1) e g(x — 1) e risolvi 'equazione:
a8
flg@)l =fx +1) —g(x —1). [x =3]
EXX)] Date le funzioni f(x) = xt 1, gx) = x%
** a. determinah= fog ,
. . . . x“+ 1
b. risolvi la disequazione h(x) < f(2x). a) feg= po ;b) x > 2]
Ef] Data f(x)= c;ijl ,trovaa e binmodo che f(1)=—2¢ f(4)= % Verifica che f & invertibile, trova f~! e
a8

verifica che fe f~!# f~!o f. Determina poi la restrizione del dominio D’ tale che fof '=f"!-f.

a=1Lb=-2f'= Z;lel;D’ = R—{l,z}]

Sono date le funzioni  f(x) = Vx*+4 , 4g(x)=2¢ , p(x)=InVx - Determina fo(g-h) e calcola
0 fo(geh)(3). [fo(g-h)=2Va+1;4]

501
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§ @ Considera f(x)=2x-1 e g(x) = ﬁ
E a. Perqualixsiha (fog)(x)=(g°f)(x)? .
b. Risolvil'equazione (fog)(x)+ f(x)=—1. [a) IxeRb)x=—5Vx= 0]

EY¥] RIFLETTISULLATEORIA  Se due funzioni fe g sono entrambe dispari, cosa puoi dire della loro composizione?
e0

Problemi REALTA E MODELLI

M Praline sopraffine

Valentino vuole preparare dei cioccolatini da regalare alla sua fidan-
zata. Ha degli stampini sferici di raggio 2 cm; la ricetta prevede che il

volume di latte da utilizzare sia % del volume totale dell'impasto.

Scrivi la funzione che fornisce a Valentino la quantita di latte in funzione del
numero di cioccolatini che vuole preparare.

» Esplicitiamo le funzioni che descrivono unvolume V = %2371 cmd = %n cm?. Il volume to-
il problema.

. p. . ) ) tale dell'impasto per fare n cioccolatini sara percio

Chiamiamo V; il volume di latte, Vil volume totale v 32 s

dell'impasto. Allora V; = %VT. T Tz em.

Ricordiamo inoltre che la formula per ricavare il vo- » Scriviamo la funzione che legan a V,.
lume di una sfera a partire dal raggio ¢ Vg = ;L-r37t , Componendo le funzioni trovate al punto precedente otte-
quindi ciascuno dei cioccolatini di Valentino avra  niamo V;(n) = 21—5VT = %(n . %n) = 372—;tn cm?®,

1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1

@ I signori degli anelli La misura italiana di un anello ¢ data da un numero intero
compreso tra 1 e 33. Damiano e Ilaria osservano che approssimativamente la misura

I dell’anello si ottiene prendendo il numero intero che piu si avvicina al valore otte-
137 73
—z—d-

misura USA, che indich1am0 con U, si ottlene da quella italiana I con la relazione

U= %I + % (anche questa relazione € approssimata e per la misura consideriamo solo valori interi).

nuto dalla funzione I = d2 ,dove d ¢ il diametro del dito in cm. La

a. Sai esprimere la misura americana in funzione del diametro del dito?

b. 1l dito di Damiano ha il diametro di 2,1 cm, quello di Ilaria di 1,5 cm. Quali sono le misure (italiana e ameri-

. 2
Cana) dei loro anelli? a) U= 200 dZ + ﬁd BT %) b) IDamiano = 26> UDamiano = 11) Illaria =7, UIlaria =4

EYT] Fiumi di agrumi L’azienda agricola di Ingrid ed Emanuele vende marmellatadi g
arance. La produttivita g in kg di un albero di arance in funzione della sua eta tin ~ 25[="="" >
anni ha 'andamento della parabola in figura; il numero di barattoli di marmellata
ottenuti ¢ descritto invece dalla funzione n = 24—5q.

a. Scrivi la funzione che esprime il numero di barattoli ottenuti da un albero
in funzione della sua eta.

o 40 t
b. Se Ingrid ed Emanuele hanno 300 alberi piantati tutti nello stesso momen-

to, quale funzione descrive il numero di barattoli di marmellata che ottengono in funzione dell’eta delle

loro piante? 1 2
P a)n(t) =—1ggt+ 56 b)n(t) =—31+ 120t

TUT@ Allenati con 15 esercizi interattivi con feedback “hai sbagliato, perché...”

matematica l:l su.zanichelli.it/tutor3 risorsa riservata a chi ha acquistato I'edizione con tutor
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Allenamento

VERIFICA DELLE COMPETENZE ALLENAMENTO

ARGOMENTARE

Una funzione non crescente & sicuramente
decrescente?
Giustifica la risposta e fai un esempio.

Una funzione pari pud essere strettamente
monotona? Fai un esempio a sostegno della tua
risposta e individua quale, tra le seguenti funzio-
ni, € una funzione strettamente monotona:

y =%
d. y=|x.

a. y=x% c.

b. y=

Scrivi la definizione di funzione pari e fai un

n Perché, se una funzione ¢ iniettiva nel suo domi-
nio, puoi trovare la sua inversa senza preoccu-
parti della suriettivita?

La composizione di due funzioni iniettive ¢ iniet-
tiva? Fai un esempio a sostegno della tua
risposta.

Dimostra che, se una funzione f con dominio R
®® etaleche fla+b)=f(a)+f(b), conae b reali
qualsiasi, il suo grafico passa per 'origine.

Quale delle funzioni y=7x e y=x+1 gode
della proprieta?

La funzione g(x) = Vin x puo essere I'inversa di
una funzione f biunivoca su R? Giustifica la
risposta.

*°  esempio. Una delle seguenti funzioni ‘e.p?r'i, I'al-
tra no. Spiega perché utilizzando la definizione. e
a. y=x*+1; y=Vx+1.
UTILIZZARE TECNICHE E PROCEDURE DI CALCOLO
TEST

Soltanto una delle seguenti funzioni e dispari.
®°  Quale?

[a] y=In[x[+5 [D] y=sin2x +x?
y=x>+x2 [E] y=e*+e™
[c] y=Vx
La funzione
°° f(x)={|x2_2| sex<0
—x+2 sex>0
¢ crescente nell’intervallo:
[a] 1— o005 — V2. 0] 10; V2.
8] 1—V2;V2[. [E] 1— V2;+ ool.
[c] 1—V2;0].

Determina il dominio delle seguenti funzioni.
1 1

%l Y=o Tx—1 [x#0Ax#1]
B -y i)
=B VT =3 (2x— 1) X7 X
452 —1
g = sz [x#OJ
_ 1 2
B -5 [x =5 nx 1]

ELl verooFaLso?
e0

a. Lafunzione y = x’ — % +1
¢ dispari.

[v] [F]

b. Il periodo della funzione

y=sin<%+n)éT=?n

[v] [F]

. _ 1

c. Lafunzione y = -1
ha dominio x > 1.

d. Se flx)=x*—1e g(x)=Vx*—1,
allora (feg)(x)=x*—2

[v] [F]
[v] [F]

Kl = Vir7- Vi3 x> 3]
I.g y=x_225x+\/xT [x>1Ax#5]
I.g J’Zﬁ [x<O0Vx>2]
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Capitolo 12. Funzioni e loro proprieta

g £ y:% k#2 B y= er -1 [x<0Vx>1]

E @ )’:\:’z;; [x <-5Vx=1] @ y=sin<%> [x > 0]

S P

g @ y:\/% [_;<x<2\/x25] [ZkKSXSn+2kn/\x¢72t+2kn

E @ y=1In(2x*—5x—7) [x<—1Vx>%] @ y=Vxl—4x+3 [x<1Vx=>3]

> E;I y=In(x*-1)+Vx—1 [x > 1] EEI y= V2 —2"—2—-\V2- 2" [x= 1]
@ Z% [x > 2Ax# 3] E_I;I )’Z% [x > V3 Ax#2]
(26 | y=% Cicicipxzo ER y=hx+9-vinGEx-3) >4
y=% [x>—1rx# 3] Ex Y:\/@ [xzle
%0 |
Ex - 2~4X—é-2x+2 [x #£1] y=(ln L) [; <x<4

ANALIZZARE E INTERPRETARE DATI E GRAFICI

LEGGI IL GRAFICO Per ognuna delle funzioni rappresentate nelle figure seguenti indica:

a. il dominio; b. 'immagine; C. se & pari o dispari; d. se € monotona; e. se e invertibile.

y EC y ) y
e0

----

Disegna il grafico delle seguenti funzioni applicando le trasformazioni geometriche:

y=l4—x[+2; y=|2sin(—x)|; y=cos<x+%)—1; y=et5  y=|ln(x—2)|

EZl Disegnato il grafico della funzione y = Vx , rappresenta graficamente le funzioni y = V[ x|, y=1— Vix
°° e y=|Vx — 2| Per ciascuna indica il dominio, il codominio e il segno. Quale di esse & pari? Quale & dispa-
ri? Quale ammette inversa?

LEGGI IL GRAFICO  [’equazione del grafico della funzione in figu-
*%  raedel tipo

_ 1
flx) = ax’+bx+c’

a. Trovaa,b,c.

O X

b. Indica il dominio e il codominio di f(x).

c. Considera la restrizione della funzione per x > 0, trova I'espressione analitica della funzione inversa e dise-
gnane il grafico. 2 1

1 _ /3
a)a = 3,b:O,cz 3;b)D:R,Cz0<y<3;c)f l(x)Z\._.-' o 2]
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Allenamento

RISOLVERE PROBLEMI

2 __ —
@ Data la funzione f(x) = X \/;1 , @ Data la funzione f(x) = f/ln_i ,
a. determina il dominio; a. determina il dominio;
b. studia il segno; b. studia il segno;
c. calcola, se possibile, i seguenti valori: c. calcola, se possibile, i seguenti valori:
1 1
£, F-1), f@), £(L), f1-x. F(L) 5, f@), i+ 0.

a) D:x > 0;b) y > 0 per x > 1;

. .15 3\V2  x*—2x
) non esiste; non esiste; 5574 O

a) D:x > 1;b) y > 0 per x > 4;

w
N
r4
w
=
1]
o
=
o
(8]
w
-l
=l
w
[a]
g
Q
=
[+4
1]
>

R C) non esiste; non esiste; e — 4; —————
VI —x \In(x+4)

COSTRUIRE E UTILIZZARE MODELLI

M Un lancio adeguato

Una grande industria di biscotti programma la campagna pubblicitaria
televisiva per il lancio di una nuova linea. I minuti dedicati agli spot in
funzione dei giorni x trascorsi dall’inizio della campagna pubblicitaria se-

guono 'andamento della funzione f(x)=— %xz +10x + 8_(;0_; il giorno

in cui sara messo in vendita il prodotto ci sara il maggior tempo dedicato
agli spot.

e Disegna il grafico di f e trova dominio e codominio, giustificandoli alla
luce del modello che stai analizzando.

e Dopo quanti giorni dall'inizio della campagna sara messo in vendita il prodotto? Dopo quanti giorni si con-
cludera la campagna?

tenendo gli stessi minuti di pubblicita nei giorni precedenti e successivi. Che trasformazione devi applicare
al grafico di f per descrivere la campagna? Scrivi I'equazione che descrive il nuovo modello.

» Analizziamo f e gli adattamenti che subisce per descrivere il fenomeno.

Il grafico di f(x) & una parabola che assume il valore massimo nel vertice V di V1

. __ A _ 980 ]
ordinata yy =—— = —3—.

Il dominio naturale di fé R.

Nel nostro caso, pero, x sono i giorni trascorsi e f(x) i minuti al giorno dedicati allo
spot, quindi ha senso considerare solo valori positivi o nulli per x e f(x).
Pertanto, il dominio D ¢ I'insieme dei valori di x tali che x = 0 A f(x) > 0.

Risolvendo I'equazione — %xz + 10x + &30 = 0 troviamo I'intersezione (40; 0) con il semiasse positivo delle x.

980
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i L’azienda decide di dedicare alla campagna 5 giorni in meno, anticipando 'immissione sul mercato ma man-
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i Quindi D:0 = x =40 eil codominio ¢ 0 =y = =3,
1
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ETH Bibita alla spina Nel bar di Giulio all'inizio di un mese viene rifornito il litri 4

L 1 ]

596

» Troviamo il giorno del lancio e la durata della campagna.
1l giorno del lancio corrisponde all’ascissa del vertice (quando f(x) assume il valore massimo):

VT a T

La campagna si concludera in corrispondenza dello zero che ha ascissa positiva. Risolviamo quindi I'equazione

—16 ttabil
— 5 10x+ 590 = 0 — 52~ 120x — 3200 =0 — ¥ — 24x — 640 =0 — x =12+ 28 £ non accettanlie
La campagna durera quindi 40 giorni. ¥4

» Cerchiamo il nuovo modello per descrivere la campagna.

L’adattamento richiesto dall’azienda corrisponde a una traslazione di vettore
v(—5;0). Il grafico diventa quindi quello a lato, e 'equazione &

y=— 152 (x+5P+10(x+5)+"5— 800 __ 3 432

contenitore di una bibita alla spina. Osservando il calo al passare dei gior-

Capitolo 12. Funzioni e loro proprieta

) =12.

0 5 35 1225
Xt

]
(e}
11 8 et

12

ni, Giulio vede che in 10 giorni il recipiente si svuota seguendo, in ii
A

modo approssimato, 'andamento della funzione in figura, di equazione

a

18x dove y € il contenuto in litri e x il tempo in giorni.

V=8 px+10° 4
. Trov?-a.e.b. | | o \1‘0

b.

Se all'inizio del mese successivo vengono introdotti 6 litri di bibita in 5
piti, con un consumo giornaliero identico, in quanti giorni si svuotera
il contenitore?

giorni

Quanti litri & necessario introdurre all’'inizio del mese per avere a disposizione la bibita per 30 giorni?
[a)a =9;b=1;b)50;c)13,5]

La concentrazione ¢ fondamentale! In un laboratorio si studia I'andamento di una reazione chimica che a
partire dai reagenti A e B porta a ottenere il prodotto C. 1 3
La concentrazione dei reagenti nel tempo varia secondo le formule C, (1) = 4e™ e Cp(t) = e

a.
b.

La diffusione dell’influenza Un modello matematico prevede che il virus dell’influenza si dif-
fonda all'interno di una popolazione di P persone con una velocita y (numero di nuovi casi
giorno per giorno) proporzionale sia al numero x di persone che gia hanno contratto la
malattia, sia al numero di quelle che non sono state infettate.

a.
b.

Disegna i grafici delle due funzioni. Sono funzioni monotone?
Se Cc(t) & la concentrazione del prodotto C al tempo ¢, secondo il princi- n
pio di conservazione della massa di Lavoisier si ha

Se Cc(0) = 0, ricava I'equazione di Cc (¢) e disegna il suo grafico.

it ;‘"f

L

La funzione che ottieni ¢ monotona? Giustifica i risultati ottenuti riflet-
tendo sul fenomeno che descrivono. [b)Cc(t)=1—¢""]

Scrivi la legge della velocita di diffusione del virus in funzione di x.

Calcola il valore della costante di proporzionalita nell'ipotesi che, su un campione di
100 000 persone, 1750 siano ammalate il giovedi e, il venerdi, ci siano 370 nuovi casi.

Stima il numero di nuovi casi di infezione al sabato.

. Mostra che (nell'ipotesi che la popolazione resti costante nel tempo) la velocita massima di diffusione si

ha quando il numero di persone potenzialmente infette corrisponde alla meta della popolazione stessa. Il
risultato appena trovato ¢é valido in generale per P qualsiasi?  [a) y = kx(P—x);b) k = 2,2-107% ¢) 457]



Prove

VERIFICA DELLE COMPETENZE PROVE ® 1 ora

PROVA A

B Trovail dominio delle seguenti funzioni.

a :xiz b :+ C :A
C YT a4 SRRV "7 xIn(x+2)
x—9x

BB Determina dominio, zeri e segno della funzione y =
cui la funzione & positiva.

—~——==— Evidenzia nel piano cartesiano le zone in
xX*+4x+3 p

Stabilisci se le seguenti affermazioni sono vere o false, giustificando la risposta.

a. y = 3x’—2x & una funzione pari.

b, y= X T4, funzione dispari
. y=-,—5 ¢unafunzione dispari.
c. y=e **? &una funzione crescente.

Spiega perché la funzione y = Vx — 1 ¢ invertibile. Determina la funzione inversa e disegna il suo grafico.

X

Considera la funzione f(x) della figura. y

a. Determina il dominio, 'immagine e indica se ¢ monotona, pari o dispari.
+a

b. Selequazione e del tipo f(x)= z o trovaae b. 1
c. Indica se ¢ invertibile e trova la funzione inversa algebricamente e grafi- o) > <

camente.

B Disegna i grafici delle seguenti funzioni utilizzando le trasformazioni geometriche.

a. y==sin(x=)+1 b. y=-Vx—5 c. y=log(x—1)

PROVA B

La crema di bellezza Un’azienda che produce cosmetici deve stabilire il prez-
zo di una nuova crema di bellezza. La funzione che individua il numero di
confezionidi crema richieste ogni mese a un dato prezzo é g = 240 — 0,1p? (fun-
zione della domanda).

a. Scrivi la funzione che determina il prezzo corrispondente al numero di con-
fezioni richieste, indicando dominio e codominio.

b. Quante confezioni al mese potrebbe vendere I'azienda se il prezzo fosse quel-
lo suggerito dalla clientela, cioe non pit di 26 euro?

c. Per vendere almeno 190 confezioni al mese, quale dovrebbe essere il prezzo
massimo per ogni confezione?

matematica

Tu‘l‘ Allenati con 15 esercizi interattivi con feedback “hai sbagliato, perché...”
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