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LIMITI DELL’ORDINAMENTO

PERCENTILI

▸ Dato un array A di numeri (o elementi totalmente ordinabili), il p-esimo 
percentile è quel numero A[j] tale che p% dei rimanenti numeri dell’array 
sono minori di A[j].  

▸ Il 50-simo percentile è la mediana. 

▸ Un modo per trovare il p-simo percentile è ordinare l’array in senso 

crescente e ritornare A[j], con  

▸ Il costo di questo approccio è . 

▸ Trovare il massimo o il minimo costa . Esiste un metodo migliore per 
calcolare un singolo percentile?

j = ⌈ p
100

len(A)⌉
O(n log n)

O(n)



PERCENTILES

QUICKSELECT

2 8 7 1 3 5 6 4

Pivot
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Pivot

Supponiamo di cercare il  
75simo percentile p.  

Lanciamo Partition. 
Dove si trova p rispetto  
al pivot?
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QUICKSELECT
QuickSelect(A, l, r, p) 
     if l = r return A[l] 
     q = Partition(A, l, r) 
     i = q-l+1   //p è relativo a r-l+1, q a len(A)  
     if p=i return A[q] 
     else if p < i return QuickSelect(A, l, q-1, p) 
     else return  QuickSelect(A, q, r, p-i)



PERCENTILES

QUICKSELECT
QuickSelect(A, l, r, p) 
     if l = r return A[l] 
     q = Partition(A, l, r) 
     i = q-l+1   //p è relativo a r-l+1, q a len(A)  
     if p=i return A[q] 
     else if p < i return QuickSelect(A, l, q-1, p) 
     else return  QuickSelect(A, q, r, p-i)

Correttezza: per induzione



PERCENTILES

QUICKSELECT
QuickSelect(A, l, r, p) 
     if l = r return A[l] 
     q = Partition(A, l, r) 
     i = q-l+1   //p è relativo a r-l+1, q a len(A)  
     if p=i return A[q] 
     else if p < i return QuickSelect(A, l, q-1, p) 
     else return  QuickSelect(A, q, r, p-i)

Correttezza: per induzione
Ci sono tre casi da considerare rispetto alla relazione tra p e i = q-l+1: 
- p< i: il percentile sta tra l e q-1 
- p = i: il percentile è proprio A[q] 
- p> i: il percentile sta tra q+1 e r. 
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QUICKSELECT - COMPLESSITÀ
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QUICKSELECT - COMPLESSITÀ
QuickSelect(A, l, r, p) 
     if l = r return A[l] 
     q = Partition(A, l, r) 
     i = q-l+1   //p è relativo a r-l+1, q a len(A)  
     if p=i return A[q] 
     else if p < i return QuickSelect(A, l, q-1, p) 
     else return  QuickSelect(A, q, r, p-i)

Caso peggiore
Pivot ritorna una partiziona in due array di lunghezza 0 e n-1,  
ed il percentile sta in quello più lungo:  
T(n) = T(n-1) + O(n)    =>    T(n) = O(n2)



PERCENTILES
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T(n) ≤
1
n

n−1

∑
k=⌈ n

2 ⌉
T(k) + Θ(n)
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QUICKSELECT - COMPLESSITÀ MEDIA

Caso ottimo
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1
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QUICKSELECT - COMPLESSITÀ MEDIA

Caso ottimo
Pivot ritorna una partiziona in due array di lunghezza n/2:  

    =>    T(n) = T ( n
2 ) + Θ(n) T(n) = Θ(n)

T(n) ≤
1
n

n−1

∑
k=⌈ n

2 ⌉
T(k) + Θ(n)



PERCENTILES

QUICKSELECT - COMPLESSITÀ MEDIA

Caso ottimo
Pivot ritorna una partiziona in due array di lunghezza n/2:  

    =>    T(n) = T ( n
2 ) + Θ(n) T(n) = Θ(n)

Caso medio

T(n) ≤
1
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QUICKSELECT - COMPLESSITÀ MEDIA

Caso ottimo
Pivot ritorna una partiziona in due array di lunghezza n/2:  

    =>    T(n) = T ( n
2 ) + Θ(n) T(n) = Θ(n)

Caso medio
Assumiamo la variante randomized-select (pivot scelto a caso). 
Partition ritorna due partizioni di lunghezza k e n-k-1 con probabilità 1/n. 
Assumiamo il percentile stia sempre in quella più lunga. 
 

T(n) ≤
1
n

n−1

∑
k=⌈ n

2 ⌉
T(k) + Θ(n)
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QUICKSELECT - COMPLESSITÀ MEDIA
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QUICKSELECT - COMPLESSITÀ MEDIA
Siamo ottimisti ed assumiamo che la complessità media vada come quella 
ottima. Dimostriamo per sostituzione che  per qualche c>0.T(n) ≤ cn
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Siamo ottimisti ed assumiamo che la complessità media vada come quella 
ottima. Dimostriamo per sostituzione che  per qualche c>0.T(n) ≤ cn
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Segue  per c > 2dT(n) ≤ cn
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MEDIAN OF MEDIANS
Can one find a partition scheme that has worst case running time O(n)?

Exercise: compare experimentally execution time of QuickSelect using random pivot selection 
vs median of medians 

��� &KDSWHU � 0HGLDQV DQG 2UGHU 6WDWLVWLFV

�����
6XSSRVH ZH XVH 5$1'20,=('�6(/(&7 WR VHOHFW WKH PLQLPXP HOHPHQW RI WKH
DUUD\ A D h3; 2; 9; 0; 7; 5; 4; 8; 6; 1i� 'HVFULEH D VHTXHQFH RI SDUWLWLRQV WKDW UHVXOWV
LQ D ZRUVW�FDVH SHUIRUPDQFH RI 5$1'20,=('�6(/(&7�

��� 6HOHFWLRQ LQ ZRUVW�FDVH OLQHDU WLPH

:H QRZ H[DPLQH D VHOHFWLRQ DOJRULWKP ZKRVH UXQQLQJ WLPH LV O.n/ LQ WKH ZRUVW
FDVH� /LNH 5$1'20,=('�6(/(&7� WKH DOJRULWKP 6(/(&7 ¿QGV WKH GHVLUHG HOH�
PHQW E\ UHFXUVLYHO\ SDUWLWLRQLQJ WKH LQSXW DUUD\� +HUH� KRZHYHU� ZH JXDUDQWHH D
JRRG VSOLW XSRQ SDUWLWLRQLQJ WKH DUUD\� 6(/(&7 XVHV WKH GHWHUPLQLVWLF SDUWLWLRQLQJ
DOJRULWKP 3$57,7,21 IURP TXLFNVRUW �VHH 6HFWLRQ ����� EXW PRGL¿HG WR WDNH WKH
HOHPHQW WR SDUWLWLRQ DURXQG DV DQ LQSXW SDUDPHWHU�
7KH 6(/(&7 DOJRULWKP GHWHUPLQHV WKH i WK VPDOOHVW RI DQ LQSXW DUUD\ RI n > 1

GLVWLQFW HOHPHQWV E\ H[HFXWLQJ WKH IROORZLQJ VWHSV� �,I n D 1� WKHQ 6(/(&7 PHUHO\
UHWXUQV LWV RQO\ LQSXW YDOXH DV WKH i WK VPDOOHVW��

�� 'LYLGH WKH n HOHPHQWV RI WKH LQSXW DUUD\ LQWR bn=5c JURXSV RI 5 HOHPHQWV HDFK
DQG DW PRVW RQH JURXS PDGH XS RI WKH UHPDLQLQJ n PRG 5 HOHPHQWV�

�� )LQG WKH PHGLDQ RI HDFK RI WKH dn=5e JURXSV E\ ¿UVW LQVHUWLRQ�VRUWLQJ WKH HOH�
PHQWV RI HDFK JURXS �RI ZKLFK WKHUH DUH DW PRVW 5� DQG WKHQ SLFNLQJ WKH PHGLDQ
IURP WKH VRUWHG OLVW RI JURXS HOHPHQWV�

�� 8VH 6(/(&7 UHFXUVLYHO\ WR ¿QG WKH PHGLDQ x RI WKH dn=5e PHGLDQV IRXQG LQ
VWHS �� �,I WKHUH DUH DQ HYHQ QXPEHU RI PHGLDQV� WKHQ E\ RXU FRQYHQWLRQ� x LV
WKH ORZHU PHGLDQ��

�� 3DUWLWLRQ WKH LQSXW DUUD\ DURXQG WKH PHGLDQ�RI�PHGLDQV x XVLQJ WKH PRGL¿HG
YHUVLRQ RI 3$57,7,21� /HW k EH RQH PRUH WKDQ WKH QXPEHU RI HOHPHQWV RQ WKH
ORZ VLGH RI WKH SDUWLWLRQ� VR WKDW x LV WKH kWK VPDOOHVW HOHPHQW DQG WKHUH DUH n!k
HOHPHQWV RQ WKH KLJK VLGH RI WKH SDUWLWLRQ�

�� ,I i D k� WKHQ UHWXUQ x� 2WKHUZLVH� XVH 6(/(&7 UHFXUVLYHO\ WR ¿QG WKH i WK
VPDOOHVW HOHPHQW RQ WKH ORZ VLGH LI i < k� RU WKH .i ! k/WK VPDOOHVW HOHPHQW RQ
WKH KLJK VLGH LI i > k�

7R DQDO\]H WKH UXQQLQJ WLPH RI 6(/(&7� ZH ¿UVW GHWHUPLQH D ORZHU ERXQG RQ WKH
QXPEHU RI HOHPHQWV WKDW DUH JUHDWHU WKDQ WKH SDUWLWLRQLQJ HOHPHQW x� )LJXUH ���
KHOSV XV WR YLVXDOL]H WKLV ERRNNHHSLQJ� $W OHDVW KDOI RI WKH PHGLDQV IRXQG LQ

Why this works? 

Intuitively, the approximate median 
found is always between the 30th 
and the 70th percentile: half 
medians of groups and 2 other 
elements of these groups are 
smaller ��� &KDSWHU � 0HGLDQV DQG 2UGHU 6WDWLVWLFV

T .n/ !

(
O.1/ LI n < 140 ;

T .dn=5e/C T .7n=10C 6/CO.n/ LI n " 140 :

:H VKRZ WKDW WKH UXQQLQJ WLPH LV OLQHDU E\ VXEVWLWXWLRQ� 0RUH VSHFL¿FDOO\� ZH ZLOO
VKRZ WKDW T .n/ ! cn IRU VRPH VXLWDEO\ ODUJH FRQVWDQW c DQG DOO n > 0� :H EHJLQ E\
DVVXPLQJ WKDW T .n/ ! cn IRU VRPH VXLWDEO\ ODUJH FRQVWDQW c DQG DOO n < 140� WKLV
DVVXPSWLRQ KROGV LI c LV ODUJH HQRXJK� :H DOVR SLFN D FRQVWDQW a VXFK WKDW WKH IXQF�
WLRQ GHVFULEHG E\ WKH O.n/ WHUP DERYH �ZKLFK GHVFULEHV WKH QRQ�UHFXUVLYH FRPSR�
QHQW RI WKH UXQQLQJ WLPH RI WKH DOJRULWKP� LV ERXQGHG DERYH E\ an IRU DOO n > 0�
6XEVWLWXWLQJ WKLV LQGXFWLYH K\SRWKHVLV LQWR WKH ULJKW�KDQG VLGH RI WKH UHFXUUHQFH
\LHOGV

T .n/ ! c dn=5e C c.7n=10C 6/C an

! cn=5C c C 7cn=10C 6c C an

D 9cn=10C 7c C an

D cnC .#cn=10C 7c C an/ ;

ZKLFK LV DW PRVW cn LI

#cn=10C 7c C an ! 0 : �����

,QHTXDOLW\ ����� LV HTXLYDOHQW WR WKH LQHTXDOLW\ c " 10a.n=.n# 70// ZKHQ n > 70�
%HFDXVH ZH DVVXPH WKDW n " 140� ZH KDYH n=.n # 70/ ! 2� DQG VR FKRRV�
LQJ c " 20a ZLOO VDWLVI\ LQHTXDOLW\ ������ �1RWH WKDW WKHUH LV QRWKLQJ VSHFLDO DERXW
WKH FRQVWDQW ���� ZH FRXOG UHSODFH LW E\ DQ\ LQWHJHU VWULFWO\ JUHDWHU WKDQ �� DQG
WKHQ FKRRVH c DFFRUGLQJO\�� 7KH ZRUVW�FDVH UXQQLQJ WLPH RI 6(/(&7 LV WKHUHIRUH
OLQHDU�
$V LQ D FRPSDULVRQ VRUW �VHH 6HFWLRQ ����� 6(/(&7 DQG 5$1'20,=('�6(/(&7

GHWHUPLQH LQIRUPDWLRQ DERXW WKH UHODWLYH RUGHU RI HOHPHQWV RQO\ E\ FRPSDULQJ HOH�
PHQWV� 5HFDOO IURP &KDSWHU � WKDW VRUWLQJ UHTXLUHV !.n OJ n/ WLPH LQ WKH FRPSDUL�
VRQ PRGHO� HYHQ RQ DYHUDJH �VHH 3UREOHP ����� 7KH OLQHDU�WLPH VRUWLQJ DOJRULWKPV
LQ &KDSWHU � PDNH DVVXPSWLRQV DERXW WKH LQSXW� ,Q FRQWUDVW� WKH OLQHDU�WLPH VH�
OHFWLRQ DOJRULWKPV LQ WKLV FKDSWHU GR QRW UHTXLUH DQ\ DVVXPSWLRQV DERXW WKH LQSXW�
7KH\ DUH QRW VXEMHFW WR WKH !.n OJ n/ ORZHU ERXQG EHFDXVH WKH\ PDQDJH WR VROYH
WKH VHOHFWLRQ SUREOHP ZLWKRXW VRUWLQJ� 7KXV� VROYLQJ WKH VHOHFWLRQ SUREOHP E\ VRUW�
LQJ DQG LQGH[LQJ� DV SUHVHQWHG LQ WKH LQWURGXFWLRQ WR WKLV FKDSWHU� LV DV\PSWRWLFDOO\
LQHI¿FLHQW�
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MEDIAN OF MEDIANS
Esiste anche un algoritmo che ha complessità  nel caso peggiore. Θ(n)

MoM_Select(A, l, r, p) 
     B = array di lunghezza , il cui elemento j 
            è la mediana del j-simo blocco di lunghezza 5 di A[p:r]  
     _,w =  MoM_Select(B, 1, m, m/2) 
     swap(A[r], A[l+5w+2]) 
     q = Partition(A, l, r) 
     if l = r return A[l] 
     i = q-l+1   //p è relativo a r-l+1, q a len(A)  
     if p=i return A[q] 
     else if p < i return MoM_Select(A, l, q-1, p) 
     else return  MoM_Select(A, q, r, p-i)

m = ⌈(r − l + 1)/5⌉
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MEDIAN OF MEDIANS
Come costruisco B?  

// B array di lunghezza  
for j,i in enumerate(range(l,r,5)) 
     insertion_sort(A,j,j+5)  
     B[i] = A[j+2]

m = ⌈(r − l + 1)/5⌉
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MEDIAN OF MEDIANS
Come costruisco B?  

// B array di lunghezza  
for j,i in enumerate(range(l,r,5)) 
     insertion_sort(A,j,j+5)  
     B[i] = A[j+2]

m = ⌈(r − l + 1)/5⌉

B è un array di mediane di lunghezza n/5 e cerco ricorsivamente la sua 
mediana. Poi uso questa mediana di mediane come elemento di pivot nella 
procedura di select.  

La correttezza è identica a quella di quick_select - posso ignorare il passo di 
cercare la mediana di mediane. 
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MoM_Select si chiama ricorsivamente due volte, la prima su una istanza di 
dimensione n/5, la seconda sul risultato di partition. 
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MEDIAN OF MEDIANS - COMPLESSITÀ

MoM_Select si chiama ricorsivamente due volte, la prima su una istanza di 
dimensione n/5, la seconda sul risultato di partition. 

Intuizione: la mediana di mediane x è più grande (piccola) della metà delle 
mediane dei gruppi di 5 elementi di A, che a loro volta sono più grandi 
(piccole) di altri due elementi del gruppo.  

Quindi x è più grande (piccola) di  elementi.3 ⋅
1
2

⋅
n
5

=
3
10

n
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MoM_Select si chiama ricorsivamente due volte, la prima su una istanza di 
dimensione n/5, la seconda sul risultato di partition. 

Intuizione: la mediana di mediane x è più grande (piccola) della metà delle 
mediane dei gruppi di 5 elementi di A, che a loro volta sono più grandi 
(piccole) di altri due elementi del gruppo.  

Quindi x è più grande (piccola) di  elementi.3 ⋅
1
2

⋅
n
5

=
3
10

n

Sempre intuitivamente:  T(n) ≤ T ( n
5 ) + T ( 7n

10 ) + O(n)
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MEDIAN OF MEDIANS - COMPLESSITÀ

MoM_Select si chiama ricorsivamente due volte, la prima su una istanza di 
dimensione n/5, la seconda sul risultato di partition. 

Intuizione: la mediana di mediane x è più grande (piccola) della metà delle 
mediane dei gruppi di 5 elementi di A, che a loro volta sono più grandi 
(piccole) di altri due elementi del gruppo.  

Quindi x è più grande (piccola) di  elementi.3 ⋅
1
2

⋅
n
5

=
3
10

n

Sempre intuitivamente:  T(n) ≤ T ( n
5 ) + T ( 7n

10 ) + O(n)

Per sostituzione   implica T(n) ≤ T ( n
5 ) + T ( 7n

10 ) + O(n) T(n) = O(n)



STIMA DELLA DENSITÀ

K-NN DENSITY ESTIMATION

Come possiamo calcolare efficientemente V(x), per ogni x? 

Dati N osservazioni (in una dimensione) di una variabile continua, possiamo stimare la densità in x 
come p(x) = K/NV(x), dove V(x) è il volume della palla B(x)=[x-a,x+a] centrata in x che contiene 
esattamente K punti, ovvero 2a in questo caso. 

x

B(x)

Come possiamo gestire lo scenario online, in cui nuovi punti arrivano di tanto in tanto? 


