1 Principio di Induzione

Per cominciare ricordiamoci che 'insieme dei numeri naturali ¢ dato da
N={1,2,3,....}.

Di tutte le proprieta di N qui evidenziamo la seguente.

Assioma 1.1 (Principio di Induzione). Supponiamo che S C N sia un sottoinsieme di N
che soddisfa le due sequenti proprieta:

(1) 1€8S.
(2) neS=(n+1)es.
Allora S = N.

Il Principio di Induzione ci consente di dimostrare il seguente cruciale teorema relativo
alle dimostrazioni per induzione.

Teorema 1.2 (Dimostrazioni per induzione). Supponiamo che ad ogni numero naturale
n sia associata una proposizione P(n). Supponiamo che le due sequenti proprietd siano
soddisfatte:

(1’) P(1) é vera.
(2°) (P(n) évera) = (P(n+1) é vera).
Allora P(n) ¢é vera per ognin € N.

Dim. Definiamo

S={neN:P(n) e vera}.

Per prima cosa, (1’) implica che 1 € S. Pertanto S soddisfa I'ipotesi (1) del Principio di

Induzione. Inoltre (2’) implica che n € S = (n+ 1) € S, e pertanto S soddisfa anche

I'ipotesi (2) del Principio di Induzione. Ma allora il Principio di Induzione implica S = N,

e pertanto, per come S €’ definita, P(n) e’ vera per ogni n € N. ]
Vediamo qualche applicazione del precedente teorema

Teorema 1.3 (Disuguaglianza di Bernoulli). Per ogni n € N e per ogni a > —1 abbiamo
la sequente proposizione:

(P(n)) (14+a)™ > 1+ na.



Dim. P(1) & ovviamente vera, visto che si riduce all'uguaglianza 1 + a =1 + a.
Supponiamo ora che P(n) sia vera. Abbiamo

(1+a)"™ =1 4+a)"(1+a)> (1+na)(1l+a) [ qui usiamo 1+ a > 0 e Pipotesi che P(n) e’ vera
=14+na+a+na®>1+ (n+1)a

——

(n+1)a
dove nell’ultima disuguaglianza abbiamo utilizzato il fatto che na? > 0. Per concludere, se

a > —1ese P(n) & vera allora P(n + 1) & vera.
Pertanto P(n) ¢ vera per ogni n € N. O

1.1 Sommatorie

Supponiamo di avere n numeri ay, ...., a,. Utilizziamo la seguente notazione di sommatoria
(qui presentata in forma intuitiva)

n
g aj:=a1+ ...+ ap
Jj=1

che (piu rigorosamente) puo essere definita come segue, utilizzando il principio di induzione:

{ Y10 =@ (1.1)

dati S, a; ed ay.q allora Sl a; =S a4+ apaq
j=1%J] + j=1 % j=1%J +

Piu avanti nel corso utilizzeremo anche la notazione di prodotto, che si puo definire
(intuitivamente) nel modo analogo:

n
H CLj = a1a2...0y,.
Jj=1

Concentrandoci sulle sommatorie osserviamo che si puo sostituire la j con altri indici. Ad

esempio
n n
E a; = E Q..
j=1 k=1

Infatti, 'unica cosa che conta qui € dove varia I’indice, non il simbolo specifico usato per de-

notare l'indice. Questo ¢ simile agli integrali definiti che incontreremo in seguito, dove il val-

ore dell’integrale non dipende dal simbolo utilizzato per denotare la variabile d’integrazione.
Abbiamo

n n n

Z(aj—i—bj) :ZCL]‘—FZb]’. (1.2)

j=1 j=1 j=1



Dimostriamo quest’ultima per induzione. Per n = 1 segue semplicemente dal fatto che

entrambi i membri sono uguali ad a1 + b1. Assumendo che sia vera per n abbiamo

n+1 n

Z(aj +bj) = Z(aj +bj) + ans1 + bpy1 [ applicando (1.1)]
j=1 j=1

n n
= Zaj +ij + ant1 + bnta
j=1 j=1

[ applicando 'ipotesi induttiva che (1.2) sia vera per n]

n n
Z aj + apy1 | + Z bj + bpt1
j=1 =1

n+1 n+1

= Zaj + Z b; [applicando (1.1)].
i= =1

[ applicando regola commutativa ed associativa per la sommal

Poi abbiamo la seguente, banale da dimostrare:

j;:Aaj::Ajijaj
7j=1 j=1

Vediamo qualche applicazione dell’induzione a sommatorie

Teorema 1.4 (Somma aritmetica). Abbiamo per ogni n € N

i,_(n—i—l)n
L=
j=1

1

1+1)1
Dim. Per n =1 abbiamo Zj =1le (—;) = 1, quindi sono uguali.
Jj=1
Supponiamo ora che siano uguali per n. Allora

n+1

ZJ_ZJ+H+1—(TL+)+n+1=(g+1)(n+1):(”+2)2(”+1)

che ¢’ esattamente quello che volevamo.
Pertanto la formula ¢ vera per ogni n.

O
Teorema 1.5 (Somma geometrica di ragione r # 1). Siar # 1. Allora per ognin € NU{0}

1 —pntl
Zr] 4



0 0+1
D. . j 0 1 e 1 —T
im. Per n = 0 abbiamo rl =r’ = -
jZo 1—r
Supponiamo ora che siano uguali per n. Allora

= 1, quindi sono uguali.

ntl n +1 +1 +1
ZTj:ZTj+T"+1:i+T”+1:1_rn +r (A7)
7=0 7=0

1—7r 1—7r
1_rn+1+rn+1_rn+2 1_rn+2
1—r o 1—7

che ¢ esattamente quello che volevamo.
Pertanto la formula e vera per ogni n.

n
Osservazione 1.6. Ovviamente per r = 1 abbiamo Z 1V =n+1.
j=0

Esercizio 1.7 (Prodotti notevoli). Dimostrare che per ogni a,b e per ognin € N si ha
n
a®—=b"=(a-0) Zan_]lﬂ_l
j=1

Esercizio 1.8. Dimostrare che per ogni n € N si ha

~ 5 nn+1)(2n+1)

Esercizio 1.9. Dimostrare che per ogni n € N si ha
Zn: 3 (n(n+1) 2
2=\ T
j=1

Esercizio 1.10. Calcolare il valore della sequente somma telescopica

n
Le somme telescopiche sono della forma Z (aj —ajy1) ed il valore della somma &
j=1
a1 — Qp+1:

n

S (4~ agi1) = (a1~ 9) + (58— 96) + o + Gz — Ge) + (G — 0) + (37— a11)

j=1

= al — Qp+1-



Esercizio 1.11. Dimostrare che per ogni n € N il numero 7" — 1 ¢é divisibile per 6.

Esercizio 1.12. Dimostrare che per ogni n,m € N il numero (m + 1)" — 1 ¢ divisibile per
m.

Qualche risposta.
Per quanto concerne i prodotti notevoli per n = 1 il termine di sinista e

a'—bl=a-1b

mentre il termine di destra ¢
1 . .
(a —b) Zal_]lﬂ_l =(a—b)a’’ =a—b
j=1

e quindi ovviamente sono uguali.
Assumiamo ora che la formula sia vera per n e dimostriamola per n + 1. Abbiamo

n+1 n n
(@=0)) a"™ I =(a=b)> o™ IV 4+ (a— b =a(a—b) Y _a" IV + (a - b)H"
j=1 j=1 Jj=1

=a(a” —b") + (a — b)b" = a"! — ab™ + ab" — b = g™ — pn L
1.2 Coefficienti binomiali
Per ogni n € NU {0} definiamo per n > 0

nl=1-2-3..(n—1)-n

e definiamo
o'=1.

n! viene detto n fattoriale.
Siano ora 0 < k < n due interi. Definiamo allora il ”coefficiente binomiale”

<Z) - (n—nll‘)'k" (1.3)

Notare che dalla definizione risulta

visto che per definizione

(ﬂk) T (n— (n—Z!))!(n—k)! TR (nn!— B (n —nli:)!k! - (Z)



Abbiamo anche

B)=r ()= ()= ()=

Abbiamo il seguente fatto

Lemma 1.13. Abbiamo la sequente uguaglianza:

(1) =)+ ()

Dim. A sinistra, per definizione, abbiamo

A destra abbiamo

(n—1)! (n—1)!
CE RO I

B (n—1)! 1 1]
T 1—R) (k=1 [nkz_'_k] =
B (n—1)! n
Cn—1-K)! (k-1 (n—kk

n!
T (k)

Quindi i termini sono uguali e il Lemma & dimostrato.
O

I numeri <Z> sono detti coefficienti binomiali perche appaiono nella espansione del binomio.

Abbiamo infatti:

Teorema 1.14 ( Formula di Newton per il binomio). Abbiamo la sequente formula:

P(n) (a+b)" = f: <Z> "ok

k=0

Dimostrazione per induzione. P ( 1) & vera. Infatti
a+b

ha coefficienti entrambi eguali ad 1, e per definizione

(0-()-
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Quindi abbiamo

a+b= ((1)>a+ G) b.

Assumiamo P (n-1 ) vera. Verifichiamo che cio implica P (n ) vera. Utilizzando che P
(n-1) & vera abbiamo

n—1

(a+b)" = (a+B)(a+b)"" = (a+b) Z( )akbnw_

=0

n—1
—1 —1
— E (n L ) akbn—l—k +b E : (n ) akbn—l—k —

Quindi
(a+b)" =

_n n n kin—k __
=a"+b +Z<k>ab =
k=1
_ S n kin—k

—Z(k)a b
k=0

Ossia P(n-1) vera implica P(n ) vera.
Per il Principio di Induzione, P(n ) & sempre vera ed il teorema ¢ dimostrato.

() () =)

giustifica il cosiddetto triangolo di Tartaglia, ’algoritmo utilizzato per trovare i coefficienti
binomiali (cos’¢ il triangolo di Tartaglia viene spiegato in classe).

Notare che 'uguaglianza



2 Numeri complessi

Come abbiamo detto sopra, conoscienza di N, Z e R ¢ data per scontata. Continueremo a
parlare della retta reale R dopo, ma ora soffermiamoci sull’insieme C dei numeri complessi.
I numeri complessi sono semplicemente punti del piano (x,y) Le regole di somma e prodotto
Sono:

(,9) + (u,v) = (2 4+ u,y +v)
(x,y)(u,v) = (zu — yv, zv + yu).

In paricolare i punti della forma (z,0) si riducono alla retta reale, e vengono denotati con

x. Posto (0,1) = 4, il generico numero complesso viene scritto come z = = + iy. Si ha
i?> = —1. Dopodiche si moltiplicano e sommano queste espressioni come fossero numeri

reali: per z =z 4+ ew=u-+w
z+w=(x+u)+i(y+v)
2w = xu + i2yv + izv + iyu = (zu — yo) + i(zv + yu).

Dato z = x + iy, x si dice la parte reale ed y la parte immaginaria. Un numero della forma
z = x si dice reale. Un numero della forma z = iy si dice immaginario. Dato z = x + iy, il
numero z = x — iy ¢ il suo complesso coniugato. Abbiamo

+w=Z+w

A
z

w
g

w

I
Y

= Z se e solo se z ¢ reale

z = —Z se e solo se z € immaginario

Il modulo di z ¢ per definizione
|z] = Va2 + y2.
Se z # 0 allora nota che |z| # 0. L’inverso di z ¢
1z
e

S|

Esercizio Scrivere nella forma x + ¢y le seguenti espressioni
1—4
l. ——
(1414)?
3+ 4i
" 2430
3. (24 30)(5b—30)




Esercizio Dimostrare che per ogni coppia z,w € C vale la seguente regola del parallelo-
gramma:
|2+ wf? + [z — w]? = 2|2 + 2fw/*.

Esercizio Dimostrare che per ogni coppia z, w € C valgono

1L Jzw] = |2 Jul
2. i‘ = ﬂ quando w # 0.
wl ]
Esercizio Determinare gli insiemi delle soluzioni delle seguenti disuguaglianze
L2 <
zZ+1
2
9 Z+ '
z+ 31
z
3.
z+3 ‘ -

Definizione Dato z = x + iy denotiamo Rez =z e Imz = y.
Esercizio Calcolare le seguenti espressioni

1. Im( 21 )
2+ z

9 Tm | -2
24241

z—1
3. Re (+3>

Esercizio Determinare nel piano complesso le soluzioni delle seguenti disuguaglianze

1. Im< 1 >>0
z+1

9. Re(z)<0
z+1

Abbiamo visto prima che 7 risolve I’equazione z? + 1 = 0. notare che questa equazione
non ha soluzioni reali. Piti in generale abbiamo il seguente teorema.

Teorema 2.1 (Teorema fondamentale dell’algebra, versione preliminare). Sia p(z) = ap2"+
An_12"" 4+ +ag un polinomio di grado n > 1. Allora esiste un numero complesso z, € C
tale che p(z1) = 0. z1 viene detto uno zero o una radice di p(z),



L’equazione 22 4+ 1 = 0 & un esempio di una equazione che non ammette zeri reali ma
ammette zeri complessi, dati da +i.

Esercizio Verificare che se p(z) = a,2" + an_12""1 4. 4 ag & un polinomio a coefficienti
reali, ossia an, ap_1,...,ap € Rallora se z; ¢ una radice di p(z), anche il complesso coniugato
71 € una radice di p(z). Con un esempio verificare che questa asserzione non & vera per
polinomi i cui coefficienti non sono reali.

Il teorema fondamentale dell’algebra ammette una formulazione piu’ precisa, la quale
fornisce diverse informazioni aggiuntive.

Teorema 2.2 (Teorema fondamentale dell’algebra, versione finale). Consideriamo un poli-
nomio p(z) = apz"™ + .... + ag a coefficienti complessi di grado n > 1. Esiste un k € N con
k <n, k numeri complessi distinti {z1,...., 2z}, per ogni 1 < j < k un numero m; € N, per
1 quali abbiamo le sequenti uguaglianze:

my—+....+mg=mn
p(z) = ap(z — 21)™ (2 — 2)™*.
Gli z; vengono detti radici o zeri di p(z) e per ogni z; il numero m; é la sua molteplicita.
Il seguente € un esercizio facile.

Esercizio Dimostrare che
teorema 2.2 = teorema 2.1.

Pit complicato € dimostrare che teorema 2.2 <= teorema 2.1. Per dimostrarlo si procede
per induzione sul grado del polinomio. Se n =1 e p(z;) = 0 allora

a a a
p(z) = a1z +ap = a; <z+0> ep(z1) =a; (zl—i—O) 0=z = ——
ai a ai

dal quale segue p(z) = a1(z — 21).
Supponiamo che teorema 2.2 <= teorema 2.1 per polinomi di grado n e dimostriamolo
per polinomi di grado n 4+ 1. Preso un qualsiasi polinomio di grado n + 1

p(2) = an12" ™ 4+ ag

dal teorema 2.1 sappiamo che esiste 2,11 € C tale che p(z,+1). Consideriamo poi la divisione

1

An412 .t ap iz — Zp4a

per il quale esistono un quoziente ¢(z) ed un resto r(z), dove per definizione di resto, r(z)
ha grado strettamente piu piccolo del divisore z — z,,41, il quale ha grado 1. In altre parole,
r(z) ha grado 0 e quindi € una costante che denoterd con ryp. Abbiamo 'uguaglianza (che
lega dividendo, divisore, quoziente e resto)

p(2) = a(2)(z = zn41) + 70,

10



Calcolando entrambi i membri nel punto z = 2,41 e sfruttando il fatto che p(z,+1) = 0 si
ottiene
0=0+7y=19=0.

Quindi il resto ¢ nullo e si ha p(z) = ¢(2)(z — zp41). D’altra parte, ¢(z) ¢ un poli-
nomio di grado n e pertanto per I'ipotesi dell’induzione ammette una fattorizzazione come
nell’enunciato del teorema 2.2 ed ¢ facile concludere che anche il generico polinomio p(z)
di grado n + 1 ammette la fattorizzazione, che per il principio di induzione resta pertanto
dimostrata per tutti i polinomi. ]

Si noti pero che qui non abbiamo dimostrato il teorema fondamentale dell’algebra, la
cui dimostrazione esula dal corso di analisi 1. Abbiamo solo dimostrato che le due versioni
del teorema sono equivalenti.

2.1 Uso delle coordinate polari

Se r e 6 sono le coordinate polari di (z,y), allora per definizione di coordinate polari

x =rcost
y = rsiné.
Posto z =z + iy sihar = |z| e
z=x+1iy =rcosf +irsind = r(cosf +isinb). (2.1)

Si ha la seguente importante formula:

Teorema 2.3 (Formule di DeMoivre). Abbiamo per ogni z € C, per le sue coordinate polari
(r,0) e per ognin € N la sequente formula

2" = r"(cos(nb) + isin(nb)). (2.2)

Dim.(Per induzione) Per n = 1 l'equazione (2.2) coincide con (2.1). Supponiamo di
avere dimostrato (2.2) per n e dimostriamola per n + 1. Abbiamo

2" = T (cos(B) + isin(h))"
= "1 (cos(0) + i sin(0))"(cos(h) + isin(h))
= r"(cos(nf) + isin(nh))(cos(f) + isin(h)) [ per ipotesi su n]

cos(nf) cos(f) — sin(nh) sin(f) + i (cos(nf) sin() + sin(nf) cos(h)))
(

—_ Tn—f—l

(
= "1 (cos((n + 1)8) + isin((n 4 1)8)) [ per formule di duplicazione per seno e coseno).

Questo dimostra che (2.2) ¢ vera per ogni n. O
Esercizio Per apprezzare 'importanza della formula (2.2) provate ad esprimere

2= (z+iy)"

11



in termini delle coordinate x ed y, distinguendo parte reale e parte immagiaria di z".

Passiamo ora a qualche applicazione di (2.2). Cominciamo con ’equazione z" = 1. Le
sua soluzioni vengono dette radici dell’unita. Come sappiamo se n € pari, in R vi sono solo
le due radici z = +1, mentre se n e dispari, in R vi & solo la radice z = 1. D’altra parte,
in C vi devono essere n radici (se conteggiamo una radice un numero di volte pari alla sua
molteplicit a) per via del teroema fondamentale dell’algebra.

Teorema 2.4 (Radici dell’unita). Per ogni n € N le soluzioni di 2™ =1 sono date da
z =cos (0;) +isin(0;) dove 0; = 2%]’ per j =0,1,...,n— 1. (2.3)
Dim. Se z € una radice dell’unita, ha una sua rappresentazione in coordinate polari
z =r(cos +isinb).

Noi inizialmente non conosciamo i valori di r e di 8. Pero sappiamo che deve valere z" = 1,
e se questa equalglianza la esprimiamo in coordinate polari, per le formule di DeMoivre
abbiamo

r"(cos(nf) + isin(nf)) = 1 = 1(cos(0) + isin(0)).

Siccome i numeri a destra ed a sinistra sono uguali, abbiamo
=1
cos(nf) = cos(0)
sin(n#) = sin(0).

La prima equaglianza implica che r = 1, perche r € un numero reale non negativo. La
seconda e terza uguaglianza insieme implicano

nf = 2mj per un j € Z.

Risolvendo rispetto a 6 otteniamo 6 = 2% j per j € Z. E legittimo chiedersi se le radici
di z" = 1 non siano per caso infinite, dato che I'insime Z ha infiniti elementi. Tuttavia
osserviamo che mentre per j = 0,1, ...,n — 1 otteniamo n distinti numeri complessi, se noi
scegliamo un j non tra questi, e dividiamo j : n otteniamo un quoziente ¢ ed un resto
0 < jo < n, tali che j = gn + jo. Allora

27 .. (27, 27 ) .. (27 .
zji=cos | —j | +isin| —j | =cos | —(qgn+jo) | +isin | —(gn + jo)
n n n n
2m .. (27,
=cos | —jo+ 2mq ) +2sin [ —j0 + 27mq
n n
2 2
= cos <7Tj0) + ¢sin <7rj0> =: zj, dove jp € {0,1,...,n — 1}.
n n
Osserviamo che per jo, j1 € {0,1,...,n — 1} distinti tra loro si ha zj, # z;,. ]

Esercizio Stabilire la molteplicita delle radici di 2™ = 1.
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Esempio 2.5. Consideriamo z> = 1. Abbiamo

z = cos <2;g> +isin @%) per j =0,1

dove per j = 0 otteniamo z = cos(0) + isin(0) = cos(0) = 1 e per j = 1 otteniamo
z = cos(m) + isin(7) = cos(m) = —1.

Esempio 2.6. Consideriamo z* = 1. Abbiamo

—cos (FEi) 4isin(2Fi) = (59) +isin (55) perj=0,1,2,3
Z = COS 4] 7 S111 4] — COS 2] 7811 2] per g =U, 1,4,

dove
1 per j =0,
L= 1 perj=1
—1 per j =2,
—i per j = 3.

Il metodo nel teorema si estende ad equazioni piu generali della forma 2" = wqg per
wp = ro(cos(go)+isin(gp)) un fissato numero complesso che possiamo sempre rappresentare
in coordinate polari. Allora le soluzioni sono della forma z = r(cos() + isin(6)) con

1
r=rgy

2
0 — ig+@per]_o,1,..., 1

Esempio 2.7. Consideriamo (1 + Z)% (' sono 8 radici da trovare, ossia tutte le soluzionsi
di 28 =1+1i. Siccome

1+z—\1;11 ﬁiz, _\f<\[ f) 22 (COS<Z>+iSin<£>)
2

applicando la precedente formula le soluzioni sono z = r(cos(0) 4 isin(6)) con

1

g2 1 77+ 0,1,...7
—_— = — — er .
it g =ity peri= :

Esercizio Determinare le soluzioni di 25 — |z|* + |2]? = 1

Poniamo z = r(cos(f) + isin(#)). Sostituendo nell’equazione otteniamo

5(cos(66) + isin(66)) — rt +r? = 1.

13



Esprimendo 'eguaglianza in termini delle coordinate, cioe della parte reale ed immaginaria,

8 cos(60) —rt 4+ 1% =1
9 sin(660) = 0.

La seconda equazione e vera se » = 0, nel qual caso pero la prima equazione non e soddis-

fatta, oppure se sin(60) = 0. In questo caso abbiamo uno dei seguenti due casi: cos(66) = —1
oppure cos(60) = 1.
Se cos(66) = —1 la prima equazione diviene

4t 41 =12
Ma questa equazione non e soddisfatta da alcun r > 0. Infatti, se 7 < 1 abbiamo
Ot 1> 1> 02

Se invece r > 1 abbiamo 72 < r% < % + 74 + 1. Quindi per cos(66) = —1 il sistema non ha
soluzioni.

Per cos(66) = 1 la prima equazione diviene
Pt —1=0s '+ 1) -1)=0.

dove quest’ultima equazione ha come unica radice > 0 il valore r = 1. Infine cos(66) = 1
implica 60 = 2nk per k € Z da cui si ricava che

H:gk per k=0,1,2,3,4,5

ci da 6 soluzioni distinte (per gli altri valori di k si ottengono radici z che coincidono con
una di queste 6).
Esercizio Determinare le soluzioni di z* + 2|z|> = 1.

Poniamo z = r(cos(f) + isin(#)). Sostituendo nell’equazione otteniamo
r1(cos(46) + isin(46)) + 2r? = 1.
Esprimendo 'eguaglianza in termini delle coordinate, cioé della parte reale ed immaginaria,

rtcos(46) + 212 =1
r* sin(46) = 0.

La seconda equazione & vera se r = 0, nel qual caso pero la prima equazione non ¢ soddis-
fatta, oppure se sin(460) = 0. In questo caso abbiamo uno dei seguenti due casi: cos(46) = —1
oppure cos(40) = 1.

14



Se cos(46) = —1 la prima equazione diviene
=2 4+1=0e (0 -1)>=0er=1er=1

dove nell’ultima equivalenza si usa il fatto che r > 0. Per la variabile §, da abbiamo
40 = 7(2k + 1) per k € Z da cui si ricava che

s T 27
0=—-2k+1)=—+—k k=0,1,2,3
4( + ) 4+ 4 per 9 Ly 4y
e questo ci da 4 radici in C.

Per cos(46) = 1 la prima equazione diviene
42— 1=0erl=-1+V1+1=-1+V2

Ovviamente deve essere 72 = r2 = —1+ /2 e quindi r = /=14 /2. cos(40) = 1 implica
40 = 27k per k € Z da cui si ricava che

ngk per k=0,1,2,3.

In conclusione, abbiamo trovato 8 soluzioni all’equazione z* 4 2|z|> = 1, 4 delle quali sulla
circonferenza di centro l'origine e raggio 1, ed altre 4 sulla circonferenza di centro I'origine

e raggio v/ —1 + V2.
Esercizio Consideriamo le due seguenti proposizioni

e Per il teorema fondamentale dell’algebra un polinomio di grado 4 ha 4 zeri (se contati
con la molteplicita).

e 2* +2|2/2 =1 ha 8 zeri.
C’e una contraddizione tra queste due proposizioni?

Esercizio Si determini la parte reale di (141)20%2, Risposta. Abbiamo la rappresentazione
in coordinate polari 1 +1i = 23 (cos ( ) + isin (4)). Pertanto, per DeMoivre,

(cos (2002 ) +isin (2002%)) — glo01 (cos (1001%) + sin (1001%))

223>
= 219 (cos (1000 + ) +isin (1000% n g)) = 21000 (cos (250 - 27 + g) +isin (250 - 27 + g))
(3

= 99 (con (2 1n (1)) = 2%

Pertanto Re [(1 +1)?%?] = Re [2!%i] = 0.

(1 + 1)2002
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Per ”divertimento” proviamo a dare un’altra risposta, supponendo di non disporre delle
formule di DeMoivre. Usando la formula del binomio di Newton,

2002 2002 2002
2002 2002\ . 2002\ ., 2002\ ..
(1+41) = g < )= E )it E A

kpari kdispari
Siccome per k dispari abbiamo i* € {i, —i} mentre per k = 2m pari abbiamo i* = i?™ =

(—=1)™, segue che

2002
Re [(1 +1)2002] = Z <20k02> &

k=0
kpari

Sostituendo k = 2m, e i*™ = (—1)™, abbiamo

1001
Re [(1+10)202] = }° <2002) (—1)™.

2m
m=0

Notare che in totale il numero degli addendi & di 1002. Possiamo riunirli in coppie, asso-
ciando all’indice m l’indice 1001 — m. Notare che la somma dei contributi dei due indici
e

<2207312> (=1)"+ <2(1020010i m)> () = <2207’(3LQ> (=1)"+ <200220222m) (-

_ <2002> (—1)™ + <2002) (—1)1000-m _ (2002) (—1)™ 4 (—1)1001-m

2m 2m 2m g
0

n

dove abbiamo usato la simmetria ") =
k n—k

> e dove (—1)™ + (—1)1001=m — ( perche

se un esponente e pari ’altro e dispari.
Ma allora la sommatoria in (2.4) & nulla.

Esercizio Risolvere le seguenti equazioni:
1. z+iz24+2i=0
2. 237 4322-4=0

3. 232 =2

Esercizio Calcolare le seguenti radici:
1. V2 —-2i
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3 La retta reale R

3.1 Inadeguatezza di Q

Nell’antichita vi sono stati tentativi di descrivere il mondo facendo uso solo dell’insieme
dei numeri razionali Q, che si sono presto scontrati con alcuni problemi, il piu famoso dei
quali ¢ che la lunghezza della diagonale di un quadrato il cui lato ha lunghezza 1 (cioe v/2)
non e un numero razionale. Lo dimostriamo utilizzando la tecnica della dimostrazione per
assurdo.

Teorema 3.1. /2 ¢ Q.

Dim. (Per assurdo). Procederemo con una dimostrazione per assurdo, ossia, supponi-
amo che quanto vogliamo dimostrare sia falso e ne deduciamo delle conseguenze che non
possono essere vere. Quindi supporremo che v2 € Q e quindi v2 = 7 con ad&eb due interi
che possiamo sempre prendere positivi e primi tra loro. Consideriamo le scomposizioni in

fattori primi (conseguenze del teorema fondamentale dell’aritmetica 1)
a=plt.py & b=qg". gy
Notiamo che se prendiamo i quadrati otteniamo le scomposizioni in fattori primi

a’ :p%nl...p%”\’ & V= q%ml...q?\/’[nM
di a® e di b%. Ora, se V2 = % allora 2b%> = @ e 2 & un fattore primo di a?. Ora notiamo
dal confronto di delle precedenti formule che se 2 ¢ un fattore primo di a? allora ¢ anche un
fattore primo di a (infatti notasi che i fattori primi sono, a meno dell’esponente, gli stessi).
Inoltre, siccome 2 deve comparire due volte almeno come fattore primo di a2, segue che 2
¢ anche un fattore primo di b>. Ma se 2 & un fattore primo di b? allora ¢ anche un fattore
a

primo di b. Quindi se assumiamo /2 = 7 abbiamo che 2 ¢ un fattore primo sia di a che di
b. Assurdo perche a e b sono primi tra loro. O

Esercizio 3.2. Per ogni £ € N con £ > 2 abbiamo 2% ZQ

! Abbiamo gia visto il teorema fondamentale dell’algebra, che vale per polinomi e che & simile.
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Esercizio 3.3. Per ogni k € N numero primo abbiamo Vk ¢ Q
Esercizio 3.4. Per ogni £ € N con £ > 2 e k € N numero primo abbiamo ki ZQ

Risulta pero che tutti questi numeri della forma k7 sono ben definiti in R, come vedremo
piu avanti nel corso.

Esercizio 3.5. Dimostrare che logy(5) ¢ Q
Piu in generale,
Esercizio 3.6. Dimostrare che se m,n € N sono primi tra loro allora log,,(m) ¢ Q

Dimostreremo che i numeri log,,(m) del precedente esercizio, sono ben definiti in R.
Un altro esempio di dimostrazione per assurdo & il seguente.

Esempio 3.7. Dimostriamo che esistono infiniti numeri primi. Utilizzeremo, come nel teo-
rema 3.1, il teorema fondamentale dell’aritmetica.
Supponiamo per assurdo che la sequente lista dia tutti © possibili numeri prima:

b1 = 27p2 = 37 <y Pns
dove li ho messi in ordine crescente p1 < p2 < ... < pn. Sia

N =pips..pn + 1.

Owvviamente N € N. Siccome N > p,, N non é un numero primo (non é nella lista). Ma
allora ammette un divisore primo p, cioe N = pm dove m € N. D’altra parte p ¢ un divisore
di p1p2...pn (perché p é uno tra py < p2 < ... < pn) e quindi p1pa...pp, = p £ per £ € N.
Allora

1= N —pipa...pn = p(m — £).

Notare che (m — ¢) € Z. Inoltre da p(m — {) = 1 concludiamo che m — ¢ > 1. Segue che
(m —¥) € N. Ma allora, posto k =m — £, abbiamo dimostrato che esiste p > 2 e k € N t.c.
1=pk>p>2>1, cioe1>1, che é assurdo.

3.2 Assioma di separazione in R

Definizione Due sottoinsiemi A e B di R si dicono separati se per ogni a € A eb € B si
ha a <b.

Abbiamo il seguente assioma di separazione, o assioma di Dedekind.
Assioma di separazione in R Per ogni coppia di sottoinsiemi A e B di R tali che a <b
per ogni a € A e b € B esiste un elemento ¢ € R tale che per ogni a € A e b € B si ha

a<c<hb.
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Definizione (Retta reale estesa) Denotiamo con R la retta reale estesa. E’ costituita da R
cui aggiungiamo due elementi, denotati convenzionalmente con +0o e con —oo. Essi hanno
la proprieta che

—o<a VYaeR

+o00>a VYaeR

Dati due elementi a,b € R, con a < b, denotiamo

(a,b) = {z € R: a < z < b} (intervallo aperto di estremi a &b)
(a,b) ={r €eR:a <z <b}

[a,b) ={z € R: a <x < b}
[a,b] = {z €R:a <z < b}
(=00, 4+00) =R

Una proprieta fondamentale dei sottoinsiemi di R che deriva dall’assioma di separazione
¢ il fatto che un qualsiasi sottoinsieme X C R, X ammette un estremo superiore ed un
estremo inferiore. Vediamo di che si tratta. Per prima cosa osserviamo che ’assioma di
separazione si estende in modo ovvio a R.

Iniziamo ora a discutere dell’estremo superiore. Abbiamo il seguente teorema.

Teorema 3.8 (Estremo superiore). Per ogni sottoinsieme X non vuoto di R, esiste un
elemento di R, ed uno solo, che denotiamo con sup X, avente le sequenti due proprieta:

e preso un qualsiasi © € X abbiamo x < sup X;
o Se M €R ¢ tale che x < M per ogni x € X, allora sup X < M.

Dim. Sia Z l'insieme degli elementi z di R tali che 2 < z per ogni « € X. Notare che Z
contiene almeno +oo. Allora < z per ogni coppia di punti x € X e z € Z. Per 'assioma
di separazione esiste un ¢ € R tale che z < ¢ < z per ogni coppia di punti z € X e z € Z.
Verifichiamo che tale ¢ € unico. Se ce ne sono due ¢; e co, non e restrittivo assumere ¢; < co.
Allora, siccome x < ¢; per ogni x € X, avremmo x < z per ogni £ € X e per ogni z nell’
intervallo ¢; < z < ¢co. Ma allora co non separerebbe X da Z, in quanto ci sarebbe z € Z con
z < co. Pertanto concludiamo che esiste un unico elemento di separazione, che denotiamo
con c.

Verifichiamo ora che ¢ = sup X.

Per prima cosa sappiamo che x < ¢ per ogni x € X. Pertanto ¢ soddisfa la prima proprieta
dell’estremo superiore.

Sia ora z € R tale che z < z per ogni x € X. Per definizione di Z risulta che z € Z. Ma
allora, siccome c¢ separa X da Z risulta ¢ < z. Pertanto ¢ soddisfa la seconda proprieta
dell’estremo superiore.

Pertanto possiamo porre sup X = c. ]

X C R si dice limitato superiormente se sup X < +oo. Ad esempio, supN = +oo,
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come verificheremo fra poco, e sup{l — %: n =1,2,...} = 1. Quando sup X appartiene

ad X, diciamo anche che sup X ¢ il massimo di X, e lo denotiamo anche con max X. Ad
esempio 1 = sup{l — =:n =1,2,...} ma 1 non ¢ un massimo per {1 — ~:n =1,2,...},
che infatti non ha massimo.

Passiamo all’estremo inferiore. Abbiamo il seguente teorema, la cui dimostrazione e’
lasciata come esercizio.

Teorema 3.9 (Estremo inferiore). Per ogni sottoinsieme X non vuoto di R, esiste un
elemento di R, ed uno solo, che denotiamo con inf X, avente le sequenti due proprieta:

e preso un qualsiast © € X abbiamo x > inf X;
e Se M €R ¢é tale che x > M per ogni x € X, allora inf X > M.
X C R si dice limitato inferiormente se inf X > —oo.

Ad esempio, inf N = 1, inf{1 — %: n=12...} =0 . Quando inf X appartiene ad X,

diciamo anche che inf X ¢ il minimo di X, e lo denotiamo anche con min X. Ad esempio
0 = inf{l — %: n =1,2,...}. Siccome 0 appartiene all’insieme (basta prendere n = 1)
abbiamo anche 0 = min{1 —2:n=1,2,... }.

Esercizio 3.10. Supponiamo che sup X < +oo. Dimostrare che un numero L € R &
L =sup X se e solo se sono verificate le sequenti due proprieta:

e preso un qualsiasi x € X abbiamo x < L;

e Ve>0 3 z€X te z>L—e
Esercizio 3.11. Si determinino sup A e inf A per
A=(0,v2)N(1,V3).
Si stabilisca se esiste max A o min A .

Teorema sup N = +o0.
Dim. Supponiamo che cio non sia vero e che sup N sia finito. Allora esiste n € N con
n > sup N—1. Infatti, se n < supN—1 per ogni n € N, dalla seconda proprieta dell’estremo
superiore seguirebbe che
supN—1>supN=-1>0

che & assurdo. Sia allora n € N con n > supN — 1. Ma allora N > n+ 1 > supN il che ¢
assurdo perché contraddice la prima proprieta dell’estremo superiore. O

Corollario (Teorema di Archimede) Dati due numeri > 0 ey > 0 esiste n € N t.c.
nr >y
Dim. Siccome supN = +c0 esiste N 3 n > y/z e cid implica nz > y. O
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Esercizio 3.12. Supponiamo che inf X > —oo. Dimostrare che un numero £ € R ¢ ¢ =
inf X se e solo se sono verificate le sequenti due proprieta:

e preso un qualsiasi x € X abbiamo x > £;
e Vex>0 4 z€X tec z</l+e

Esercizio 3.13. Dimostrare che ogni sottoinsieme non vuoto di R con un numero finito di
elementi ha sia minimo che massimo.

Risposta. Sia X C R con un numero finito di elementi. Limitiamoci a dimostrare che
esiste max(X). Dimostriamo per induzione sul numero n degli elementi di X. Se n =1
allora X = {z1} ed ¢ immediato che max({z1}) = min({z1}) = x1.

Supponiamo per induzione di avere dimostrato il caso n e dimostriamo che questo
implica il caso n+ 1. Sia X = {z1,...,Zpn, Tp41} € poniamo Y = {x1, ..., x, }. Per induzione
esiste max(Y’) che & uguale ad uno degli z; con j € {1,...,n}. Possiamo sempre assumere
max(Y') = x,. Ora confrontiamo x,; con z,. Se infatti z,4; > x, allora max(X) = x,4+1
(e facile verificare che x,1 soddisfa le due proprieta di sup(X)). Se invece zp,4+1 < x,, allora
max(X) = x, (& facile verificare che z,, soddisfa le due proprieta di sup(X)). O

Esercizio 3.14. Dimostrare che se X CY sono due sottoinsiemi non vuoti di R allora
inf Y <infX <supX <supV.

Risposta. Siccome infY < y per ogni y € Y (prima proprieta dell’inf di Y') segue
inf Y <y per ogni x € X (visto che X CY) . Per la seconda proprieta dell’inf di X segue
infY <inf X.

Siccome supY > y per ogni y € Y (prima proprieta del sup di V) segue supY >y
per ogni x € X (visto che X CY') . Per la seconda proprieta del sup di X segue sup X <
supY. ]

Esercizio 3.15. Dimostrare che ogni sottoinsieme non vuoto di N ha un minimo.

Risposta. Sia Y C N non vuoto. In particolare consideriamo my € Y. Sia X = {z €
Y : x < mp}. Notiamo che X 3 mg e quindi non & vuoto e che siccome X C {1,....,mp}
I'insieme X ha al massimo mg elementi. Per un precedente esercizio concludiamo che esiste
min(X), che per semplicita denotiamo con c.

Risulta ¢ € X C Y e cioe ¢ € Y. Dimostriamo ora che ¢ < y per ogni y € Y (questo
implica che ¢ = min(Y')). Per prima cosa osserviamo che ¢ < mg perché ¢ = min(X) e
mo € X. Sia ora y € Y. Abbiamo le seguenti alternative

® y>my
o y < my

Nel primo caso y > mg > c¢. Nel secondo caso y < mg e y € Y implica y € X che implica
y = c.
Pertanto abbiamo dimostrato ¢ < y per ogni y € Y. O
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Esercizio 3.16. Per ogni m € 7 consideriamo l’insieme [m,00) N 7Z, dove si noti che
N = [1,00) NZ. Dimostrare che il Principio di Induzione in N implica quanto seque:

Per ogni m € Z e per ogni S C [m,00) NZ che soddisfa le sequenti due proprieta,
1. meS,
2.neS=n+1¢€s8,

si ha S = [m,00) NZ.

Risposta. Consideriamo la funzione x € [m,00) NZ RS (m — 1). Notare che questa
¢ una funzione biettiva [m,oc0) N Z — N (vedi Definizione 4.13, piu avanti). Se S verifica
le proprieta indicate sopra, allora f(S) C N soddisfa le poprieta (1) e (2) nel Principio di
Induzione. Ma allora f(S) = N ed allora anche S = [m, 00) N Z.

Esercizio 3.17. Sia X C N. Dimostrare che se S C X soddisfa le due proprieta
1. minX € S,
2. (n€ S einoltren <supX)=n+1€S5,

allora S = X.

Risposta. Intanto osserviamo che deve essere sup X = +oo. Se fosse sup X < o0,
allora avremmo sup S < sup X < 4o0. Allora S sarebbe finito, e ci sarebbe un massimo
n=max5 <supX. Maalloran+1¢€ S, equindin+1 <maxS =n <n+1, chee
assurdo.

Avendo stabilito che sup X = 400 e posto m = min X, osserviamo che S C X C
[m,00)NZ. Ma S soddisfa le proprieta dell’esercizio precedente, e pertanto S = [m, c0) NZ.
Segue S = X = [m,00) NZ.

Teorema 3.18 (Densita di Q in R). Datia < b in R esiste ¢ € Q tale che a < q < b.
Dim. Distinguiamo tre casi
e a<0<b
e 0<a<b
e 0 <b<0

Nel primo caso basta prendere g = 0.
Consideriamo il caso 0 < a < b. Sia 1/n < b — a, che esiste da sup N = +o00. Consideriamo
ora

X:{mEN:%>a.}.
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Dal Teorema di Archimede segue che X & un sottoinsieme non vuoto di N. Come tale, da
un esercizio precedente segue che min X esiste. Denotiamolo con mg. Essendo mg € X, si
ha mo/n > a. Ora dimostriamo che my/n < b. Per prima cosa abbiamo

mo — 1
0 <

(3.1)

n

Infatti, se mg = 1 questo coincide con 0 < a. Se invece mg > 2 e se fosse mOTfl > @ avremmo
mo — 1 € X e pertanto mg — 1 > my, assurdo. Infine (3.1) ed 1/n < b — a implicano

mg mo—1

n n

1
+—<a+b—a=hb.
n

Pertanto ¢ = =* ha le proprieta desiderate.
Infine nel caso a < b < 0 abbiamo 0 < —b < —a. Sia ¢ € Q tale che —b < ¢ < —a. Allora
a < —q < b e siccome —q € Q otteniamo il risultato cercato. O

Esercizio 3.19. Dimostrare che l'insieme dei numeri irrazionali, R\Q, é denso in R.

Soluzione. Sia (a,b) un intervallo aperto e limitato. Dobbiamo dimostrare che esiste
un elemento di r € R\Q con r € (a,b). Consideriamo l'intervallo (a + v/2,b + v/2). Dal
teorema 3.18 sappiamo che esiste ¢ € Q con ¢ € (a++/2,b++/2). Ma allora ¢ — /2 € (a, b).
r=q—+/2 & un elemento di R\Q con r € (a,b). O

4 Funzioni

Dati due insiemi X e Y, una funzione f: X — Y & un criterio che assegna Vx € X un unico
y € Y denotato con f(x).

Esempio 4.1. o f(z)=sinx é una funzione R — R.

e Sia Q(t) 'ammontare di danaro al tempo t in un conto corrente che al tempo t = 0
aveva Qo danaro, con una riwvalutazione continua al tasso del 3% annuo. Risulta che
Q(t) é la sequente funzione del tempo:

Q(t) — Q0€t~0,03.

e Un esempio di funzione é la funzione di costo, ossia il costo C(x) per una azienda di
produrre x unita di un certo prodotto per ogni dato x. Funzioni della sequente forma
possono essere funzioni di costo:

C(z) = a + bx + ca® + da®

dove a rappresenta i costi fissi (affitto, riscaldamento, ecc.) e gli altri termini possono
dipendere dal costo delle materie prime (il costo delle materie prime tipicamente ¢é
proporzionale ad x ), il costo del lavoro (che puod crescere con potenza superiore ad 1),
ecc.

23



Esempio 4.2. Consideriamo la funzione
log; (Vo +1-1)

Determiniamone il dominio di definizione. Per prima cosa, /x + 1 ha senso se e solo se
xz+12>0, ossia se x > —1. Inoltre il logaritmo é definito solo per

Ve+l—-1>0&Vr+l>1lez+1>1<2>0.
1l dominio é definito dalla disuguaglianza x > 0.

Esempio 4.3. La funzione gradino di Heaviside H : R — R ¢ definita come seque:

1 perx >0
H(z)=1 3 perz =0
0 perxz <0

Esempio 4.4. La funzione segno sign : R — R ¢ definita come seque:

1 perax>0
sign(x) = ¢ 0 perx =0
—1 perz <0

Esempio 4.5. La funzione di Dirichlet D : R — R ¢ definita come seque:

1 perxzeQ
D(x)_{o perz & Q

Esempio 4.6. La funzione parte intera [z] : R — Z C R ¢ definita come seque: per ogni
x € R, la sua parte intera & il numero intero [x] € Z tale che

[z] <z < [z]+ 1.

Definizione 4.7. Il prodotto cartesiano di una coppia ordinata di insiemi X ed Y e I'insieme
definito da X x Y ={(z,y): 2 € X,y € Y}.

Ad esempio R x R = R? ¢ il piano.

Definizione 4.8. Il grafico I'y di una funzione f: X — Y da X ad Y ¢ il sottoinsieme
I'y € X x Y definito da

Ip=A{(x,y): xeX,y=f(x)}.

Definizione 4.9. Data una funzione f: X — Y e dato un sottoinsieme A C X non vuoto
di X resta definita la restrizione fi4: A — Y nel seguente modo:

f|A<a) = f(a) per ogni a € A.
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Definizione 4.10 (Immagine di un insieme). Data una funzione f: X — Y e dato un
sottoinsieme A C X, 'immagine A ¢ il seguente sottoinsieme di Y:

flA)={yeY:3zecA tc. y=f(z)}={f(z)eY: z e A}.

Definizione 4.11 (Controimmagine di un insieme). Data una funzione f: X — Y e dato
un sottoinsieme B C Y non vuoto di Y la controimmagine di B ¢ il seguente sottoinsieme
di X:

FUB) ={z € X : f(z) € B}

Per yo € Y il correspondente insieme {yo} C Y poniamo f~1(yo) = f~1({yo}).
Per (a,b) C Y un intervallo f~%(a,b) = f~1((a,b)).

Esempio 4.12. Consideriamo la funzione parte intera [x] : R — R. Allora

Oper0<z<l1
e [7]j0,2 ¢ la sequente funzione: [x]jgo = 1 per 1 <x <2
2 perx =2

e [2]71(0,1/2) =l’insieme vuoto.
o [2710,2) = [a] (1) = [1,2),
Definizione 4.13. Data una funzione f: X — Y abbiamo le seguenti definizioni:
o fesuriettivase VyeY Jx € X te. f(z)=y.
e f ¢ iniettiva se x1 # x9 = f(21) # f(x2).
e f & biettiva se e sia suriettiva che iniettiva.
Esercizio 4.14. Data una funzione f: X — Y dimostrare le seqguenti proposizioni.
o f ¢ suriettiva < f(X)=Y.
o f ¢ suriettiva < f~'(y) ¢ non vuoto per ogniy €Y.
o f ¢ iniettiva < f~1(y) ha esattamente un elemento per ogni y € f(X).

Definizione 4.15 (Composizione di due funzioni). Data una funzione f: X — Y ed una
funzione g : Y — Z, la composizione g o f ¢ la funzione X — Z definita da

go f(x)=g(f(x)) VzelX.

Esercizio 4.16. Data una funzione f: X — Y ed una funzione g : Y — Z dimostrare le
segquenti proposizions.

e go f suriettiva = g suriettiva.
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e go f iniettiva = f iniettiva.
Sono per caso vere le implicazioni inverse?

Risposta.

1) Se g o f & suriettiva allora per ogni z € Z esiste x € X tale che g(f(z)) = z.
Fissiamo un tale x e denotiamolo z,, per sottolineare la sua dipendenza da z. Poniamo
anche y, = f(x.).

Ricordiamoci che g suriettiva significa che per ogni z € Z esiste y € Y tale che g(y) = z.
Per dimostrare la suriettivita dobbiamo quindi esibire, per ogni z, un y. Ma lo abbiamo!
Basta prendere per ogni z il punto y, € Y che, come sappiamo, soddisfa ¢g(y,) = g(f(x.)) =
z.

2) La proposizione
g o f iniettiva = f iniettiva

¢ equivalente alla proposizione
f non iniettiva = g o f non iniettiva.

Dimostriamo quest’ultima.
Se f non e iniettiva, esistono x1 # x2 con f(x1) = f(x2). Segue allora g(f(z1)) = g(f(x2)),
il che implica che esistono due punti 21 # x2 dove la funzione g(f(x)) assume il medesimo
valore.

3) Facile & vedere, con degli esempi, che le implicazioni inverse sono false.

Esercizio 4.17 (Esame del 8 settembre 2014). Sia f(z) = f;% definita in un sottoinsieme
di C.

o Si determini il dominio di f.
o Si determini f~1(E) dove E ={w € C: |w| =1}

Risposta. Prima di tutto f(z) ¢ definitase 1 +Z#0< 1+ 2#0 < 2z # —1.
In secondo luogo f~!(E) & formato dagli z € C distinti da —1 tali che

* g
1+2 |1+ %]
e+ y-1>2=@+1)>2+ e+ -2+ 1=2+20+1+¢>

& 2y=2r&y=—=x

:1©]z—z']:|1+z|<:>|m+z'(y—1)]2:\(m+1)+z’y|

che non e altri che la bisettrice del II e IV quadrante.
Definizione 4.18 (Funzioni monotone). Sia X C R e sia f: X — R una funzione.
e f & crescente se

x1 < x9 = f(x1) < f(22)
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f & strettamente crescente se

r1 < w3 = f(21) < f(72)

f @ decrescente se
T < T = f(l‘l) > f(ZL‘Q)

f € strettamente decrescente se
z1 < w2 = f(z1) > f(22)

e f & monotona se f € o una funzione crescete o una funzione decrescente

f € strettamente monotona se f ¢ o una funzione strettamente crescete o una funzione
strettamente decrescente

Esercizio 4.19. Dimostrare che se f: X — R con X CR ¢ strettamente monotona allora
f ¢ iniettiva.

Esercizio 4.20. Sia f: (0,00) — R definita da f(x) = x + logg(z). Dimostrare che é
mniettiva.

Definizione 4.21. Sia X C R un insieme simmetrico rispetto a 0, cioe x € X & —x € X.
Allora una funzione f: X — R si dice

e pari se f(—z) = f(x) per ogni x € X
e dispari se f(—x) = —f(x) per ogni z € X
Esempio 4.22. Sian € N. Allora la funzione ™ : R — R
e ¢ pari se e solo sen & pari
e ¢ dispari se e solo se n ¢ dispari
Esempio 4.23. Abbiamo
® COSZ € pari.
e sinx ¢ dispari.

Esercizio 4.24. Siano f : X - R e g : X — R due funzioni. Consideriamo la funzione
prodotto f(x)g(x), che denotero con fg. Verificare quanto seque

e f egpari= fg pari.
o f pari e g dispari = fg dispari .

o f dispari e g pari = fg dispari .
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o f eg dispari = fg pari .
Esercizio 4.25. Verificare che la funzione tan(x) é dispari.

Esercizio 4.26. Verificare se qualcuna delle sequenti funzioni e pari, dispari, o nessuna
delle due cose.

e La funzione segno sign(x) .
e La funzione di Heaviside H(x) .
e La funzione di Dirichlet D(x) .
e La funzione parte intera [x].

Esercizio 4.27. Dimostrare che se f : X — R é dispari e se 0 € X allora f(0) =0 .

4.1 Funzione valore assoluto

Definiamo |- |: R — R con

| = x se x>0
T l—xse <0

V x € R, chiamiamo |z| il valore assoluto z.
Per prima cosa enunciamo il seguente risultato.

Lemma 4.28. Sia a > 0. Allora
|| <a s —a <z <a.

Dim. Supponiamo |x| < a. Allora, se x > 0 allora x = |z| e l'ipotesi |z| < a implicano
x < a. Pertanto 0 < z < a. Allora a maggior ragione —a < x < a.
Se invece x < 0 allora z = —|z| e l'ipotesi || < a implicano —a < x. Pertanto —a < z < 0.
Allora a maggior ragione —a < z < a.
Quindi = & dimostrata.

Sia ora —a < z < a. Di nuovo ci sono due alternative. Se 0 < x < a allora da = = |z|
ricaviamo |z| < a. Se invece —a < z < 0 da z = —|z| ricaviamo |z| < a.
Quindi < ¢ dimostrata. O
Proprieta del valore assoluto.

(1) z <lz] e —x <|z]
(1) segue immediatamente da |z| < |z| che per il lemma precedente implica —|z| < x < |z|.
(2) lzyl = |2 |yl

|| |y| se xy & positivo

Abbi =
bbiamo zy {_m ly| se xy & negativo

Quindi, siccome |£|z||y|| = |z||y|, segue |zy| =

[ |yl
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(3) |z +y| < |z|+ |y| (disuguaglianza triangolare)
Dim. Ovviamente |z| < |z| e |y| < |y|. Pertanto dal lemma
—lz[ <@ < x|
—lyl <y <yl
Sommando le due righe otteniamo

dal lemma

—(zl+ly) <z+y<lzl+ly =" |z +yl < |z]+ [yl
Esercizio 4.29. Dimostrare che per ogni n € N si ha
n n

D ag < Jayl.
j=1

Jj=1

Definizione 4.30 (distanza tra due punti sulla retta reale). Si definisce come distanza di
due punti z & y in R il numero |z — y|.

Notare che
lz—yl=0&2=y

ossia due punti hanno distanza nulla se e solo se coincidono.
Dati tre punti x, y e z, la distanza tra due di essi € minore della somma delle loro distanze
dal terzo punto

[z —yl <o —z[+]|z -yl

Questo segue dalla disuguaglianza triangolare:
[r—yl=lr—z+z—yl=|(z-2)+ -yl <|lzr—z[+]z -yl

La disuguaglianza triangolare & un caso particolare della disuguaglianza per i triangoli
che dice che la somma delle lunghezze di due lati ¢ maggiore della lunghezza del terzo lato.

Esercizio 4.31. Dimostrare che per due numeri L1, Ly € R la sequente proposizione é vera:
|L1 — Lol <€ VYe>0= L = Lo. (4.1)
Risposta. Come per tutti i valori assoluti, |L1 — La| > 0. D’altra parte,
|L1 — Lo] <€ Ve>0& |01 — Lol <e Vee (0,+00)
per la seconda proprieta dell’estremo inferiore implica
|Li — Lo| < inf € (0,400) = 0.

Quindi 0 < |L; — La| < 0 implica che sono tutte uguaglianze, cioe |L; — La| = 0. Questo a
sua volta e equivalente a Ly — Lo = 0, a sua volta equivalente a L1 = Lo.
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4.2 Successioni

Definizione 4.32 (Successioni). Dato un insieme non vuoto X, una successione {x,, }nen

di elementi di X & una funzione N % X dove per ogni n € N denotiamo z,, = f(n).

Esempio 4.33. [ sequenti sono tre esempi di successione:

1. {n}
5. {(=1)"}

Esempio 4.34 (Cantor). FEsistono successioni {x,} contenenti tutti gli elementi di Q.
Ad esempio una tale successione puo essere definita ricorsivamente partendo dal sequente
schema

1 2 3 4
T 1 T T
v /! YRRt
1 _2 _3
1 1 1
L e
1 2 3
2 2 2
v
1 _2 _3
2 2 2

Quello che si intuisce é che tutti gli elementi di Q compaiono (infinite volte) nella matrice,
la quale ha infinite righe ed infinite colonne, e che quella specie di ”serpente” ottenuto
sequendo le frecce e lungo il quale allineano gli elementi della successione raggiunge, dopo
un numero finito di passaggi, un qualsiasi elemento della matrice.

Abbiamo i seguenti esempi di limite

1. lim n=+o0
n—-+0o

2. lim le

n—+oo N

3. lim (—1)" non esiste
n—+00

In classe i tre esempi vengono illustrati con un disegno.

Definizione 4.35. [Limite di una successione quando ¢ in R] Data {z,} si dice che L € R
¢ il suo limite se la seguente proposizione & vera

V e>0 IM(e) R t.c. n> M(e) = |L — x| < e (4.2)

Scriviamo L = lim xz,.
n—oo
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Esempio 4.36. Dimostriamo che lim — = 0. Infatti per ogni € > 0 abbiamo

n——+oo n
1 1 ‘ 1
n>-—=|——-0=—<e
€ n n
iy . 1 o 1
Pertanto la proposizione (4.2) ¢ corretta con My(e) = = e con L = 0. Quindi lim — = 0.
n—4+oco n

Esempio 4.37. Dimostriamo che lirf (=1)" non ha un limite finito (pit avanti sard
n—-—+0oo

chiaro che non ha limite ne’ finito ne infinito). Supponiamo per assurdo che abbia un limit
L € R. Applicando la proposizione (4.2) possiamo concludere che

Ve>03M(e) te. n> M(e) = |L — (—1)"| < . (4.3)

1 sen ¢ pari
—1 sen é dispari
Siccome per qualsiasi M € R esistono sia n € N pari che sia n € N dispari tali che n > M,
dalla (4.3) ricaviamo che

In particolare, siccome (—1)" = {

proposizione (4.1)
e

IL—1]<e VYe>0 L=1,

proposizione (4.1)
e

IL—-(-1)|<e Ve>0 L=-1.
MaL=1eL=-11implica 1 =—1, che é assurdo.

Esercizio 4.38. Dimostrare che se X C R é tale che sup X = +oo allora per ogni M € R
esiste x € X con M < x.

4.3 Limiti lim f(x).
r—+00
La definizione di limite per successioni si generalizza a funzioni qualsiasi.
Definizione 4.39 ( liril f(z) = L per L € R). Sia X C R tale che sup X = +oo . Data
T—r+00

una funzione f : X — R si dice che L € R ¢ il suo limite a 400 se la seguente proposizione
& vera
Ve>03M(e) €R tc. 2> M(e)ex € X = |L— f(x)] <e. (4.4)
Scriviamo L = xgrfoo f(x).
La definizione 4.39 generalizza la definizione 4.35 perche il caso delle successioni f :

N — X & un caso particolare della fattispecie considerata in definizione 4.39. Infatti un

modo per esprimere (4.2) quando consideriamo f : N — R con f(n) = x,, & che L = lim x,
n—o0

se esolose L = ILm f(n) (ovvio visto che f(n) = x,) dove (4.2) & la stessa cosa di

Ve>03M(e) €eR t.c. n> M(e) = |L — f(n)] <e.
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1
Esempio 4.40. Dimostriamo che lim — = 0. Infatti per ogni € > 0 abbiamo

r——+o0 I

1 1 1
r>-—|——0=—<e

€ X X

1
Pertanto la proposizione (4.4) ¢é corretta con My(e) =% e con L =10. Quindi lim — = 0.

T—+o0o I

Esempio 4.41. liril sin(xz) non esiste. Infatti se esistesse il limite L € R avremmo la
T—+400

proposizione (4.4), ossia

Ve>03M(e) €R t.c. x > M(e) ex € X = |L —sin(z)| <e. (4.5)
M(e) -2
Consideriamo x = 5(2n + 1). Si noti che g(Qn +1) > M(e) & n > M =5 Se
T
prendiamo n pari, cioé n = 2m,
sin (g(Zn + 1)) = sin (ﬂ'n + g) = sin (27rm + g) = sin (g) =1
da cui si ricava che per ogni € > 0 si ha |L — 1| < € e questo implica L = 1.
Se prendiamo n dispari, cioé n = 2m + 1,
3 3
sin (g(2n + 1)) = sin (Wn + %) = sin (27Tm + 27r> = sin <27T> =-1.
da cui si ricava che per ogni € > 0 si ha |L — (—1)| < € e questo implica L = —1. Natural-
mente non si puo avere al contempo L =1 e L = —1. Concludiamo che lir+n sin(x) non
T—r+00

esiste.

Definizione 4.42. Data una funzione f : R — R ed un numero 7" > 0, f si dice periodica
di periodo T se f(x +T) = f(x) per ogni = € R.

Esercizio 4.43. Sia f : R — R periodica di periodo T > 0 e non costante. Dimostrare che

li jste.
Jm f(x) non esiste

La Definizione 4.42 si generalizza nel modo seguente.

Definizione 4.44. Data una funzione f : X — R, dove X € non vuoto, e T' > 0, supponiamo
che per ogni z € X C R e per ogni n € Z si abbia x +nT € X. Allora f si dice periodica
di periodo T se f(x +T) = f(x) per ogni z € X.

Ad esempio, posto X = R\{7/2 + nm : n € Z} risulta che X soddisfa la proprieta
indicata in Definizione 4.44 per T' = 7 e che tan : X € R ¢ periodica di periodo 7.

Esercizio 4.45. Sia X un sottoinsieme di R come in Definizione 4.44. Dimostrare che
inf X = —oc0 e sup X = +o0.
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Esercizio 4.46. Sia f : X — R periodica di periodo T > 0 e non costante in X, come in
Definizione 4.44. Dimostrare che lim f(x) non esiste e che lim f(z) non esiste.
r—+00 T——00

Teorema 4.47 (Unicita del limite). Sia f : X — R come in definizione 4.39 e supponiamo
che due numeri Ly, Lo siano entrambi limiti di f a +o00. Allora L1 = Lo

Dim. Per definizione L = hr_il f(z) significa che la proposizione 4.4 € vera e pertanto
T—r+00

Ve>03M(e) R tc. 2> Mi(e) ez e X = |L1 — f(z)] <e

Per definizione Ly = lirf f(zx) significa che la proposizione 4.4 & vera e pertanto
T—r+00

Ve>03My(e) ER tc. > Ma(e) ex € X = |Ly — f(2)] <e.
Per ogni z € X abbiamo
Ly — Ln| = [(Ly — f(2)) = (L1 = f(2))| < [L2 = f(2)| + [L1 — f(=)].
Sia M3(e) = max{M;(e), Ma(e)}. Allora per ogni € > 0 se prendiamo = > Mjz(€) con z € X
abbiamo
’LQ — Ll‘ < ‘LQ - f(a:)| + |L1 - f(x)\ < e+ €= 2e.

Quindi abbiamo dimostrato che

|Lo — L1| < 2e per ogni € > 0.
Questo e equivalente a

|Las — Ly| < € per ogni € > 0.
Dalla proposizione (4.1) otteniamo L; = Lo. O
Definizione 4.48 ( hr_il f(z) = 400 ). Sia X C R tale che sup X = +oo . Data una

T—r+00

funzione f : X — R si dice che +o00 ¢ il suo limite a +o00 se la seguente proposizione e vera

VK dM(K)eR tc.za>M(K)erze X = f(z) > K. (4.6)
Scriviamo zll}rfoo f(z) = +oo.
Esempio 4.49. Per b > 1 abbiamo lilJTrl b" = 4o0. Infatti, posto b =1+ a abbiamo che
n—-+0oo
a > 0. Usando la disuguaglianza di Bernoulli

b >1+na
K -1

Fissato K € R abbiamo 1+ na > K se e solo se n > E pertanto

Vn > = b"*">14+na> K.
a
o . . K -1 .
Quindi la proposizione (4.7) é vera prendendo M(K) = . Possiamo concludere che
a
lim b" = +o0.
n—-+0o
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Definizione 4.50 ( hr_il f(z) = —o0 ). Sia X C R tale che sup X = +oo . Data una
T—r+00

funzione f : X — R si dice che —oo ¢ il suo limite a +o0 se la seguente proposizione e vera
VK dM(K)eR tc.za>M(K)erze X = f(z) < K. (4.7)
Scriviamo xgrfoo f(z) = —o0.

4.4 Limiti lim f(x).

Tr——00
Esercizio 4.51. Dimostrare che se X C R é tale che inf X = —oo allora per ogni M € R
esistex € X conxz < M.

Definizione 4.52. Sia X C R tale che inf X = —oco . Data una funzione f : X — R si dice
che L € R ¢ il suo limite a —oo se la seguente proposizione & vera

Ve>03IM =M(e) eR tc. c<Mexe X = |L— f(z)|<e. (4.8)

Scriviamo L = lim f(x).
T—r—00

SeinfX = —coesupX = +ooese L € Retaleche L = lim f(z)eL = lim f(x)

T——00 r—+00
allora scriviamo L = lim f(x).
T—00

Vedremo diversi esempi piu avanti.

4.5 7Regole” dei limiti

Per prima cosa estendiamo parzialmente alla retta reale estesa R = R U {400, —c0} la
somma ed il prodotto ponendo

a+ (+00) = +o0 se a € (—o0, +00]

a+ (—o0) = —o0 se a € [—00, +00)
a-(+o0) =+ocosea>0
a-(+o0)=—-oc0sea<0
a-(—o00)=—oosea>0
a-(—00) =+oosea<0

1 1

—=—=0.
+0o0 —00
Si noti che alcuni casi restano indefiniti
(+00) + (—00) indefinito
0 - (+00) indefinito .

Abbiamo le seguenti regole per i limiti, che poi generalizzeremo.
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Teorema 4.53 (Regole dei limiti). Siano f,g : X — R con sup X = 400 e supponiamo
che lim f(x)=a€R e lim g(z)=becR. Allora abbiamo le sequenti regole
T—+00 T—r+00

e (regola della somma) lim (f(z)+ g(z)) =a+b, per (a,b) # (£oo, Foo)

T—>+00

e (regola del prodotto) Ein f(x) g(x) = ab, per (a,b) # (£o00,0) o (0, +00)

o (regola del quoziente) EIJP ggz)) = %, per b # 0 e (a,b) # (Foo, £00).

I casi esclusi vengono detti indefiniti.

Osservazione 4.54. Esiste una ovvia versione del teorema quando inf X = —oo e si consid-
erano i limiti lim
T——00
Consideriamo vari esempi relativi al precedente teorema.

. 1-2z

[} hm 3
r—+o0o X

indefinito. Se pero lo scriviamo come

=?. Notare che se lo interpretiamo come —*, ¢ un esempio di caso

l—z 1 1
x2 2z’
abbiamo
1—=z 1 1 1 1 1 1
lim = lm (w—--)]=Ilm ——-— lim —=——-—=0-0=0.

r——too 12 =400 \ 12 T 400 12 T—+00 I 400 —+00
° lir+n (1: — Va2 + 1) =7. Notare che se lo interpretiamo come oo — oo, € un esempio

T—r+00

di caso indefinito. Se pero lo scriviamo come

r+vVa2+1 22— (24 1) ~1
T — a2+ :(x—\/x2—|—1> = =
T+ Va2 +1 T+ vVr2+1 r+vVaZ+1

abbiamo 1
lim (:1: 2t 1) — lim o

—1
T——+00 z—+o00 x4+ /2 + 1 o

° ligrrl (:c2 — x + 1) =7 Notare che se lo interpretiamo come 0o — oo + 1, € un esempio
T—r+00

di caso indefinito. Scriviamolo allora come

1 1
m2—x+1:$2<1——|—2>.
T

Abbiamo

r—r—+00 Tr——+00

1 1
lim (2> —z+1)= lim 2°(1— -4 = ] =400 (1 =0+0) = +oo.
r a2
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4+ r+1 008 toot1

° xgr—&r-loo = r—— =7 Scrivere che il limite ¢ —F 5"~ non ha senso. Scriv-
iamo
Brz+1 B0+ E+%) 0 1+ E+ %
—ab+ a3t r+l 2S(-1+ 5+ E5+%) —1+5+5+%
Abbiamo
. 25 +a+1 . 1+ X+ % 14040
lim = lim - : — = = 1.
votoo —g0+ad+x+1 amto —14 LK+ 5+ —14+0+0+0

4.6 Teoremi del confronto

I teoremi del confronto hanno importanza cruciale nel calcolo dei limiti. Il primo teorema
che enunciamo ¢ il seguente, la cui dimostrazione ¢ semplice ma che non diamo.

Teorema 4.55. Siano f,g : X — R due funzioni e sia sup X = +oo. Supponiamo che
esistano i limiti - -
lim f(z)=a€R , lim f(z)=beR

r—r-+00 r—r-+00

e che abbia sempre f(x) < g(x) per ogni x € X. Allora abbiamo a < b
O

Il teorema importante ¢ il seguente.

Teorema 4.56 (Dei Carabinieri). Siano f,g,h : X — R tre funzioni e sia sup X = +o00.
Supponiamo che f(x) < h(z) < g(x) per ogni x € X. Supponiamo inoltre che esista L € R
tale che

lim f(zx)=L= lim g(x)

T—r+00 r—r+00
Allora esiste anche lim h(zx) ed in particolare si ha
T—+00
lim h(x)=1L
T—+00

Dim. Dimostriamo solo il caso L € R. Abbiamo
Ve >0 3JMi(e) t.c. > M(e)exeX = |L— f(x)|<e
Ve >0 3JMsy(e) tc. > Ma(e)ex € X = |L —g(z)| <e.

Poniamo ora M3(e) = max{Mj(¢), Ma(e)}. Allora per z > M3(e) e x € X abbiamo
IL—-f(z)|<eesL—e< f(r)<L+e
IL—g(x)|]<eesL—-e<g(zx)<L+e

che utilizzato congiuntamente con f(z) < h(x) < g(z) per ogni z € X con z > Mj3(e) da

L—-e<f(zr)<h(z)<glz)<L+e=>L—-e<h(r)<L+es|L-h(z) <e

Pertanto per ogni € > 0 se © > M3(¢) e z € X abbiamo |L — h(x)| < € e questo significa

lim h(x)=L.

T—+00
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Osservazione 4.57. Esistono una ovvie versioni dei teoremi precedenti quando inf X = —oo

e si considerano i limiti lim
Tr—r—00

Consideriamo ora qualche applicazione del Teorema dei Carabinieri.

Esempio 4.58. Sia b € Ry fissato. Abbiamo lim b = 1.
n——+0o00

Consideriamo il caso b> 1. Pertanto bx > 1 per ogni n € N. Scriviamo
b% =1+ a, dove a, > 0.

Allora il limite lim bx =1 ¢ equivalente al limite lim a, = 0. Per dimostrare quest ultimo
n—-+00 n—+00

scriviamo

1 n
b= (bz) =(1+a,)" > 1+ na,.

Ricaviamo pertanto
b—1
o<a, <——.
n

—1
Siccome abbiamo lim 0=0 lim L = 0 concludiamo
n—-+oo n—-+oo n

lim a, = 0 per il teorema dei Carabinieri
n—+00

e quindi lim b = 1.
n——+o0o

Per 0 <b<1, dal/b>1 e dalla regola del quoziente, concludiamo

. 1 . 1\" . 1 1
lim b» = lim |5 = lim - =-=1
n—-+oo n—-+oo & n—-+o0 (%) P 1

Y22

Esempio 4.59. Sia b > 1 fissato. Abbiamo lim — = +o0.

n—+o0o N
Per dimostrarlo osserviamo che Vb > 1 e quindi possiamo scriverlo come Vb=1+a
per a > 0. Ora scriviamo

2

NS 2 2
bt ( > (1 +a)) S (14+na)® 1+ 2na+ n?d? (4.9)
n n B n - n N n
Ora, siccome
1+2 2q2 1
lim +2natnia = lim <+2a—|—a2n>:0+2a+oo:+oo
n—-+oo n n—-+oo n
7
e per i Carabinieri abbiamo lim — = +oo.
n——+oo n
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Esempio 4.60. Sia b > 1 fissato. Abbiamo lim — = +o0.

n—r—+oo n2
. . 3 . . . . 3
Per dimostrarlo osserviamo che v/b > 1 e quindi possiamo scriverlo come Vb =1+ a
per a > 0. Ora scriviamo

o () ey

B B S+ na)® 1+ 3na+ 3n%a® + n’d® (4.10)
n n n?2 - n?2 N n?2
1 2) 2.2
Ora, siccome lim - ena At nta” = 400
n—-+o00 n
1+3 3n%a® + n3a? 1 3
lim +onat Za—i—na = lim <—|—a+3a2+a3n>:0—i—0—|—3a2—|—oo:+oo
n——+00 n n—+oo \ N n
n
e per i Carabinieri abbiamo lim — = +oo.
n—+oo N
b’l’b
Esercizio 4.61. Siano b >1 ed N € N fissati. Dimostrare che lim — = +o0.
n—-+oo N
n
Esercizio 4.62. Siano b > 1 ed a € Ry fissati. Dimostrare che lim — = +o0.
n—+oo N
bn
Esercizio 4.63. Sia b > 1. Dimostrare che lim — = 0.
n—+oo n!

n
Osservazione 4.64 (Formula di Stirling). Notare che n! ~ v/ 27mn—n ossia
e

|
nl
lim —— =1
nTL
n—=+00 2N

Esercizio 4.65. Dimostrare che il numero 0,99999.... con 9 periodico coincide col numero
1.

4.7 Funzioni monotone
Teorema 4.66 (Limiti delle funzioni crescenti). Sia f: X — R crescente.

1. Supponiamo che sup X = +oo. Allora

lim f(z) =sup f(X).

T—+00

2. Supponiamo che inf X = —oco. Allora

lim f(z) =inf f(X).

T—r—00
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Esiste anche una versione per funzioni decrescenti:
Teorema 4.67 (Limiti delle funzioni decrescenti). Sia f: X — R decrescente.

1. Supponiamo che sup X = +oo. Allora

lim f(z)=inf f(X).

T—r+00
2. Supponiamo che inf X = —oco. Allora

lim f(z) =sup f(X).

T—r—00

Dimostrazione del teorema sui limiti delle funzioni crescenti Ci limiteramo al caso lim
r—r+00

con sup f(X) < +oo. Per alleggerire la notazione poniamo L = sup f(X). Ricordiamo che
F(X) = {f(2) : 2 € X}.
Fissiamo ora un qualsiasi € > 0. Allora esiste un x,. € X tale che
L—e< f(ze) < L.
Siccome f € una funzione crescente e per definizione di L abbiamo
x>zrcex€X=>L—e< f(ze) < flx) L= |L—- f(x)]<e
e questo implica mgrfoo f(z)=L. O

Esercizio 4.68. Dimostrare il caso ll)r_{l f(z) = sup f(X) quando sup f(X) = +o0. Di-
T o0

mostrare il resto del teorema cost come il teorema per funzioni decrescenti.

4.7.1 Il numero di Neper ¢

1 n
Teorema 4.69 (Numero di Neper). 1. La successione { (1 + ) } e strettamente cres-
n

cente.
1 n+1
2. La successione {(1 + > } e strettamente decrescente.
n
Abbiamo
1 n 1 n+1
lim <1 + ) = lim (1 + > =:e (4.11)
n—-+o0o n n—-4o00 n

dove e € (2,3).
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DIM. Per dimostrare la proposizione 1 osserviamo che per n > 2

(1S;;i32_1: gifjfnl(1+;>”<n711>n1

n—1
B e N ) M ek
- 1 - 1 > 1 =1
1-1 1-1 1-1

dove la disuguaglianza segue dalla disuguaglianza di Bernoulli.

Per dimostrare la proposizione 2 osserviamo che per n > 2 osserviamo che per n > 2

() () Ga) (@)

(1+3)" 14z L+3

1 n
(1 + n271) S 1+ nn2171 1+ nn% -
1+1 1+1 1+1

dove la prima disuguaglianza segue dalla disuguaglianza di Bernoulli.
11 fatto che i due limiti in (4.11) sono uguali segue dalla regola del prodotto. Denotando
con e il comune valore del limite ed utilizzando

1 n 1 n+1
<1+> <e< <1+> per ogni n
n n

1 1

n 1
segue che e > (1 + ) ln=1 = (1 + 1) = 2 mentre
n

1 n+1 6 6
€<<1+> |n:5=(> <3
n 5
dove I'ultima disuguaglianza segue da 6% = 46656 < 46875 = 5%3.

O]

Osservazione 4.70. Il numero di Neper e = 2,718... € un numero irrazionale trascendente.
Ciot ¢ irrazionale come v/2 ma per e, a differenza che per v/2, tutte le potenze €™ con n € N
sono anch’essi numeri irrazionali (mentre ovviamente \/§2 = 2 e razionale, \/§4 € razionale,
ecc.).

5 Limiti

Data una funzione f : X — R per un qualche X C R abbiamo finora definito limiti
della forma lir+n f(z) e della forma lim f(x). Ora preso un xy € R vorremmo definire
T—>r+00 T—r—00

li_)rn f(x). Per definire quest’ultimo limite abbiamo bisogno di alcune premesse.
r—x0
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Ricordiamoci che per definire lirf f(z) avevamo bisogno di sup X = 400 e che per definire
T—r+00

lim f(z) avevamo bisogno di inf X = —oo, perche altrimenti le nostre nozioni di limite
T——00
non hanno senso. Analogamente, per definire lim f(x) avremo bisogno che ¢ sia un punto
T—rT0

di accumulazione per X.

Definizione 5.1 (Punto di accumulazione). Dato X C R ed un punto T € R diciamo che
T ¢ un punto di accumulazione per X se & vera la seguente proposizione:

V e>0esistere Xtec 0<|z—T| <e (5.1)

Dato X scriveremo

X' ={yeR: ye&un punto di accumulazione per X }
)
)
]
]

Esempio 5.3. Per X = Q abbiamo X' = R.

SR

S

(a,
[a,

Esempio 5.2. Per X = abbiamo X' = [a, b).

S

(a7
[

a,

S

Esercizio 5.4. Dimostrare che se X & un insieme con un numero finito di elementi allora
X' ¢ linsieme vuoto.

Esercizio 5.5. Dimostrare che se Y C X CR alloraY' C X' .

Esercizio 5.6. Siano dati X C R, un punto T € R, un numero rq > 0 ed un sottoinsieme
A C (0,400) con inf A = 0. Dimostrare che le sequenti tre proposizioni sono equivalent.

1. T é un punto di accumulazione per X.
2.V €€ (0,rg) esistex € X t.c. 0<|z—7| <e.

3.V ec€AesistexeX te. 0<|x—T| <e.

Esercizio 5.7. Siano dati X C R, un punto T € R ed un numero ro > 0. Dimostrare che
le sequenti due proposizioni sono equivalenti.

1. T e un punto di accumulazione per X.

8|

2. T ¢ un punto di accumulazione per X N (T — 19, T + 10).

Esercizio 5.8. Dimostrare che se X = N, Z allora X' ¢ l'insieme vuoto.

Esercizio 5.9. Dimostrare che zg ¢ un elemento di X' se e solo se & un elemento di

(X\{z0})"
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Esercizio 5.10. Dimostrare che xg € X' se e solo se xg appartiene ad almeno uno dei due
sequenti insiemi: (X N (—o0,z0))" ; (X N (0, +0))".

Esercizio 5.11. Dimostrare che se T €& punto di accumulazione per X se e solo se esiste
una successione strettamente monotona e formata da elementi di X che ha come limite T.

Definizione 5.12 ( lim f(x) = L per L € R). Sia X C R e sia xp un punto di accumu-
T—T0

lazione per X. Data una funzione f : X\{zo} — R si dice che L € R ¢ il suo limite per
che va a z( se la seguente proposizione ¢ vera

Ve>036(e) >0 tc. 0<|z—xo| <d(e) ex e X = |L— f(z)| <e (5.2)

Scriviamo L = lim f(x).
T—T0

Esempio 5.13. Per ogni zg € R abbiamo lim |x| = |xg|. Per dimostrarlo osserviamo che
T—T0

per ogni coppia x,xo € R si ha
||z] — |zol| < |z — o (5.3)
Per dimostrare (5.3) osserviamo che essa € equivalente a
—|z = xo| <[] — [xo| <[z — w0l (5.4)

La prima disuguaglianza in (5.4) & equivalente a |xro| < |z| + |z — x| che segue dalla
disuguaglianza triangolare

w0 = |(z0 — @) + 2| < |z — 20| + |2| = || + |2 — 20]-

La seconda disuguaglianza in (5.4) é equivalente a |x| < |zgo| + |z — x0| che seque dalla
disuguaglianza triangolare

2| = (= — 20) + wo| < | — 0| + |T0| = |T0| + |7 — 20).

Questo dimostra (5.4) e quindi anche (5.3) che le é equivalente. Ora fissiamo ¢ > 0 e
notiamo che (5.3) implica la sequente formula

|z — zo] < €= ||z| —|zo|| <.

Quindi in particolare la proposizione (5.2) é vera per g =T, f(x) = |z|, L = |xo| e d(€) = €.
Quindi possiamo concludere lim |x| = |zo| per ogni xy € R
T—T0

Definizione 5.14 ( Funzioni continue ). Sia X C R e sia g € X un punto di accumulazione
per X. Una funzione f : X — R si dice continua in x se li_)m f(z) = f(=zo).
T—x0

Una funzione f : X — R si dice continua in X se ¢ continua in tutti i suoi punti di
accumulazione che appartengono ad X.
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Esempio 5.15. |z| é continua in R.
Esercizio 5.16. x é continua in R.

Esempio 5.17. z2 ¢ continua in R. Si tratta di dimostrare che per ogni xo € R abbiamo
2

lim 2? = 23. Fissiamo € > 0 e cerchiamo il § > 0 di (5.2). Abbiamo
T—T0
|2? — 23| = |2® — 2w + x30 — 23| < |2? — 220| + |TTO — 2F| = |7 | — TO| + 20| |2 — TO)-

Ora se 0 < |z — xo| < & abbiamo
|2? — 2| < 8(|z] + |ol)-

Ora osserviamo che |x| < |xg| + | — xo| < |zo| + . Inserendo nella precedente formula
abbiamo
|22 — 23| < §(2|20| + 0).

Ora nella definizione (5.2) é sufficiente limitarsi a considerare 0 < § < 1. Quindi otteniamo
|2? — 23| < §(2|z0| + 1).
Posto allora

. €
6(6) = m1n{2|x0|+1, 1}

abbiamo che 0 < |z — zo| < d(€) implica

2 2 €
x® —xp) < (e)(2]zo| +1) < 2]xp|+ 1) =
o — ] < 5(0) (2ol +1) < gty (ol 1)
Quindi abbiamo dimostrato che per ogni xg € R abbiamo lim 2?2 = :c%.

T—rT0
Definizione 5.18 ( lim f(z) = 4+00). Sia X C R e sia ¢ un punto di accumulazione per
T—T0

X. Data una funzione f : X\{zo} — R si dice che 400 ¢ il suo limite per x che va a x( se
la seguente proposizione ¢ vera

V. K 3 0(K)>0tc 0<|z—29| <d(K)exeX = f(z) > K. (5.5)

Scriviamo lim f(z) = +o0.
T—TQ

1
Esempio 5.19. Abbiamo lim — = +o0. Fissiamo K > 0 e cerchiamo il § > 0 di (5.5).

) z—0 X
Ora abbiamo

1 1
2 2
O<|z|]<d=0<z"<d = 5> 5
1 1
Ma allora per ogni fissato K > 0 se poniamo = K, cioe §(K) = — otteniamo che
per ogni fi P (K (K) TR

0<||<5(K):1> ! =K
v 227 2(K)



Definizione 5.20 ( lim f(z) = —o0 ). Sia X C R e sia zp un punto di accumulazione per
T—TQ

X. Data una funzione f : X\{xo} — R si dice che —oo ¢ il suo limite per x che va a x( se
la seguente proposizione & vera

V K 30(K)>0tc 0<|z—xo| <d(K)ezeX = f(z) < K. (5.6)
Scriviamo lim f(x) = —oc.
T—T0

I seguenti teoremi sui limiti continuano a valere.

Teorema 5.21 (Regole dei limiti). Siano f,g: X\{zo} — R con zy un punto di accumu-
lazione per X. Supponiamo che lim f(z) =a € R e lim g(z) = b € R. Allora abbiamo le
T—T0

T—T0
sequenti regole

e (regola della somma) lim (f(x)+ g(x)) = a+0b, per (a,b) # (£o0, Foo)

im
T—rT0
e (regola del prodotto) li_)m f(x) g(x) = ab, per (a,b) # (£00,0) o (0, +00)

T—T0
f(x)

o (regola del quoziente) Ili_)nxlo ) = %, per b # 0 e (a,b) # (oo, £00).

Teorema 5.22 (Confronto ). Siano f,g: X\{xo} — R con zo un punto di accumulazione

per X. Supponiamo che lim f(x) = a € R e lim g(z) = b € R e che abbia sempre
Tr—xTQ T—T0

f(z) < g(x) per ogni v € X\{xo}. Allora abbiamo a <b

O]

Teorema 5.23 (Dei Carabinieri). Siano f,g,h : X\{z0} — R con z¢ un punto di accu-
mulazione per X. Supponiamo che f(x) < h(x) < g(z) per ogni x € X\{zo}. Supponiamo
inoltre che esista L € R tale che

lim f(z) =L = lim g(z)

T—rT0 T—T0

Allora esiste anche lim h(x) ed in particolare si ha
Tr—xQ

lim h(x) =L

T—T0

Esempio 5.24. Le funzioni sinx e cos sono continue in R. Cominciamo lim sinz = 0 =
z—0

sin0. Intanto, dalla definizione di seno si ha limportante disuguaglianza
0 <|sinz| < |x| per ogni x.

Pertanto per x — 0 per i Carabinieri abbiamo liH[l) sinx =0 =sin0.
i d
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Ora dimostriamo che liH(l) cosx = 1 = cos0. Ricordiamoci che vicino a 0 abbiamo cosx =
Tr—r

V1—sin?z. Sia 0 < |z| < g Allora

2
— 1—( 1—sin2x)

1—cos:r:(1—\/1—sin2x1 sz
1+ +vV1—sin®z 1+ 1 —sin?z

sin? x

1+\/1—sin2x.

T
Concludiamo che per 0 < |z| < —

2
0<1-—cosx< sin® .
Pertanto, siccome liH(l) sinxz = 0, per i Carabinieri seque hH(l)(l —cosz) = 0. Quindi
T— T—
lim cosz =1 = cosO0.

z—0
Supponiamo ora xg # 0 e poniamo x = xo + h. Allora

lim sinz = hm sin(xg + h) = hm (sinzg cos h + cos zp sin h)
T—X0 —0 —0

= sinxg lim cos h + cos xg lim sin A = sin xg.
h—0 h—0

In modo simile

lim cosx = hm cos(zg + h) = hm (cos zgcosh — sinzgsin h)
T—x0 —0 —0

= cos xg lim cos h — sin zg lim sin h = cos xg.
h—0 h—0

5.1 Un paio di limiti notevoli

Con l’espressione limite notevole ci si riferisce ad un certo numero di limiti che sono inter-
essanti e non banali e che fungono da base per lo sviluppo del calcolo differenziale. Il primo
limite notevole che trattiamo e il seguente.

sinz
=1.

Lemma 5.25. Abbiamo il limite lim
z—0 X

Dim. Per z € (0, g) abbiamo

sinx

sine <z <tanx =
cosx

che verra spiegata in classe con un disegno. Ne consegue che, dividendo per sin z, abbiamo

T 1
<

1< — .
sinz — cosx

(5.7)
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Siccome tutte le funzioni sono pari, queste disuguaglianze restano vere per ogni 0 < |z| < 3

Per i Carabinieri, siccome in (5.7) abbiamo che gli estremi convergono ad 1, il termine
mediano converge ad 1. O
In preparazione del secondo limite notevole consideriamo i seguenti due esercizi.

Esercizio 5.26. Dimostrare che per un funzione f : R — R si ha

lim f(z)=L= xgrfmf(x —1)=L.

r—r—+00

Pit in generale, dimostrare che per un qualsiasi prefissato ag € R abbiamo

lim f(z)=L= lim f(zx—a)=L. (5.8)

r——+00 r—-+00

Risposta. Rispondo direttamente alla seconda domanda. Per prima cosa osserviamo
che se X ¢ il dominio di f(x) e se X, ¢ il dominio di f(z — a), allora

r € X, e esisteye X tecx=y+a.

Notiamo anche che qui stiamo assumendo sup X = +o0o. Questo significa che per ogni
M € R esiste y € X t.c. y > M. Alora otteniamo x := y + a > M + a. Cioé abbiamo
dimostrato che per ogni M € R esiste x € X, t.c. x > M + a. Per larbitrarieta di M ed il
fatto che a € costante, cio implica che per ogni M € R esiste x € X, t.c. x > M, e quindi
sup X, = +o0o. Ha pertanto senso considerare :cll\gloo f(x —a). Per ipotesi sappiamo che, se

LeR,
Ve>03M() te.y>M(e)eye X = |f(y) — L| <e

Se ora poniamo M;(€) := M (e) 4+ a osserviamo che, posto z = y + a,
y>M(e)eye X x> M(e)ex e X,
Inoltre
r>M(e)ezeX,=y>M()eye X =e>|f(y) — L =|f(x —a)— L|

Pertanto abbiamo dimostrato E&l f(x—a)=1Le (5.8) nel caso L € R. I casi L = +0o0

ed L = —oo si dimostrano in modo simile.
Esercizio 5.27. Per [z] : R — Z la funzione parte intera, definita da [x] < x < [z] + 1,

[z]
dimostrare che lim (1 + 1> —e.
r——+00 [1‘]

Il secondo limite notevole che trattiamo e il seguente.

Lemma 5.28. Abbiamo il limite lim (1 + 1) =e.
x

T—+00
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Dim. Ricordiamoci della funzione parte intera di z, [z] : R — Z, definita da [z] < z <
[z] + 1. Si hanno le disuguaglianze

1 [z] 1\% 1 [z]+1
14— <|l1l4+-) <14+ — .
[x] +1 T ]
Abbiamo per il piu piccolo
[z] n
Iim (1+ ; = lim 1+ 1 =
z—+00 [m] +1 n—4o0 n+1

1 n+1
. (1 + m)
= hm —_—

n——+o00 1+ 7n<1H

=€

Per I'estremo maggiore abbiamo

1 [x]+1
lim (1+ — =
700 ( [a:])

. 1\" 1
= lim (14— 1+—)=e
n—+00 n n

1 xT
Per i Carabinieri abbiamo lim <1 + ) =e. O
x

Tr——+00
Abbiamo anche quanto segue.

1 X
Lemma 5.29. Abbiamo il limite lim <1 + ) =e.
T

T——00

Quindi i due lemmi precedenti implicano quanto segue.
1 xX
Corollario 5.30. Abbiamo il limite lim (1 + ) =e.

T—00 €T

Dimostrazione del Lemma 5.29. Poniamo y = —z. Allora
T —y -y Y Y
1 1 y—1 1 1
x Y y—1+1 1+ = y—1
1\ 1
=(1+— 1+—.
< Ty 1> ( Ty 1>

Pertanto per via del precedente lemma concludiamo

1\* 1 \v! 1 1 \¥! 1\
lim 14+ — = lim 14+ —— 1+ — | = lim 14+ —— = lim 14+ — =e.
T——00 T y—r—+00 y—1 y—1 y—r+o0 y—1 y—-+oo Yy

O]

Una conseguenza utile del Corollario 5.30 ¢ il seguente risultato.
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n
Lemma 5.31. Per ogni x € R abbiamo limite lim (1 + E) =e".
n

n—-+o0o

Dim. Fissiamo zyp € R (scrivo zy invece di x, per evidenziare che z in questa di-
mostrazione ¢ una costante).

Abbiamo 20
lim (1+@) = lim [(H“)m] .
n—-4o00 n n——4o00 n

n
Introducendo la variabile y = — (ricordare che a destra x & costante ed n & la variabile),
Lo

(2 =[]

Ricordiamoci che il Corollario 5.30 implica

1 Yy
lim <1 + ) =e.
y‘)OO y

. 70\ 7y
lim <1 + —0) " =e¢
n—-+4oo n
Infine, dimostreremo piu avanti che per ogni fissato x¢g € R la funzione z%° : R, — R e
continua, ed in particolare che

scriviamo

Questo implica

lim %0 = %0,

Tr—e
Pertanto
To\" To\ 75 | " . z 0\ =
lim (1 + —) = lim (1 + —) | =lim [2]*° dove z := (1 + —) 0
n—-+4oo n n—-+oo n z—e n
= "0,
Questo implica la tesi. O

Una applicazione tipica del lemma 5.31 riguarda il tasso di interesse rivalutato continu-
mente

5.1.1 Tasso di interesse

Supponiamo di disporre di un capitale iniziale Q9. Se deposito Qg in banca con un tasso di
interesse di % quest’ultimo fatto puo essere declinato in infiniti modi distinti.

e Un primo significato puo essere che dopo un anno la banca mi accresce il capitale di

AAl) =

= 100 Qy. Pertanto dopo un anno avrei

r

Ol W _
A = Qo + AAS _(1+100

) Qo
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All’ennesimo anno il capitale puo essere calcolato in base alla formula ricorsiva

AL —

n

Qo il capitale iniziale per n = 0
(1 + 18—0) Agll pern >1

E’ facile concludere che A(l) = (1 100) (o. Quindi in particolare al tempo t

abbiamo AE ) = (1 + m) Qo

e Un secondo significato puo essere che dopo il primo semestre la banca mi accresce il
T'

capitale di AA(Q) 00 —<—-()p. Pertanto il primo semestre avrei

1

AD Z 0y + AR — <1+ 1;0)Q0

All’ennesimo semestre, il capitale puo essere calcolato in base alla formula ricorsiva

@) Qo il capitale iniziale per n =0
Ay = (1—}—@)/152) 1)1pern>1

T\
E’ facile concludere che A(QQ) = (1 + 1;0> Qo e dopo n anni, ossia dopo 2n semestri,
2

r \2n T\ 2t
ho Ag) = (1 + %0) (0. Quindi in particolare al tempo ¢ abbiamo A§2) = <1 + 100> Qo

e Se I'anno viene suddiviso in N intervalli uguali e se dopo ogniuno di questi intervalli

r
il capitale e rivalutato del N% allora procedendo in modo simile si ottiene A?EN) =

r_\ Nt
(1 T 10]\;) Q0.

e Nel caso della rivalutazione continua abbiamo

r \ Nt
A§°°) — lim (1 4 100) Qo = th (1 + 100>

N—+o0 N —+00 Nt

Nt

Tt \Y
Qo= lim <1+1§°> Qo = e Qq.

e Per ogni ¢t > 0 abbiamo A( ) Ag ) <. < Agoo).

5.2 Limite destro e limite sinistro

Definizione 5.32 (limite destro e limite sinistro). Sia f: X\{zo} — R una funzione.

49



1. Supponiamo che z( sia un punto di accumulazione per 'insieme X N (zg, +00). Con-
sideriamo allora la restrizione f|xn(zg,400) @ X N (w0, +00) — R. Allora se esiste

L= xlggo JixN(wo,400) () scriviamo

zl_lglg flx) = leH;O f1x0(z0,+00) (%)-

Questo limite viene chiamato il limite destro di f(z) nel punto x.

2. Supponiamo che xg sia un punto di accumulazione per I'insieme X N (—o0, zp). Con-
sideriamo allora la restrizione fixn(—ooz) @ X N (—00,z0) — R. Allora se esiste
L= lim fixn(—occ,z)(T) scriviamo

r—x0 ’

lim f(z) = lim fix(—oco,z0)(T)-

1,_>xa T—xQ

Questo limite viene chiamato il limite sinistro di f(z) nel punto .

Esercizio 5.33. Sia f : X\{zo} — R una funzione e supponiamo che xzq sia un punto di
accumulazione sia per l'insieme X N (xg, +00) che per l'insieme X N (—o0, xg). Dimostrare
che le sequenti proposizioni sono equivalenti.

1. lim f(z) esiste.

T—T0

2. FEsistono lim f(z) e lim f(x) ed inoltre abbiamo
m—mg' T—=T)

lim+ f(z) = lim f(x).

l‘—}l‘o l‘—>1}0

Dimostrare inoltre che quando le due proposizioni sono vere abbiamo

lim f(z) = lirn+ f(x)= lim f(z).

I—}ZO :B—}:EO :D—}:EO

Teorema 5.34 (Limiti delle funzioni crescenti). Sia f: X\{zo} — R crescente e sia xo un
punto di accumulazione per X.

1. Supponiamo che xg sia un punto di accumulazione per l'insieme X N(xg, +00). Allora

lim+ f(z) =1inf f(X N (29, +00)).

ZE‘)JBO

2. Supponiamo che g sia un punto di accumulazione per 'insieme X N(—o00,xg). Allora

lim f(z)=sup f(X N (—o0,xp)).

517—>ZEO
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Esiste anche una versione per funzioni decrescenti:

Teorema 5.35 (Limiti delle funzioni decrescenti). Sia f : X\{zo} — R decrescente e sia
xg un punto di accumulazione per X.

1. Supponiamo che xg sia un punto di accumulazione per l'insieme X N(xg, +00). Allora

lim+ f(z) =sup f(X N (20, +0)).

x%xo

2. Supponiamo che xg sia un punto di accumulazione per l'insieme X N(—o00,xg). Allora

lim f(z) =inf f(X N (—o0, zp)).

{L‘*)IEO

La dimostrazione di questi teoremi ¢ molto simile alla dimostrazione dei teoremi 4.66
e 4.67.

Esempio 5.36. Sia b > 0. Allora b* : R — R, la funzione esponenziale di base b, ¢
continua.

Cominciamo col dimostrare la continuita in 0, cioé lin% b* = 1. Non ¢ restrittivo considerare
T—

il caso b > 1. In questo caso b* é una funzione crescente, per x > 0 abbiamo 1 < b® e

1< lim b = inf{b* : 2 > 0} < inf{bw :n €N} = lim br =1

z—0F n——+oo
dove l'ultimo limite lo abbiamo calcolato nell’esempio 4.58. Pertanto le disuguaglianza sono

uguaglianze ed abbiamo lim b* = 1. D’altra parte
z—07t

lim 4* = lim 6% = lim i:1

z—0~ z—0*t z—0+ bE
Da qui concludiamo
lim ” =1 = b
z—0

Ora dimostriamo che

lim b* = 0™ per ogni xg € R.
Tr—xQ

In effetti

lim 5* = lim b"™@° = lim b* b% = p™ lim b" = b*.
T—x0 h—0 h—0 h—0

6 Il teorema di Bolzano Weierstrass per successioni

Definizione 6.1. Data un insieme X, una successione di elementi di X, espressa nella
forma di funzione f : N — X, ed una funzione strettamente crescente ¢ : N — N, la
composizione fog: N — X e una sottosuccessione della successione di partenza.
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Esempio 6.2. Consideriamo la successione {(—1)"},en, che come funzione associa n —
(=1)™. Poi consideriamo la successione strettamente crescente m — n := 2m. Allora
componendole abbiamo m — (—1)2™ = 1

Un modo pil pratico per pensare alle sottosuccessioni di una successione scritta nella
forma {z, }nen ¢ di considerare successioni strettamente crescenti di numeri naturali & — ny,
e poi di considerare le successioni {zp, }ren. Ad esempio {z2p}nen € {Z2n+1}nen sono
sottosuccessioni di {zp }nen.

Esercizio 6.3. Sia {nj}ren una successione strettamente crescente in N. Dimostrare che
ng > k per ogni k € N,

Definizione 6.4. Una successione di intervalli chiusi {[an, by }nen si dice formata da inter-

b, —a
valli dimezzati se per ogni n € N abbiamo [ay, by] D [ant1,0nt1] € but1 — any1 = %
Lemma 6.5. Sia {[an,bn|}nen una successione di intervalli dimezzati. Allora esiste un
punto T € R tale che T € [ay, by| per ognin € N tale che lim a, = lim b, =7.

n——+oo n—-+0o

Dim. Siccome [ay,by] D [an41,bpt1] risulta a, < apy1 < bpy1 < by, vedi esercizio 3.14.
Quindi in particolare {a,} € una successione crescente, {b,} ¢ una successione decrescente.
Inoltre I'insieme A = {a, : n € N} e l'insieme B = {b, : n € N} formano una coppia di
classi separate, visto che presi a,, € A e by, € B ho a,, < by,, poicheé preso N > max{n,m},
ho a, < any < by < by,. Sia T € R un elemento di separazione. Allora a,, < T < b, per ogni
n. E pertanto T € [ay, by] per ogni n € N. Poiche le successioni sono monotone, esistono

ilimiti lim @, = @ = sup A, lim b, = b = inf B. Per il teorema del confronto, ho
n—-+00 n—-+o00

@ < T < b. Ora dimostriamo che b = @. Questo completera la dimostrazione del lemma. Se
per assurdo fosse b # @, allora avremmo b > @. Visto che b, 11 > b > @ > a,1 per ogni
n € N, seguirebbe che
by —ay

on
dove l'ultima uguaglianza ¢ facile da dimostrare per induzione. Prendendo il limite otteni-
amo

0<5—6§bn+1—an+1:

_ by —
0<b-a< lim =+ %o
n—+oo 2"
Questo implica 0 < 0, che & assurdo. Pertanto b =a = 7. ]

Teorema 6.6 (Bolzano Weierstrass). Sia {z} una successione contenuta in un intervallo
chiuso e limitato [a,b]. Allora esistono una sottosuccessione {xy, } ed un punto T € |a, b
tali che lim =z, =T7.
k—4o00
Dim. Si definisce per induzione una successione {[a, bx]}renufo} di intervalli dimezzati
contenuti in [a, b] nel seguente modo:

1. per k = 0 pongo [ap, bg] = [a,b]. Notiamo che [ag, by], contenendo tutti gli elementi di
{zy}, in particolare contiene infiniti elementi di {z,};
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2. parto da un [a, bg] che contiene infiniti elementi di {z,}, divido

ak+bk] [akerk
2 2

[ak, bi] = [ak, s br:

e scelgo [ag+1,br+1] una delle due meta che contenga infiniti elementi di {z,,} (almeno
una delle due meta soddisfa questa condizione).

In questo modo resta ben definita una successione {[ay, bx]}renuqoy di intervalli dimezzati
contenuti in [a,b] con la proprieta che ogni [a, bg] contiene infiniti elementi di {z,}. Poi
scegliamo x,, € [ag, bg] per ogni k, nel modo seguente:

i xn, € [ao,bo] = [a,b] sia un qualsiasi elemento della successione;
ii Dato xp, € [ag,bx] scelgo xp, | € [apy1,bri1] con ngpq > ng.

La scelta in (ii) si puo fare perche [aj1, bg+1] contiene infiniti elementi di {x,}. Notiamo
che {x,, } ¢ una sottosuccessione di {z,}. Siccome per ogni k ho

ar < Ty, < by,

e siccome per il Lemma 6.5 lim a, = lim b, =7, per i Carabinieri segue lim z,, =7.
n—+o00 n—+00 k—+o00
O

Esercizio 6.7. Sia {z,} una successione in R. Dimostrare che essa ammette una sotto-
successione {xy, } per la quale esiste un L € R con lim z,, = L.

k—+o00
Definizione 6.8. Dato un sottoisieme X C R e denotato con X’ I'insieme formato dai suoi
punti di accumulazione, la chiusura di X e l'insieme

X=XUX"
Un insieme X si dice chiuso se X = X, cio¢ se X D X'
(a,b)
[a,b)
(a,0]
[a, 0]
X' = [a,b]. Questo significa che in tutti questi casi X = [a,b]. In particolare [a,b] ¢
un sottinsieme chiuso di R, nell’accezione della definizione 6.8.

R

Esempio 6.9. 1. Abbiamo visto prima nell’esempio 5.2 che per X = abbiamo

S

2. Per a € R le semirette [a,+00) e (—o0,a] sono sottinsiemi chiusi di R

3. Pera € R le semirette (a,+00) e (—00,a) non sono sottinsiemi chiusi di R in quanto
non contengono il loro punto di accumulazione a.

4. R & un sottinsieme chiuso di R. L’insieme vuoto O ¢ un sottinsieme chiuso di R.
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5. X ={x1,...,xn} con zy,.yzy € R X = {x1,....,z,} € un sottinsieme chiuso di R.
Questo perché l’insieme dei suoi punti di accumulazione € vuoto.

6. Z ed N sono sottinsiemi chiusi di R. Questo perche l'insieme dei loro punti di accu-
mulazione sono vuoti.

7. Se Xq,..., X, sono sottinsiemi chiusi di R allora lo sono anche la loro unione
X1 U...UX, elaloro intersezione X1 N...N X,.

Esercizio 6.10. e Dimostrare che ogni punto a € R ¢ un punto di accumulazione per

Q.

e Stabilire se Q ¢ chiuso o meno determinando Q.

1 _
Esercizio 6.11. Considerare l'insieme X = { in € N}. Determinare X.
n

Definizione 6.12. Un sottoinsieme X C R si dice compatto se & chiuso e limitato (limitato
vuole dire che —oo < inf X < sup X < 400).

Esempio 6.13. Alcuni esempi di sottoinsiemi compatti X C R sono i sequenti.

o X =a,b], con a <b elementi di R
o X =Ja1,bi]U...U][an,by] per [a1,b1],...,[an, by| n intervalli chiusi e limitati in R.
o X =la1,bi]N...N0[an,by] per[ai,b1],...,[an, by] come sopra.

o X ={z1,.....xp} con xy,....,x, € R.

D’altra parte, N e Z, pur essendo insiemi chiusi, non sono insiemsi compatti perché non
sono limitats.

Una versione piu generale del teorema di Bolzano Weierstrass, la cui dimostrazione ¢
omessa, ma che non & molto differente da quella del teorema 6.6, & la seguente.

Teorema 6.14. Sia {x,} una successione contenuta in un sottoinsieme X C R che ¢
chiuso e limitato. Allora esistono una sottosuccessione {xy,} ed un punto T € X tali che

lim z,, =7.
k—+o00

7 Funzioni continue

7.1 Teorema di Weierstrass

Definizione 7.1. Sia f: X — R e sia zg € X.
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1. z¢ si dice un punto di massimo di f se
f(z) < f(xo) per ogni z € X. (7.1)
2. xg si dice un punto di minimo di f se

f(z) > f(xo) per ogni x € X. (7.2)
Esercizio 7.2. Sia f : X — R. Dimostrare le sequenti proposizioni.

1. o e punto di massimo di f < f(x¢) = sup f(X).
2. xo € punto di minimo di f < f(xo) = inf f(X).
3. f ammette punti di massimo se e solo se esiste max f(X).

4. [ ammette punti di minimo se e solo se esiste min f(X).

Esercizio 7.3. Sia f : N — R definita da

sin (n%) per1 <n<6
2

n

i = {

e ™" pern > 6

1. Stabilire se f ha punti di massimo, e se li ha trovarli.

2. Stabilire se f ha punti di minimo, e se li ha trovarli..

Esercizio 7.4. Sia f : N — R tale che lirf f(n) = +o0. Dimostrare che la funzione f(n)
n—-—+0o0

ha un punto di minimo.

Definizione 7.5. Per ogni X C R considereremo 'insieme delle funzioni continue f : X —
R denotandolo con C?(X).

Esercizio 7.6. Sia f : X — R con X un insieme finito (cioé con un numero finito di
elementi). Dimostrare che f ha punti di massimo e punti di minimo.

Esercizio 7.7. Sia data una funzione N — R, cioé una successione n — x,. Dimostrare
che se lim x, =0 e se x1 > 0, allora la funzione ha un punto di massimo.
n—oo

Ricordiamoci dall’esempio 6.9 che i sottoinsiemi finiti X di R sono sottoinsiemi compatti
di R. L’esercizio 7.6, che puo essere risolto in modo elementare, ¢ un caso particolare del
seguente.

Teorema 7.8. Sia f € C%(X) con X C R un insieme compatto. Allora f ha punti di
massimo e punti di minimo.
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Dim. Non ¢ restrittivo considerare solo 'esistenza di un punto di massimo. Se sappi-
amo che f(X) ha il massimo, ossia che sup f(X) € f(X) (qui ricordiamoci che f(X) =
{f(x) : = € X}), abbiamo concluso la dimostrazione perche allora esiste Z € X con
f(@) = sup f(X). Supponiamo allora che sup f(X) ¢ f(X). Allora pero, dalla sec-
onda proprieta del sup e facile concludere che esiste una successione {y,} in f(X) t.c.

lir}rl yn = sup f(X). Ovviamente per ogni y,, € f(X) esiste un z,, € X tale che y, = f(zp).
n—-+0oo
Pertanto resta definita una successione {x,} in X tale che liril f(xy) =sup f(X). Peril
n—-—+0oo
teorema di Bolzano Weierstrass (nella versione piu generale per insiemi compatti) esistono
una sottosuccessione {zy, } ed un = € X tali che

lim z,, =7=.
k——+o0

Abbiamo
lim _f(wa) = sup f(X) = lim_f(zn,) = sup f(X)

n—-+o00

Ma abbiamo anche, per la continuita di f in X, che
Jim f(on,) = £(@)

Per confronto dei due limiti, segue f(Z) = sup f(X) e cioe sup f(X) € f(X). Quindi,
anche quando abbiamo supposto che sup f(X) € f(X), nel caso in cui f € C°(X) con X

compatto segue sup f(X) € f(X). Evidentemente questo ¢ assurdo e quindi concludiamo
che sup f(X) € f(X). O

Esercizio 7.9. Trovare un esempio di funzione discontinua definita in [0,1] ed a valori in
R priva di punti di massimo

Esempio 7.10. 1. x: R —= R non ha ne’ punti di massimo ne’ punti di minimo.
2. 2"t R — R per n € N non ha punti di massimo ne’ punti di minimo.

3. 22 : R — R non ha punti di massimo ma ha punti di minimo (infatti, 0 & il punto di
minimo).

4. 2" : R — R per n € N non ha punti di massimo ma ha punti di minimo (infatti, 0 ¢
il punto di minimo).
Esercizio 7.11. Dimostrare che se f € C°(R) é tale che lim f(z) = +oo e lim f(x)=
T—r—+00 T—r—00

—o0o allora f mon ha punti di massimo ne’ punti di minimo.

Esercizio 7.12. Dimostrare che se f € C°(R) ¢ tale che li_>m f(z) = +o0 allora f non ha
x o
punti di massimo ma ha punti di minimo.
Esercizio 7.13. Sia f € C°(R) tale che lim f(z) = a € R e lim f(z) = b € R.
r——00 T—r—+00

Supponiamo che esista xg € R tale che f(xg) < a ed f(xg) < b. Allora f ha punti di
minimo.
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Esercizio 7.14. Sia f € C°(R) tale che lim f(z) = a € R e lim f(z) = b € R.
T——00 T—+00

Supponiamo che esista xg € R tale che f(xog) > a ed f(xg) > b. Allora f ha punti di
massimo.

Esercizio 7.15. Sia p(z) = ag,z*" + ... + a1z + ag un polinomio di grado 2n, con n € N.
o Al variare dei coefficienti ag, a1, ..., as, stabilire quando p(x) ha punti di massimo.
o Al variare dei coefficienti ag,ay, ..., asy stabilire quando p(x) ha punti di minimo.

o Al variare dei coefficienti ag, a1, ..., as, stabilire quando p(x) ha sia punti di massimo
che punti di minimo.

Esercizio 7.16. Sia X C R e consideriamo una funzione f : X — R. Dimostrare che se
f(X) é un insieme finito (cioé con un numero finito di elementi) allora la funzione f ha
sta punti di massimo che punti di minimo.

7.2 Teorema degli zeri e suoi corollari

Ricordiamoci della definizione di funzione continua in Definizione 5.14. Per prima cosa,
formuliamo come esercizio il seguente importante enunciato.

Definizione 7.17. Sia X C R. Un punto xy € X che non & un punto di accumulazione per
X viene detto punto isolato di X.

Esercizio 7.18. Dimostrare che un punto rg € X e un punto di isolato di X se e solo se
30 >0 tec. |z —z9| <d exe X = x=ux.

Esercizio 7.19. Sia zo € X un punto di isolato di X e sia f: X — R una funzione (non
necessariamente una funzione continua in X ). Dimostrare che

Ve>03(e) >0 tc. |z —xo| <d(e) ex € X = |f(x) — f(xo)| <e.

Esercizio 7.20. Sia f : X — R e sia xg € X un punto di accumulazione per X. Le sequenti
due proposizioni sono equivalenti.

1. f é continua nel punto xy ai sensi della Definizione 5.14, cioé xll}rgo f(z) = f(z0).
2.
Ve>03d(e) >0 tc. |x—ax0| <d(e) ex € X = |f(x) — f(xo)| <e. (7.3)
Abbiamo anche il seguente enunciato.

Esercizio 7.21. Sia f: X — R. Le sequenti due proposizioni sono equivalenti.
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1. f é continua ai sensi della Definizione 5.14, cioé in ogni punto xo € X che € un punto
di accumulazione per X abbiamo lim f(z) = f(xo).
T—T0

2. Per ogni xg € X

Vg€ X&Ve>030(e) >0 te. |[x—xp| <d(e) ex € X = |f(z) — f(zo)] <e.
(7.4)

Esempio 7.22. La funzione di Dirichlet D : R — R, vedi esempio 4.5, non é continua in
alcun punto. In effetti, se fosse continua in un punto xg, allora

Ve>03d(e) >0 tc. |z —xo| < d(e) = |D(x) — D(x0)| < €.

Scegliamo allora € = 1/2 ed il corrispondente 6(1/2). Per la densita di Q in R, teorema
3.18, esiste un q € Q con |q — xo| < 6(1/2). Ma anche R\Qé denso in R, e pertanto esiste
un r € R\Q con |r — z¢| < 6(1/2). Ma allora
1
1=D(q) = D(r) = |D(q) = D(r)| < [D(q) = D(@o)| +[D(z0) — D(r)] <25 = 1.
Cioe 1 < 1. Assurdo.

Esercizio 7.23. Siano Y C X C R e sia f € C°X). Dimostrare che la restrizione
fy Y =Re fy e CO(Y).

Teorema 7.24 (Teorema degli zeri). Data f continua in un intervallo [a,ble supponiamo
che f(a)f(b) <0, ossia che f(a) e f(b) siano diversi da 0 e con segno opposto. Allora esiste
un ¢ € (a,b) tale che f(c) = 0.

Dim. Non e restrittivo considerare il caso f(a) < 0 < f(b). Definiamo per induzione
una sequenza (possibilmente finita) {[an, by]} di intervalli dimezzati in [a, b] tale che f(a,) <
0 < f(bn) per ogni n. Per prima cosa definiamo [ag, by] = [a, b]. Ovviamente

fla) <0< f(b) & f(ag) <0< f(bo).

Supponiamo di essere arrivati fino a [ay, b,]. Decomponiamo

an + by, an + by,
s bn = ) 7b’I’L .

b b b

Ora calcoliamo f <an_2‘_n> Se f <an—2i_n> = 0 allora poniamo ¢ = an—2|— " ed abbiamo
finito la dimé)strazione. .

Se f On+ On > 0 allora abbiamo f(a,) < 0 < f <an—2i_n> Poniamo [ap+1,bn+1] =

an + by
Qn, 5

} ed abbiamo f(ap4+1) <0 < f (bpt1).
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i ‘ n+ bn :
Se f (a ; ) < 0 allora abbiamo f <a_2F> < 0 < f(bn). Poniamo [ani1,bpt1] =

b
[an—2|— n,bn] ed abbiamo f(an+1) <0< f (bpt1).
Supponiamo ora che {[ay, b,]} sia una successione di intervalli dimezzati in [a, b], cioe
b
che f <am+" # 0 per ogni n. Allora abbiamo lim a, = lim b, = ¢ € [a,b].
2 n—+00 n—-+o00

Verifichiamo che f(c) = 0. Dalla continuita

lim f(an) = f(c)

n—-+o0o

lim  f(by) = f(0).

n—-+o0o
Inoltre, da primo dei due limiti e da f(a,) < 0 otteniamo f(c) < 0, mentre dal secondo dei
due limiti e da f(by) > 0 otteniamo f(c) > 0. Per forza deve essere f(c) = 0. O
Esempio 7.25. Sia p(x) = 2"t + a9,2%" + ... + ag un polinomio di grado dispari a
coefficienti in R. Allora esiste ¢ € R tale che p(c) = 0. In effetti abbiamo lilJrrrl p(z) = 400
T—>+00
e lim p(x) = —o0. Questo significa che esistono a < b in R con p(a) < 0 < p(b). Siccome
T—r—00
la restrizione di p nell’intervallo [a,b] é continua, dal teorema degli zeri seque che esiste

c € (a,b) tale che p(c) = 0.

Esempio 7.26. Ovviamente per polinomi di grado pari le precedenti considerazioni non si
applicano. Basti pensare a p(x) = 2% + 1, che non ha radici reali.

Esercizio 7.27. Sia p(z) = a2n+1x2”+1 + agnz®™ + ... + ag un polinomio di grado 2n+1 a
coefficienti in R. Allora esiste ¢ € R tale che p(c) = 0.

Esercizio 7.28 (Esercizio 2 esame del 23 giugno 2014). Si stabilisca il numero delle
soluzioni z € C dell’equazione 23 + |z|* = 1.

Il seguente teorema dei valori intermedi ¢ un famoso corollario del teorema degli zeri.

Corollario 7.29 (Teorema dei valori intermedi). Data f continua in un intervallo |a,b] sia
C' un numero compreso tra f(a) ed f(b). Allora esiste un c € [a,b] tale che f(c) = C.

Dim. Se f(a) = f(b) basta scegliere ¢ = a 0o ¢ = b. Supponiamo ora che f(a) # f(b).
Non e restrittivo assumere f(a) < f(b). Fissiamo C € (f(a), f(b)) (ovviamente se C = f(a)
allora possiamo prendere ¢ = a mentre se C = f(b) allora possiamo prendere ¢ = b).
Consideriamo la funzione

g(z) = f(z) - C.

Ovviamente anche g € continua in [a, b]. Inoltre
ga) = f(a) = C < 0 e g(b) = f(b) - C >0,

Il teorema degli zeri garantisce che esiste ¢ € (a,b) tale che g(c) = 0, il che & lo stesso di

fle)=20C. O
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Esercizio 7.30. Sia p(x) = agn122" T + ag,2®™ + ... + ag un polinomio di grado 2n+1 a
coefficienti in R. Allora p : R — R ¢é una funzione suriettiva.

Esercizio 7.31. Per unn € N ed un y € Ry qualsiast, dimostrare utilizzando il teorema
dei valori intermedi che esiste un © € Ry con {/x =y.

Esercizio 7.32. Sia f(z) = (23 + 22 + 6z — 4)e™ . Allora f : R — R ¢ una funzione

suriettiva.

Esercizio 7.33. Sia f € C°(R) una funzione con lim f(z) = +oo e lim f(x) = —oc.
T—r+00 T—>—00

Allora f : R — R ¢ una funzione suriettiva.

Esercizio 7.34. Sia p(z) = a2,7°" + agn_12*"~1 + ... + ag un polinomio di grado 2n a

coefficienti in R. Allora p : R — R non & ne’ una funzione suriettiva ne’ una funzione
tmeettiva.

Esercizio 7.35. Sia f(z) = (2% + 22+ 6z —4)e™ . Allora f : R — R non & ne’ una funzione
suriettiva ne’ una funzione iniettiva.

Definizione 7.36. Un sottoinsieme X C R & detto connesso se X € o un intervallo (dove
R o una semiretta sono considerati intervalli) oppure se X e formato da un unico punto

Un altro corollario del teorema degli zeri ¢ il seguente (il seguente corollario ¢ infatti equiv-
alente al teorema dei valori intermedi) che enunciamo senza dimostrazione.

Corollario 7.37. Sia I un intervallo e sia f € C°(I). Allora f(I) ¢ un sottoinsieme
connesso di R.

Dimostrazione omessa. O

Esercizio 7.38. Dimostrare che se I ¢ un intervallo e se a < b sono due punti di I allora
[a,b] C I.

Esercizio 7.39. Dimostrare che se J é un sottoinsieme della retta reale estesa R e se, per
due elementi a < b di R, si ha [a,b] O J 2 (a,b), allora necessariamente J coincide con

(a,b)
: ., )]a,b)
uno dei sequenti 4 insiems: (a, )
[a, 0]
Esempio 7.40. 1. Consideriamo z*"t! : R — R per n € N. Da un precedente eser-

cizio sappiamo che & suriettiva. E’ una funzione strettamente crescente, e pertanto

¢ iniettiva. Pertanto é una funzione biettiva. Per ogni y € R chiamiamo radice
1

(2n 4 1)-esima di y, e denotiamo con 2"+Yy e con y2n+1 l'unico elemento di R tale
che ( 2"+\1/§)2”+1 =y.
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2. Consideriamo x*" : [0,4+00) — R per n € N. Ouvviamente 0** = 0, 2%" > 0, mentre

lim z?" = +oo. L’immagine é un intervallo, necessariamente uguale a [0, +00). E’

T—r+00
una funzione strettamente crescente, e pertanto € iniettiva. Pertanto é una funzione

biettiva da [0,+00) in se stesso . Per ogni y € [0,+00) chiamiamo radice 2n-esima
di y, e denotiamo con %/y e con yﬁ l"unico elemento di R tale che (2(1/@)2” =y.
Esercizio 7.41. Stabilire limmagine di f : Ry — R dove f(z) = (23 + 22 + 1)e*” Stabilire
se f & biettiva da Ry nell’immagine f(R4).
Esercizio 7.42. Sia I un intervallo e sia f: I — R una funzione continua e strettamente
monotona. Mostrare che J = f(I) é un intervallo

Abbiamo il seguente teorema sulle funzioni inverse.

Teorema 7.43. Sia I un intervallo e sia f : I — R una funzione continua e strettamente
monotona. Consideriamo l'intervallo J = f(I). Allora f : I — J ¢ biettiva e la funzione in-
versa g = f~1:J — I ¢ continua e strettamente monotona. In particolare g & strettamente
crescente se e solo se [ ¢ strettamente crescente.

Dimostrazione omessa. O

Esempio 7.44. Le funzioni >"*/z : R = R e ¥/x : [0,400) — [0,+00) introdotte nell’
esempio 7.40 sono continue e strettamente crescenti in quanto funzioni inverse di x*"t! :
R — R ez?:[0,+00) — [0, +00).

m
n

Sia @ > 1. Presi m € N ed n € N definiamo an := (am)%. E’ facile dimostrare che
1 1 N . . . 1
(@™)n = (a)™. Resta cosl definito a? per ogni ¢ € Q con ¢ > 0 (e si pone a? = —=; se

g < 0) Preso z € R irrazionale si considerano gli insiemi
B={a":0<qg<z} , C={a’:2<q}

Risulta (questo richiede una dimostrazione, che qui tralasciamo) che B e C sono classi
separate ma contigue. L’elemento di separazione viene denotato con a”. Quindi abbiamo
definito (omettendo dimostrazioni) la potenza a® se a > 1 e x > 0. La definizione si estende
anche per £ < 0 e per 0 < a < 1. Resta definita la funzione a® : R — R. Si dimostra che le
solite proprieta delle potenze sono vere.

Teorema 7.45. Sia a € Ry\{1}. Allora per la funzione x — a”

a > 1= a" ¢ una funzione strettamente crescente

0 <a<1= a"é una funzione strettamente decrescente,

ed abbiamo le regole

a®a¥ =a
(@) = (@) = o
a’ =1
_ 1
a T = (17
(ab)* = a"b*



La dimostrazione ¢ omessa. O

Esempio 7.46. 1. Consideriamo b > 1. La funzione b* : R — Ry é strettamente cres-
cente. Siccome lim b* = 400 e lim b* = 0 seque che la funzione b* & suriettiva,
T—r+00 T—r—00

e pertanto biettiva. Denotiamo con logy(z) la sua inversa. Denotiamo semplicemente
con log(z) la funzione log,(x).

2. Se invece 0 < b < 1 allora b* : R — R, ¢ strettamente decrescente. Tuttavia la
funzione b* rimane biettiva e denotiamo sempre con log,(x) la sua inversa.

Teorema 7.47. Sia a € Ry\{1}. Allora

log, (zy) = log, = + log, y

zlog, y = log,(y”)
log,1=0

se a > 1, log, z é una funzione strettamente crescente

se a <1 ¢ una funzione strettamente decrescente

La dimostrazione & omessa. O
Abbiamo gia dimostrato che b* € CY(R). Ma allora il teorema 8.30 ci dice che log;(z) €
CO(Ry).

Teorema 7.48 (Teorema sulla composizione di funzioni continue). Siano f: X — Y e
g:Y >R con X eY due sottoinsiemi di R. Se f ¢é continua in vy € X e se g € continua
in f(xo) €Y, allora g(f(z)) e’ continua in xo € X.

Dimostrazione. f(z) continua in xg <

V ¢>0 3 §>0 tec.

|t —zp| <dexeX=|f(x)— flxg)| <o (7.5)
g(y) continua in f(zg) <
Ve>030 >0t.c.
(7.6)

ly — f(zo)| <oeyeY =[g(y) —g(f(w0))| <e

Allora Ve > fissato considera il corrispondente o in (7.6). Per quel particolare o considera
il corrispondente ¢ in (7.5). Abbiamo per la (7.5) che |z —x¢| < 6 = |f(z) — f(x0)] < 0. Ma
per la (7.6) abbiamo che |f(x) — f(z0)| < o = |g(f(z)) — g(f(z0))| < €. Ossia per ogni € >
abbiamo trovato che esiste un § > 0 tale che per |x — x| < § si ha |g(f(z)) — g(f(x0))| <
€. O

Esempio 7.49. Sia a € R fissato e consideriamo la funzione x® : Ry — Ry. Risulta
che 2 = €*1°8(®)  In quanto composizione di funzione continue, la funzione potenza x® é
continua in Ry.
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7.2.1 Limiti notevoli

Lemma 7.50. Abbiamo il sequente limite:

]
lim og(1+y)
y—0 Yy

= 1.

DimPery:%eperx%oo

log(1 1 1\*
Mzazlog(l—i—):log(l—i—) .
y x x

Ora per x — oo abbiamo (1 + %)m — e e per la continuita del log abbiamo

log(1 1\*
lim M = lim log <1 + ) = limlogz = 1.
y—0 Y T—00 x z—e
O
Lemma 7.51. Abbiamo il sequente limite:
x
-1
lim =1.
z—0 T
Dim Per y = ¢* — 1 e dal precedente lemma
.oet—1 ) Y
lim = lim =
=0 T y—0 log(1 + y)
O
Lemma 7.52. Abbiamo il sequente limite:
1 *—1
lim 7( +2) =«
z—0 X

Dim. Posto y = (14 z)* — 1. Siccome lin%) y = 0 (per la continuita della funzione =
T—

nel punto x = 1) segue

log(1 + y) . log(l+ (14+2z)*—1) _

1=Ilim ———— = lim
y—0 Y z—0 (1 + LL‘)a -1
. alog(l+ ) _ ax log(1 + x)
lim —————= = lim
a—=0 (1+z)*—1 a0 (1+z)*—1 x
i ax
=lim ——.
z—0 (1 + .’L‘)O‘ -1
. ax DL .
Pertanto lim ——— =1, da cui si ricava la tesi. ]

z—0 (1 —|—(L‘)O‘ -1
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8 La derivata

Definizione 8.1. Sia f : X C R — R una funzione e siano z,zg € X due punti distinti. La
quantita Af = f(x) — f(xo) & incremento di f da xo ad z e, per Ax = x — x, il rapporto

incrementale da xg ad x ¢ ﬂ = M.
Az T — xg

Il rapporto incrementale ha estrema importanza pratica.

Esempio 8.2. Sia [t, t1] t_>—r>(t) R la funzione di moto di un punto mobile lungo la retta (per

ogni valore del tempo t, x(t) rappresenta la posizione del punto mobile sulla retta). La ve-
t1) —x(t
locita media del punto mobile durante l'intervallo di tempo [to,t1] € Vimedia = M.
1—to

Esempio 8.3. Sia [to, 1] t_>—n>(t) R la funzione che descrive il numero degli individui di una
popolazione. Il tasso medio di crescita durante l'intervallo di tempo [to,t1] é la quantita
An  n(ty) —n(to)

At Tt —tyg

Ricordiamo il seguente elementare risultato relativo all’equazione di una retta passante
per due punti dati del piano.

Lemma 8.4. Siano (xo,y0) e (x1,y1) per zo # x1 due punti dati del piano. Allora
l’equazione della retta passante per questi due punti si puo scrivere nella forma

Y1 — Yo
y=——

— . 8.1
oG 0) + Yo (8.1)

Dim. Basta osservare che entrambi i punti soddisfano ’equazione. Infatti se sostituisco
(x,y) = (x0,y0) ottengo

termine di sinistra = yq
LT

Ty — 20) +Yo = Yo-
L] — L) N e’
0

termine di destra =

Se invece sostituisco (z,y) = (x1,y1) ottengo

termine di sinistra = y;

. . Y1 — Yo
termine di destra = T 0)t¥% =vY1— Yo+ Yo =y1-
MM

Y1 — Yo
r1 — Xo

Il rapporto ¢ il coefficiente angolare o la pendenza della retta in (8.1).
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Esempio 8.5. Sia f : X C R — R una funzione e siano xg,x1 € X sue punti distinti.
Allora l’equazione della retta passante per i due punti (xo, f(x0)) e (z1, f(z1)) € data da

A
y= 22— z0) +u

dove Af = f(x1) — f(zo) e Ax = 21 — xy.

Definizione 8.6 (Derivata). Sia f : I C R — R con [ un intervallo aperto, e sia xg € I.

z)— f(z
Allora, se il seguente limite di rapporti incrementali, lim M
T—TQ r — X

, esiste ed é finito,

d
diciamo che f & derivabile (o dfferenziabile) in zp. Il limite viene denotato con d—f(;vg) 0
x

con f'(zg) e viene chiamato derivata di f in xg. f si dice derivabile in I se & derivabile in
tutti i punti di I. Se & derivabile in I, allora resta definita una nuova funzione f’: I — R
detta la derivata di f in I. Se f’ € C9(I), scriveremo che f € C1(I).

Definizione 8.7 (Retta tangente). Sia f : I C R — R con [ un intervallo aperto, e sia
xo € I e supponiamo che f’(x() esista. La retta tangente al grafico y = f(x) nel punto
(zo, f(z0)) € la retta di equazione

y = f'(x0)(x — z0) + Yo (8.2)

Osservazione 8.8. Il fatto che la retta tangente definita dalla formula 8.2 concide con il
concetto intuitivo di retta tangente verra descritto a lezione con un disegno.
t—a(t

Esempio 8.9. Sia [tg, 1] _>—x>() R la funzione di moto di un punto mobile lungo la retta
e sia ty € (to,t1). La wvelocita instantanea del punto mobile all’istante t. & v(ty) =

t) —x(t
lim o(t) — z(t:) *)
t=te T — by

Esempio 8.10. Sia [to, t1] t_>—n>(t) R la funzione che descrive il numero degli individui di una

n(t) — n(t
popolazione e sia t,. € (to,t1). L’incremento instantaneo all’istante t, é tlil? (it(*)
—ta — Ty

Esempio 8.11. La funzione costante ¢ é derivabile in R con (¢)’ = 0. Infatti

c—c
lim =1lim 0 =0.
Yy Yy — Yy—T

Esempio 8.12. La funzione €* & derivabile in R con (e*) = e*. Infatti, da uno dei limiti
notevoli Ticaviamo

Yy _ LT h _ 1
lim &% = lim e* & =e".
y—=T Y — T h—0 h
Esempio 8.13. Abbiamo (sinz) = cosz e (cosz)' = —sinz.
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Infatti, per il seno abbiamo per h — 0

sin(x + h) —sinz  sinx cosh +sinh cosx — sinx

h N h
sinz cos?h—1 sin h
cosh+1 h teosw ho
sinz  sin?h sinh r—o
—MT—FCOSIE h — COSX.

Per il coseno abbiamo

cos(z+h) —cosx  cosx cosh —sinh sinz — cosz

h h
cosx cos2h—1 . sinh
cosh+1 h T ho
cosz sin’h . sinh hoo .

Esempio 8.14. La funzione x* ¢ derivabile in Ry con (x) = az®~L. Infatti, da uno dei

limiti notevoli ricaviamo

a _ L« h) — g 1_|_ﬁa_1 1 *_1
TSR Ak A O )k SRS U Mk S N ) e SRS
y—=r Y — h—0 h h—0 o z—0 z
Esempio 8.15. La funzione logz ¢ derivabile in Ry con (logx) = x~1. Infatti, da uno

dei limiti notevoli ricaviamo

. logy —logx . log(x+h) —logx
lim ——— = lim

o JogT - log (14 4) — log
= 11m

y—=zr Yy —x h—0 h h—0 h
log (1+%) 1. log(1 1
zlimx_lig(h x) :—limiog( +Z)——
h—0 T z—0 z T

T
Lemma 8.16. Supponiamo di avere f : I — R derivabile in un punto xo. Allora f &
continua in xg.

Dim. La continuita ¢ equivalente a li_}rn (f(z) — f(xg)) = 0. In effetti abbiamo
T—>T0

lim (f()f(zo)) = lim LD =L@y iy SO ZTE0) iy gy = pragio = 0

T—T0 T—rT0 Tr — 20 T—rT0 Tr — X0 T—T0

per la regola del prodotto. ]
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Teorema 8.17 (Regole delle derivate). Supponiamo di avere due funzioni f,g : I — R

derivabili in un punto xg. Valgono

(f + 9)(z0) = f'(w0) + ¢’ (x0)
(f9) (z0) = g(z0) f'(x0) + f(20)g' (o)
(5) o0 =i/t

g 92(900)

9*(z0)

AN ~ g(wo) f'(z0) — f(z0)g' (20)
(5) =

(8.3)
(8.4)

(8.5)

(8.6)

Dim. Notiamo che (8.5) € un caso particolare di (8.6). E’ facile anche verificare che

(8.4) e (8.5) implicano (8.6).
Dim. di (8.3). Abbiamo

(f +9)(x) — (f + 9)(@0)

f(@) +g(x) — (f(20) + 9(20))

= lim

lim

T—T0 xr — X =0 T — X

= f'(z0) + ¢ (o)

= lim M+ lim M

T—TQ Tr — X0 T—T0 Tr — X0

dove abbiamo usato la regola della somma per i limiti.
Dim. di (8.4). Abbiamo

(f9)@) — (f9)e0) _ . f@g@) = fz)g(zo)

J}LH;O T — X0 T—x0 T — X0
i F@0() — F0)gla) + Fao)gle) ~ flag(ao)
T—T0 T — Zo

= tim T TI@) oy 4 i )T TIE0) o fw) + Flao)g(a0)

T—TQ T — X T—TQ Tr — X0

dove abbiamo usato la regola della somma, del prodotto ed il lemma 8.16.
Dimostreremo (8.5) dopo avere dimostrato la regola della catena.

(8.4) implica, per ¢ una costante,
(cf) (wo) = cf'(x0).

Esempio 8.18. Abbiamo (tan(z)) =

cos?(x)

. In effetti, per (8.6),

(tan(z))" = <c0s(x) cos?(x)

cos(z) cos(z) — sin(z)(—sin(z))  cos?(z) + sin’(z)

sin(x) )’ _ (sin(z))’ cos(x) — sin(z)(cos(z))’

cos?(x) N cos?(x)
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Teorema 8.19 (Regola della catena). Consideriamo due intervalli I e J e due funzioni
f:I—Jeg:J— R esupponiamo che in un punto x esistano le derivate f'(xg) e ¢'(f(x)).
Allora la derivata di g(f(xzo)) esiste in xo ed e uguale a

d
29 f(@o) = ¢'(f(z0)) f' (o) (8.8)
Dim. Incominciamo con una pseudo dimostrazione naif. Dobbiamo dimostrare

lim g(f(zo +h)) — g(f(z0))

h—0 h

= gl(f(l’o)) f’(fﬂo)

Viene naturale scrivere

9(f(@o +h)) — g(f(20)) _ 9(f(zo +h)) — g(f(20)) f(zo +h) — f(z0) (8.9)

h f(zo+h) — f(zo) h

Se questo si pud scrivere per un qualche dy > 0 e per ogni 0 < |h| < Jg, allora passando al
limite abbiamo

L9 G+ ) — g @) g o+ 1) — g (o) | f(0+ ) = (o)
h

h—0 h h—0  f(xo+h) — f(zg) hr—0
L IW) =9 (@0)) | f@o ) = f@o) o
_y—1>f(a:o) Y= f(z0) lim Y g (f(z0)) ['(x0).

Tuttavia questa non puo dirsi una dimostrazione sufficientemente generale del teorema,
perche richiede f(xzg + h) # f(xo) per 0 < |h| < §p per un qualche §y > 0.

La vera dimostrazione del teorema ¢ all’incirca la medesima ma e lievemente piu tecnica.
Definiamo in J la funzione

6l) = {“yz:%g?” per y # £(z0)
9'(f(z0)) per y = f(zo)

Si noti che

9(y) — g(f(x0))

y—1>ifr830) Gl) = y—%&o) y — f(zo) = ¢ (f (o))
Ora osserviamo che
g(f(l"o + h)f)L B g(f(xo)) — G(f($0 + h))f(l‘(] + h})L _ f(l’o) . (8.10)

In effetti, se f(zo + h) # f(xo) allora (8.10) & solo un modo diverso di scrivere (8.9),
quest’ultima vera per le proprieta delle frazioni. Se invece f(xo+ h) = f(xo) quello che
succede e che (8.9) non ha piu senso, mentre (8.10) non solo ha senso ma ¢ anche vera in
quanto per f(xo+ h) = f(zo) abbiamo

termine di sinistra di (8.10) = 9@ ) Z9((@0)) _ 9/ (@0)) —9(/(x0)) _,

h h
f(zo+h) = f(z0) f(zo) — f(z0)

termine di destra di (8.10) = G(f(zo + h)) N = G(f(20))

68



Ma allora grazie all'uguaglianza (8.10) abbiamo

9(f(xo + h)) — g(f (x0)) fxo +h) = f(zo)

= ;llli]% G(f(wo +h))

h h
L . flzo+h)— flzo) . . flxzo+h)—flzo) /
= lim G(f(wo + h)) lim 3 = yi;@o) G(y) lim o =g (f(x0)) ' (20).
O
: . - 1y L
Corollario 8.20 (Dimostrazione di (8.5)). Vale la formula | — | (z9) = — 2 )g (x0)
9 g=\Zo
Dim. Sia f = 1. Allora % = f(g) e per la regola della catena
Y (@) = Ploteos(z0) = — o' (w0)
;) w0 = Fg@0))g'(wo) = = 5759/ (wo).
O

Esercizio 8.21. Dimostrare (e/®) = /() /().
Esempio 8.22. Abbiamo (a*) = a*loga. In effetti
(aa:)/ _ (elog(am))/ — (eazloga)/ _ eacloga('r log a)/ _ exlogaloga —q* log a.
Esempio 8.23 (Modello di Malthus). Sia R O R 1 funzione che descrive il numero

degli individui di una popolazione. Il modello di Malthus postula che esiste una constante
k € R tale che per ogni intervallo [ty,t] l'incremento di popolazione é dato da

n(t) — n(to) = k(t — to)n(to). (8.11)

Questo ¢ ragionevole e si applica per esempio per la diffusione di batteri. Per k < 0 (8.11)
si applica al decadimento radioattivo. In realta (8.11) € una euristica. La forma rigorosa si
ottiene dividendo per t — ty e prendendo il limite per t — tg:

n(t) — n(to)

bm =, Fnlto),
cioe
n'(t) = kn(t) per tutti it € R (8.12)

che viene detta equazione di Malthus. Risulta che
n(t) = Cet (8.13)

per C' € R qualsiasi (faremo esercizio pit avanti). Il significato delle costante C' si pone
calcolando (8.13) per t =0, ed ottenendo n(0) = C. Quindi la formula definitiva é

n(t) = n(0)e. (8.14)



Si noti che il modello di Malthus (8.12) é poco realistico, e che nell’analisi delle popolazioni
(inclusi modelli prede—predatori e modelli epidemiologici) si introducono dei correttivi. Uno
degli esempi piu famosi di aggiustamento di (8.12) é la cosiddetta equazione logistica (qui
k>0)

n'(t) = kn(t) < - n&t)) per tutti i t € R (8.15)

n(t)

dove tipicamente N > 1. Per n(t) < N risulta che 1 — N~ 1 e (8.15) ¢ indistinguibile
da (8.12). Tuttavia quando n(t) incomincia ad avere il medesimo ordine di grandezza di N
allora l'incremento della popolazione frena per il subentrare di nuovi effetti che invece sono

ignorati dall’ equazione di Malthus (8.12). In questo senso (8.15) sembra piu realistica di
(8.12). Si noti che le funzioni che soddisfano (8.15) hanno la forma

B Nn(0)ek
") = ) = 1)

(8.16)

Esempio 8.24. Abbiamo gia parlato nell’esempio 4.1 della funzione costo C(x), che rap-
presenta il costo per una azienda di produrre x unita di un certo prodotto per ogni dato x.
La funzione C'(x) é detto il costo marginale.

Esercizio 8.25. Sia f : R — R la funzione f(x) = x?D(z) dove D(x) ¢ la funzione di
Dirichlet. Determinare i punti dove f é continua ed in punti dove f ha derivata.

Definizione 8.26 (Derivata destra). Sia f : [a,b) — R una funzione e sia xy € [a,b).

Allora, se il seguente limite lim M
a:—);v0+ T — X0

derivata destra in zo. La denotiamo con f}j(xo).

, esiste ed ¢ finito, diciamo che f ammette

Definizione 8.27 (Derivata sinistra). Sia f : (a,b] — R una funzione e sia zg € (a,b].

Allora, se il seguente limite lim M
T—T) T — X

derivata destra in zp. La denotiamo con f(zo).

, esiste ed e finito, diciamo che f ammette

Esercizio 8.28. Sia [z] : R — Z la funzione parte intera di z, definita da [x] < x < [x]+1.
Stabilire che la derivata destra esiste dappertutto. Verificare se questo € vero per la derivata
sinistra.

Esercizio 8.29. f : (a,b) — R e sia xg € (a,b). Dimostrare che le sequenti proposizioni
sono equivalenti.

1. f'(xg) esiste.
2. Esistono fl(xo) e fi(zo) ed inoltre abbiamo fl(zo) = fi(xo)
Dimostrare inoltre che quando le due proposizioni sono vere abbiamo f'(xo) = fl(xg) =

fa(wo).
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Teorema 8.30 (Della funzione inversa). Consideriamo I un intervallo, x¢ un punto interno
di I, f € C°(I) strettamente monotona con f'(xo) # 0. Posto J = f(I) siag:J — I la
funzione inversa e poniamo yo = f(xg). Allora yo é un punto interno di J, ¢'(yo) esiste ed

abbiamo )
g (yo) = Tz (8.17)

Dim. Il fatto che yy € un punto interno di J e elementare e viene lasciato per esercizio.
Ora abbiamo

9(y) —9(y) _ = -0
Y — Yo f(z) — f(=o)
e pertanto ( ) ( )
im IW) —9o) _ o wow L
P w0 ek @) — f@e)  Fe0)

O

T
Ty
zione continua, € tale che sin <:I:§> = +1 e pertanto la sua immagine deve essere tutto

Esempio 8.31. Sappiamo che sin(x) : [ } — [—1,1] é suriettiva (infatti é una fun-
[—1,1]). Vedremo dopo che il fatto che per z € <—g, g) si ha (sinz) = cosx > 0 implica
che sinz e strettamente crescente in [—g, g} (si veda esercizio 9.11). Pertanto esiste una
funzione inversa, che denotiamo con

arcsin : [—1,1] — [—g,g}

Ora abbiamo per (—1,1) 5 y = sin(z)

1 1 1
(arcsiny) = —— = =
(sinz)"  cosw 1—sin?z

dove sfruttiamo il fatto che cosx > 0 per x € (—g, g) Se ora nell’ultima formula sostitu-

iamo y = sin(z) abbiamo

1
(arcsiny)’ =
1—192
o, tornando alla variabile x,
1
. /
arcsinz) = ——
(arcsing) = ———
Esempio 8.32. Sappiamo che tan(x) : (—g, g) — R ¢ suriettiva (infatti é continua e
tale che lim tan(z) = 400 e lim+tan(x) = —o00). Vedremo dopo che il fatto che per
=5 T——3
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1
T € (— ,3) si ha (tanz) = > 0 implica che tanx é strettamente crescente in
2 cos? x

s
2
™ T . .. . . . .
35 (si veda esercizio 9.11). Pertanto esiste una funzione inversa, che denotiamo con

arctan : R — (—E, E)
272

Ora abbiamo per R 3 y = tan(z)

1 cos? 1 1
(arctany)’ = = cos’z = — ) a = 2. 2
(tanx)’ sin“x +cos?2x l4+tan’z 1+y

o, tornando alla variabile x,

1
t "= _
(arctan z) T2
8.1 Funzioni iperboliche
T __ ,—T €T —x . h
Sono le funzioni sinh(z) := % , cosh(z) := % e tanh(z) := (S;;I;h((i)) _
et _ o

Esercizio 8.33. Dimostrare che sinh(x) ¢ dispari, cosh(z) é pari, tanh(x) ¢é dispari.
Esercizio 8.34. Dimostrare ['identita
cosh?(z) — sinh?(x) = 1 per ogni = € R. (8.18)

Esercizio 8.35. Dimostrare
lim sinh(z) = +o0
r——+00

lim sinh(z) = —o0
T——00

lim cosh(z) = +o0
T—00

lim tanh(z) =1

T—+00

lim tanh(z) = —1.

T——00

Esercizio 8.36. Dimostrare

(8.19)
tanh(z)) = ———.
( (@) cosh?(z)

Esercizio 8.37. Dimostrare che cosh(x) > 1 per ogni x € R e che cosh(z) =1 se e solo se
z=0.
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Esempio 8.38. Il fatto che (sinhz) = cosh(xz) > 1 implica (si veda esercizio 9.11) che

sinh : R — R é strettamente crescente. Inoltre lirin sinh(z) = oo e il fatto che ¢
T—r 00

una funzione continua implicano che é suriettiva. Quindi ammette una funzione inversa.
Linversa di sinhx é la funzione

log (:c +Va2+ 1) (8.20)

e —e ®

2

In effetti consideriamo y = sinh x, cioe y = 0, equivalentemente, 2y = e* — e~ ",

Moltiplicando quest’ultima per e otteniamo
e?® — 2ye® —1 = 0.

Interpretando quest’ultima come una equazione del secondo ordine di incognita e, e risol-
vendola, abbiamo che e* € {(e”)4, (e*)_} dove

(e =y£Vy*+1

Siccome y — /y? +1 <0 ed e” > 0, abbiamo necessariamente

ef”:y+\/y2+1<:>a::10g(y+\/y2+1)
il che ci da (8.20).

Esercizio 8.39. Dimostrare che sinh(z) > 0 per ogni x € [0,00) e che sinh(xz) = 0 se e
solo se x = 0.

Esempio 8.40. [ fatto che (coshz) = sin(x) > 0 per x > 0 implica (si veda esercizio 9.11)

che cosh : [0, +00) — [1,4+00) ¢ strettamente crescente. Inoltre lir_ir_l coshz(x) = 400 e il
T—r+00

fatto che é una funzione continua implicano che é suriettiva. Quindi ammette una funzione
inversa. L’inversa di coshx é la funzione

1, +00) >z — log (m + /22— 1) (8.21)

ef+e *
2

T

In effetti consideriamo y = coshx, cioe y = o0, equivalentemente, 2y = e + e~ 7%,

Moltiplicando quest’ultima per e otteniamo
e* — 2ye” +1 =0.

Interpretando quest’ultima come una equazione del secondo ordine di incognita e, e risol-
vendola, abbiamo che e* € {(e”)4, (e*)_} dove

(e =y£Vy? -1

Siccome y — /y? —1<1 ed e* > 1 per x > 0, abbiamo necessariamente

e’“":y+\/y2—1<:>x:10g(y+\/y2—1)

il che ci da (8.21).
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Esercizio 8.41. Dimostrare che la funzione inversa arctanh : (—1,1) — R della funzione

1 1
tangente iperbolica tanh : R — (—1,1) ¢ data da arctanh(z) = 5 log <1 + x> .
—x

9 Applicazioni della derivata

Definizione 9.1. Sia X C Resia f : X — R. Un punto zg € X si dice un punto di
massimo locale (o relativo) di f se esiste

3 d>0taleche |z —zg| <dexeX = f(z)< f(xg). (9.1)
Un punto zg € X si dice un punto di minimo locale (o relativo) di f se esiste
3 0 >0taleche |z —zg| <dexeX = f(x)> f(xo). (9.2)

Per distinguerli dai punti di massimo e di minimo locali o relativi, chiameremo i punti della
definizione 7.1 punti di massimo e di minimo assoluti.

Definizione 9.2. Sia I C R un intervallo e sia f : I — R. Un punto zg € I si critico se
1/ (x0) esiste e se f'(x) = 0.

Teorema 9.3 (Fermat). Sia I C R un intervallo aperto e sia f : I — R. Sia f € C°(I),
sia xg € I un punto di massimo o di minimo locale e supponiamo che f'(xq) esista. Allora

f(xo) = 0.

Dim. Per fissare le idee, consideriamo il caso in cui zg € I € un punto di massimo
locale, e quindi soddisfa (9.1).
Siccome f(xq) esiste, sappiamo che

z—xd r — o Tz r — 2o
D’altra parte, (9.1) implica che
v € (30— 6, 39) = L =S @) o (9.3)
T — X0

Ma allora per il teorema del confronto dei limiti, Teorema 5.22, si ha

f'(z0) = lim f(@) = f(@0) > 0. (9.4)

ToTy T — o
In modo simile, (9.1) implica che

f(@) — f(o)

x € (z9,20 +0) =
T — Zo

<0. (9.5)
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Di nuovo per il teorema del confronto dei limiti, Teorema 5.22, si ha

f'(zo) = lim (@) = f(o) <0. (9.6)

ac—)a:0+ T — X

Quindi abbiamo 0 < f/(z9) < 0= f'(x¢) = 0.

Il teorema di Fermat & importantissimo.

Esempio 9.4. Cerchiamo massimo e minimo assoluti di f(z) = 22> — 1522 + 36x in [0, 4].
f € continua dunque per il teorema di Weierstrass sappiamo che esistono punti e valori
di massimo e di minimo assoluti. Quando si hanno funzioni continue definite su intervalli
chiusi e limitati, bisogna sempre guardare al comportamento di f agli estremi. Qui possiamo
calcolare f(0) = 0, f(4) = 32. Per decidere se questi sono o no punti di massimo o di
minimo dovremmo confrontarli con punti all’interno dell’intervallo. Naturalmente l’interno
dell’intervallo é costituito da infiniti punti. In altre parole, sembrerebbe che per decidere se
0 e 4 sono o no punti di massimo o di minimo, dovremmo confrontare f(0) =0 e f(4) = 32
con f(x) per infiniti valori di x € (0,4). Il teorema di Fermat ci viene in aiuto perché ci
dice che se f(x) e differenziabile, e la nostra lo ¢, gli unici punti all’interno dell’intervallo
che possono essere punti di massimo o di minimo di f(x) sono punti critici. Cerchiamo
dunque i punti critici. Abbiamo

f(z) = 62% — 302 4 36 = 6(2® — 5z + 6) = 0 con soluzioni © = 2, x = 3.

Nota che sia 2 che 3 sono in (0,4). Quindi, gli unici possibili candidati ad essere punti
di massimo o di minimo sono gli estremi 0,4 ed i punti critici 2,8 all’interno. Abbiamo
f(2) =28, f(3) = 27. Pertanto 0 é il punto di min ass. e 4 ¢ il punto di max ass.

Esempio 9.5. Dimostriamo che 1 +x < e® per ogni x e che se x #0 si ha 1+x < e®. Per
prima cosa, se 1 +x <0, cioé se x < —1 ovviamente abbiamo 1 + x < e*. Quindi, posto
flx) =e* — 1 —xz, é sufficiente dimostrare che f(x) > 0 in [—1,+00) con un unico punto
di minimo assoluto 0 dove f(0) = 0. Per prima cosa osserviamo che siccome f(0) = 0,
f(=1)>0ce xll)rfoo f(x) = 400, seque che esistono punti di minimo assoluto e che questi si
trovano in (—1,+00). Questo implica che sono punti critici, cioé sono soluzioni di f'(x) =
0 e*=1<2=0. Quindi 0 ¢ l'unico punto di minimo assoluto e pertanto f(z) > 0 se

x # 0.

Esempio 9.6. Trovare massimo e minimo valore di f(x) = e”sinx in [0, 4r].
Abbiamo
f(x) = e®(sinx + cos x)

e 1 punti critici sono le soluzioni di

sinz = —coszx
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che sono tutti e soli i punti x = %77 +nm. Quin é un intero. Solo per i sequenti valori di

n questi punti critici sono contenuti in [0,4w]: n =0,1,2,3. Inoltre abbiamo
3 s 1 3 3 1
—7) =ed" —, T+ T = —ed™T—,
i V2 H ) V2
1

3 1 3
f(=m+2m) = et _—_ f(=m+3m) = —eamIT

4 V2 T V2

I

m+2m 1

Abbiamo f(0) = f(4r) = 0 e pertanto massimo valore ¢ f(3m + 27) = ei J5 mentre
minimo valore ¢ f(3m + 3m) = —eamt3T L
4 - \/i

Lemma 9.7 (Teorema di Rolle). Sia f(x) continua in [a,b], differenziabile in (a,b) e tale
che f(b) = f(a). Allora esiste un punto c € (a,b) tale che f'(c) = 0.

Dim. Se f & una funzione costante allora f/(z) = 0 per tutti gli € (a,b). Supponiamo
pertanto che f non sia una funzione costante. Allora esistera xg € (a,b) con f(xg) # f(b) =
f(a). Per fissare le idee supponiamo che f(xo) > f(b) = f(a). Per il teorema di Weierstrass
esiste un punto di massimo assoluto ¢ € [a, b]. Inoltre siccome f(c) > f(zo) > f(b) = f(a)
per forza deve essere ¢ € (a,b). Per il teorema di Fermat abbiamo f’(¢) = 0. O

Una generalizzazione del teorema di Rolle ¢ il seguente teorema.

Teorema 9.8 (Teorema di Lagrange). Sia f(z) continua in [a,b], differenziabile in (a,b).
f(b) — f(a)
b—a
Dim. Il teorema di Lagrange ¢ una conseguenza del teorema di Rolle. Si introduce un
aggiustamento di f,

Allora esiste un punto c € (a,b) tale che f'(c) =

F(z)= f(z) — ax

dove la costante « ¢ scelta in modo che F(a) = F(b), cioe

f(a)—aa:f(b)—abja:‘w.
In questo modo risulta F(a) = F(b) e F'(z) = f'(z) — f(bl)):(j;(a). Possiamo ora applicare

il teorema di Rolle a F', concludendo che esiste ¢ € (a, b) tale che F'(¢) = 0. Questo implica

i = 1O —S@) -

Esercizio 9.9. Sia f continua in un intervallo I sia differenziabile all’interno di I. Di-

mostrare che f é una funzione costante in I se e solo se f'(x) =0 per ogni x all’interno di
I.

Esercizio 9.10. Sia f continua in un intervallo I sia differenziabile all’interno di I. Di-

mostrare che f é una funzione crescente in I se e solo se f'(x) > 0 per ogni x all’interno
di I.
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Esercizio 9.11 (Significato geometrico del segno della derivata). Sia f continua in un in-
tervallo I sia differenziabile all’interno di I. Supponamo che f'(x) > 0 per ogni x all’interno
di I. Dimostrare che f & una funzione strettamente crescente in I.

Stabilire se anche il viceversa € vero, e cioé il fatto se f é una funzione strettamente
crescente in I implichi f'(x) > 0 per ogni x all’interno di I.

Esercizio 9.12. Sia f continua in un intervallo I sia differenziabile all’interno di I. Di-

mostrare che f & una funzione decrescente in I se e solo se f'(x) < 0 per ogni x all’interno
di 1.

Esempio 9.13. Trovare massimo e minimo valore di f(z) = x tan <E> in [3,4+00].
x

Abbiamo

f'(z) = tan (g) - xco;; () - Cosl(ﬂ) (Sin <g> - cosm(;)> '

T

1

Risulta f'(x) < 0. Infatti, per x > 3 si ha 0 < T < g e pertanto cos (E) > CoS (g) =3
x T

mentre per ogni x > 0 si ha sin (E) < E, e quindi a maggior ragione sin (E> < ———~

37 Z x Z COS (E)

visto che per x > 3 abbiamo % < cos (g) < 1. Allora visto che f'(x) < 0 risulta che f ¢
strettamente decrescente, il punto di massimo € 8, mentre non c’é valore minimo.

Esercizio 9.14 (Significato geometrico del segno della derivata). Sia f continua in un in-
tervallo I sia differenziabile all’interno di I. Supponamo che f'(x) < 0 per ogni x all’interno
di I. Dimostrare che f & una funzione strettamente decrescente in I.

Stabilire se anche il viceversa € vero, e cioé se il fatto che f é una funzione strettamente
decrescente in I implichi f'(x) < 0 per ogni x all’interno di I.

Esercizio 9.15. Sia f continua in R e sia xog € R. Supponiamo che f'(x) esista per ogni
x # x9. Dimostrare che
f'(z) >0 per ogni x # w9 = f ¢ crescente

e che
f'(z) > 0 per ogni © # wog = f ¢ strettamente crescente.

Esercizio 9.16. Sia f continua in R e sia X C R un sottoinsieme formato da un numero
finito di elementi. Supponiamo che f'(x) esista per ogni x € R\X. Dimostrare che

f'(z) >0 per ogni x € R\X = f ¢ crescente

e che
f'(z) > 0 per ogni x € R\X = f ¢ strettamente crescente.
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Esercizio 9.17. Svolgere il precedente esercizio per X = N,Z e, piu in generale, per ogni
sottoinsieme discreto di R (un sottoinsieme X di R si dice discreto se l'insieme dei suoi
punti di accumulazione é vuoto).

Una generalizzazione del teorema di Lagrange e il seguente teorema.

Teorema 9.18 (Teorema di Cauchy). Siano f e g continue in [a,b], differenziabili in
(a,b). Sia inoltre ¢'(x) # 0 per ogni x € (a,b). Allora esiste un punto ¢ € (a,b) tale che

f'(e) _ f(b) = f(a)

g g(b)—gla)’

Osservazione 9.19. Si noti che nell’ultima formula ¢'(c¢) # 0 per ipotesi e g(b) — g(a) # 0
come conseguenza del teorema di Rolle.

Osservazione 9.20. 1l teorema di Cauchy si riduce al teorema di Lagrange quando la funzione
g(z) coincide con la funzione z.

Dim del teorema di Cauchy. Si introduce la funzione
F(z) = f(z) — ag(x)

dove la costante « ¢ scelta in modo che F'(a) = F(b), cioe

4 oo J0) = f(a)
f(a) —ag(a) = f(b) g(b) = g(b) —g(a)’
10~ fa)

In questo modo risulta F(a) = F(b) e F'(z) = f'(z) — —

applicare il teorema di Rolle a F', concludendo che esiste ¢ € (a, b) tale che F'(c) = 0. Questo

f®) = f(a) , R oy ) f(b) = f(a)

——~*g'(c) e quindi, dividendo per ¢'(c), = . ]
b—a 70 70 = gt —gla)

g (z). Possiamo ora

implica f'(c) =

9.1 Regole dell’Hopital per forme indeterminate (Q) e >

Citeremo tre regole dell’'Hopital, due per % ed una per .

Teorema 9.21 (Prima regola dell’Hopital: forme indeterminate %). Sitano f e g due fun-
zioni definite in un intervallo [a,b]. Sia xo un punto in |a,b]. Supponiamo che esistano le
derivate f'(z0) ¢'(xo) con g'(x¢) # 0 e che sia f(xo) = g(xo) = 0. Risulta allora

f@) _ o)

woe0 g(x)  ¢'(70)

Dim. Abbiamo l'identita
) f(x)—f(zo)

T—x0

fl@) _ fla) = fa) _
o) " glw) —gleo) ~ A@Ialea)

T—x0
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Prendendo il limite per z — xg

f(z)—f(zo)
o fl@) e f(o)
lim —* = lim = .
T—x0 g(x) T—x0 g(z)—g(z0) g/(xo)
T—x0
O
Esempio 9.22. lim, . W =7?. Abbiamo
1
inz) = log(1 —2z) = -
(sinz) =cosxz, (log(l+z)—2x) T2
Pertanto 1
im log(lfac)—Qac _ o2 _1-2 _
z—0 sinx cos( 1

Teorema 9.23 (Seconda regola dell’Hopital: forme indeterminate %). Sia I un intervallo,

9 € R un punto di accumulazione di I (possibilmente, solo per questo enunciato, To =
+00). Siano f e g due funzioni a valori reali definite in un intervallo I\{xo} derivabili in
IN{zo} e con g(z) #0 e ¢'(x) # 0 per ogni x in I\{xo}. Siano inoltre
lim f(z)= lim g(z) =0.
T—rT0

T—rT0

Allora, se il sequente limite esiste

/
a0 g (x)
con L € R, abbiamo
im L)
vw0 g()

Dim. Dimostriamo solo il caso in cui z¢g € R. Per semplicita considerero solo il caso del
limite da destra con xg € R. In questo caso estendo le due funzioni f e g anche nel punto
xo ponendo f(xg) = g(xo) = 0 Si noti che in questo modo f e g sono continue in xy. Stiamo
assumendo che limx - J; ,ég = L e dobbiamo dimostrare limw + % = L. Per x > x9

—Ty g
abbiamo per via di f(z¢) = g(xg) =0,

flx) _ f(@) = f(z0o)
g(x)  g(x) —g(wo)

Per via del Teorema di Cauchy applicato all’intervallo [z, | esiste
o< Cp < T

tale che




Pertanto ,
lim @ = lim f (Cx)
eovo gla) oo g(er)

Siccome g < ¢, < x e siccome per via del Teorema dei Carabinieri abbiamo ¢, =" xg.

/
x
Siccome per ipotesi lim f/( )
z—ad 9 (z)

= L, abbiamo

M) o P

T=To g/(cx) B r—zd g/({L’)

Quindi lim %) — [, 0
v g(x)
. ) . x—sinz 1 ) . )
Esempio 9.24. Abbiamo hn% — 3 & Infatti abbiamo applicando due volte la regola
r— €T
. T —sinx 1 —cosx . sinz 1
lim ——— =lim ———— = lim =_.
x—0 x3 z—0 32 z—0 6x 6

La prima e la seconda equaglianza sono conseguenza della seconda regola dell’Hopital grazie
al fatto che l'ultimo limite esiste.

Esempio 9.25. Consideriamo ad esempio f(x) = x?cos(1/x) e g(z) = = per x > 0.
Abbiamo

li =l = 0.

Jim 1) = Jim o(e)
Abbiamo g(z) =x #0 perxz #0, e ¢'(x) =1 # 0. Abbiamo f'(x) = 2x cos(1/z) + sin(1/x)
e quindi

! 2 1 in(1
flx) lim zeos(l/w) +sin(1/z) _ lim 2z cos(1/z) + lim sin(1/z)
z—07t g’(aj) xz—07t 1 z—07F z—0t
=0+ lim sin(1/x).
+mi>%1+ sin(1/x)
/
Ma lim sin(1/x) non esiste, e quindi lim G non esiste. Dobbiamo forse concludere
z—07t xz—07t g’(x)
dalla Regola dell’Hopital che anche lim M non esiste? Vediamo:
z—0+ g(x)
2
1
lim f() = lim @~ cos(1/x) = lim zcos(1l/x) =0
z—07t g(x) z—07F T z—0t

dove quest’ultimo limite seque dalle sequenti uguaglianze e dai carabinieri:

—x < xcos(l/x) < x per ogni x > 0.

)

/
Quindi il lim f(@) esiste anche se lim (@)
z—0+ g(x z—0+ g'(x)
con la Seconda Regola dell” Hopital? No, per niente, e questo perché la Seconda Regola

non esiste. F per caso questo in contrasto
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/
dell’ Hopital ci dice solo che se lim f'(@)

z—0t g’(x)
lim f(@)
a0t g(x)

esiste allora, nel caso indeterminato, anche

esiste ed ¢ uguale al limite del rapporto delle derivate. Ma la Seconda Regola

/
dell’ Hopital non pretende di dire che succede nel caso in cui lim f(z)

non esiste.
z—0t g’(a:)

Teorema 9.26 (Terza regola dell'Hopital: forme indeterminate ). Sia I un intervallo,

9 € R un punto di accumulazione di I (possibilmente, solo per questo enunciato, Tg =
+00). Siano f e g due funzioni a valori reali definite in un intervallo I\{zo} derivabili in
IN{zo} e con ¢'(x) # 0 per ogni x in I\{xo}. Siano inoltre

lim f(z) =400, lim g(z)= +oc.

T—T0 T—T0

Allora, se il sequente limite esiste

/
im L0 g
w0 g ()
con L € R, abbiamo
lim @ = L.
v—wo g(x)

Dim. La dimostrazione & omessa, ma comunque ci si riconduce alla dimostrazione della
seconda regola dell’Hopital. O

n

Esempio 9.27. Consideriamo lim ~— con un qualche n € N. Siamo nel caso =2 quindi
z—+o00 e¥ +oo

non possiamo applicare la regola del quoziente. Possiamo pero provare ad applicare Hopital.
Abbiamo infatti

-1 n—2 0
.ooz" . nz" . nn—1z . nlx n!
lim — = lim = lim ¥:-~: lim =—=0.
z—+oo et z—+oo et T—+00 er z—+oo €% o0
€
Esempio 9.28. Consideriamo lim con un qualche € > 0. Siamo nel caso %

z—+oo logx
quindi non possiamo applicare la regola del quoziente. Possiamo pero provare ad applicare

Hopital. Abbiamo infatti

€ E.I‘E_l

lim = lim - = lim ez = 4o0.
T—>+00 logx 400 T T——400

Osservazione 9.29. Percio’ per 0 < e < 1, N > 1 e x — 400 abbiamo le seguenti compara-
zioni tra le diverse funzioni:

logz < ¢ < ¥ < €.
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Esempio 9.30. Calcolare lim zlogz. E un limite indeterminato della forma 0(—o0) e

z—07F
le regole dell’Hopital non st applicano direttamente, perché ci dobbiamo ricordare che esse
log x
sono formulate nel caso di quozienti. Abbiamo pero lim zlogx = lim % . Ora siamo
z—07F z—07F >

00
m un caso T e possitamo applicare la regola dell’Hopital.
00

1

log © . =

lim zlogx = lim 8T _ Jim —=
z—07t z—0t

 =— lim z=0.
z—0t -3 z—0t

8=

8|~

. Si tratta di un caso 8. Se applichiamo Hopital diret-
r—0t &

tamente un paio di volte, abbiamo

1
. . e =
lim = lim 5 = lim -3 = -
z—0t I =0t T z—0+ 2T

_1 _1
x T

e

e riusciamo a venire a capo di nulla. Proviamo a porre y = 1/x. © — 0% ¢& equivalente a

e = e
y — 4oo. Abbiamo quindi lim —— = lim ——. Se applichiamo Hopital a quest’ultimo
=0t T y—+oo 1/y

un paso di volte,

. e Y . e Y e Y
lim - = lim — = lim =...

y——+o0 m y——+o0 yiz y——+o0 2 ol

ossia sembra che st arrivi da nessuna parte. Osserviamo pero che
6_y

lim — = lim ﬂ
y——+o0 Y y——+o0 ey’

Ora, come visto sopra, applicando Hopital abbiamo

lim L = lim — =0
y——+oo ey y——+oo e¥
Quindi, qualche volta Hopital va applicata dopo alcune manipolazioni algebriche e/o oppor-
tuni cambi di variabile.

Esempio 9.32. Consideriamo ora lim

X
x——+00 /2 + 1.

Applicando Hopital

. x 1
hl}»l 271 = 1151:1 W =
2+ 1 l ‘/Lx T
2
— lim YT i 2V gy, T
z—+00 T z—+00 1 z—+00 4/ 2 +1
Ossia siamo venuti a capo di nulla. D’altra parte abbiamo che
T
lim — = lim = lim

T—>+00 CL‘2+ g=too 1+ 1 T ot [ 1 1
\/ z \/ z2
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9.2 Derivate di ordine superiore

Ricordiamoci che in in definizione 8.6 abbiamo definito la nozione di derivata di una funzione
f:I CR — R con I un intervallo aperto in un punto zy € I denotandola con f’(z).
Useremo anche la notazione f)(zg) = f'(z0) e f©O(z9) := f(z¢). In altre parole la
funzione f la posso occasionalmente denotare con f(©), chiamandola la derivata di ordine 0.

Definizione 9.33 (Derivate di ordine superiore ). Sia f : I C R — R con I un intervallo
aperto e supponiamo che la sua derivata i—esima f(?) (z) sia definita per ogni x € I. Resta
definita pertanto una funzione f® : I C R — R. Supponiamo che esista un punto z¢ € I
in cui la derivata (f()(zq) esiste. Allora diciamo che f ammette derivata i + 1-esima in
xo (o derivata di ordine i 4+ 1 in ) e poniamo

P (o) = (F9Y (o). (97)
Se f (i+1)(a:) ¢ definita per ogni x € I allora diciamo che f ammette ammette derivata i 4+ 1—
esima (o derivata di ordine i + 1) in I. Se f® € C%(I) scriviamo che f € C*(I). Se questo
succede per ogni i € N scriviamo che f € C*(I).
Esempio 9.34. Ricordiamo la notazione di prodotto H?Zl a; 1= a103...a,. Questo & definito
per induzione con Hjl':1 aj:=aj e con H;”Jrll a; == [[}_; ajant1.
Consideriamo ora la funzione x® : Ry — R. Allora per ogni n € N abbiamo

n
=||(a—j+1)z*™" (9.8)
j=1

Dimostriamola per induzione sun. Pern =1 si riduce a (%)) = H;Zl(a —j+ 1)t =
(a—14+1)z% ! = ax?! che sappiamo essere vera. Supponiamo di averla dimostrata per n.
Allora dalla definizione di derivata n + 1-esima

()t = ()™Y' [alla definizione di derivata n + 1-esima/

=

:]:

(a—j+ 1)z* ™) [dall’ipotesi che (10.10) ¢ vera per n]
1

(a—j+1)(z*™) [dalla (8.7)]

I
jemER

<
Il
—

(a—j 4 1)(a—n)z* " [dalla regola della potenza (z*~ ") (a —n)z® "]

I

<
Il
—

Infine osserviamo che

Pertanto (10.10) resta dimostrata per n sostituito da n + 1. Per il principio di induzione
per ogni n € N abbiamo (10.10).



Esempio 9.35. Pern € N abbiamo
(™)™ = nl. (9.9)

In effetti applicando (10.10) per a = n otteniamo
@)™ =][n—j+D2" " =mn-1+1)n-2+1)-(n—n+1)=n(n—1)---1=nl
j=1

Esempio 9.36. Per n,m € N abbiamo
(™™ =0 sen > m. (9.10)

In effetti
(xm)(n) _ ((Cgm)(m))(n*m) _ (my)(n*m)

perché m! é una costante e tutte le derivate di ordine positivo di una costante sono nulle.
Lemma 9.37. Sia n € N, I un intervallo aperto ed xq € I. Valgono le sequenti propo-
stzioni.
1. Se f,g: 1 — R sono tali che f™(x0) e g (o) abbiamo
(f + 9™ (wo) = ) (o) + g™ (o).

2. Se c € R ¢ una costante abbiamo (cf)™ (z¢) = cf ™ (x0).
3. Sen=14j conl,j € Z non negativi, abbiamo f™ (x¢) = (fO)9)(x).

Dimostrazione omessa.
Osservazione 9.38. Ci sono regole del prodotto e della catena per la derivata n—esima, ma
non le trattiamo.
Esercizio 9.39. Dimostrare che se p(x) ¢ un polinomio di grado m allora (p)™ = 0 per
ogni n > m.
Esempio 9.40. Supponiamo che ci vengano assegnate le costanti ag, ..., a,. Allora il poli-
nomio
n ap
p(z) = yxk (9.11)
k=0
e l'unico polinomio di grado < n tale che

p™) (0) = ay, per ogni m =0, ...,n. (9.12)

Per prima cosa il polinomio p in (9.11) soddisfa (9.12). Per 0 < m < n abbiamo

—

m—

m a m am m\(m . ag m
pM(@) = 3 o3 @ T @) 3T )
k=0 0 ) e k=m+1
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dove (™)™ = m! seque da (9.9), (z%)™) per k < m seque da (9.10). Per k > m abbiamo
(zF)m) = H;nzl(k — § 4+ Dak™. Quando questo viene calcolato in x = 0 otteniamo 0.
Pertanto

p(m)(O) = a,, per ogni m = 0,...,n.

Un qualsiasi altro polinomio p(x) di grado < n ¢ della forma
n
-S4
k=0
Ponendo By, = kA lo posso sempre scrivere nella forma

p(x) = - v

k=0

Dal precedente conto sappiamo che p(k)(O) = By per ogni k < n. Ma se p deve soddisfare
la condizione (9.12), allora abbiamo necessariamente By, = ay, per ogni k < n.

Esempio 9.41. Piu in generale, se vengano assegnate le costanti ag, ..., an allora il poli-
nomio

Z a—];; (z — 20)" (9.13)
k=0
e l'unico polinomio di grado < n tale che
™ (z0) = ay, per ognim =0, ..., n. (9.14)

Esempio 9.42. Abbiamo

(sin(2))”)
(sin(z))® = co
(sin(2))? = (
(sin(z))® = (—sin
(sin(a)® = (-

Quindi in altre parole notiamo che (sin(x))(4 = (sin(z))! Ci chiediamo ora cosa sia

(sin(x))™ per n € N generico. Dividiamo
n:4=q con resto r dove r € {0,1,2,3}.

Abbiamo n = 4m + r. Ora scriviamo

(r) sin(z) se r =0
(sinf)) ") = (sina) 4 = [ (- Gin()) D) | = (sin(a)) ) = § DT

m volte —cos(x) ser =3

Notare in particolare che (sin)*™ (0) = 0 e che (sin)@"* (0) = (1)
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Esempio 9.43. In modo analogo per
n:4=q con resto r dove r € {0,1,2,3}.

abbiamo
cos(z) ser =0
—sin(x) ser =1
—cos(x) ser =2
sin(z) ser =3

(cos(m))(”) = (cos(x))(” _

Notare in particolare che (cos)®™ (0) = (—1)" e che (cos)®" Y (0) = 0.
Esercizio 9.44. Dimostrare che (%)™ = e per ogni n.

Esempio 9.45. Pern > 1 abbiamo (log(1 4 2))™ = (=1)"Y(n — 1)!(1 + )™
In effetti sappiamo che

=(1+xz)te

(log(1 +2))™|
(D" =1 +2)" =101 +z)"=(1+az)"

n=1

Quindi l'uguaglianza é vera per n = 1. Se per induzione assumiamo che la formula sia
corretta per n, abbiamo

!/

051+ 2)) ") = ((og(L+2)™) = (~1)""n - UL +2)™)
= (=1D)"Yn-1) (1+ x)_”)/ = (=" n-D(—n)A +2)" = (=1)"n!Q +2)"" L
Notare in particolare che (log(1 4 z))™(0) = (=1)*(n — 1)!.

Osservazione 9.46. C’¢ una nozione di derivata n—esima destra fc(ln)(:no) e di derivata n—
esima sinistra fs(n) (zp) analoga a quella del caso n = 1 e come nel caso n = 1 risulta che
f™) () esiste se e solo se fén) (x0) € fén) (o) esistono e sono uguali.

Svariati esercizi di esame sono collegati alla seguente situazione.

Esempio 9.47. Supponiamo di avere due funzioni f,g € C™(a,b) e che xg € (a,b). Con-
sideriamo la funzione

_ Jg(x) sex > xg
Fla) = {f(a:) se x < xg. (9.15)

ottenuta “incollando” f e g nel punto xg. Vogliamo dimostrare che
F e C™(a,b) se e solo se fU(xg) = gV (x0) per ogni I < n. (9.16)

Va osservato che l’esercizio consiste solo nel dimostrare la continuita di F' e [’esistenza e
la continuita delle sue derivate nel punto xo. Questo perché nell’intervallo (a,xzq) abbiamo
F = f e C™a,xy) e nell’intervallo (xg,b) abbiamo F = g € C™(x0,b).
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Si procede per induzione. Comiciano con . Allora f € C%a,b) implica
F(zy) = lim F(zx)= lim f(z) = f(z0) = F(xo)

:IJ—):I?O 17—):170

F(zf) = lim F(z)= lim g(z) = g(xo).

+ +
{L‘*)"EO ZC*HBO

Pertanto, F € C%a,b) & F(zg) = F(z5) = F(z0) < f(z0) = g(z0).
Consideriamo ora il caso . Siccome il caso n =0 € gia stato dimostrato, utilizziamo
F € C%a,b) e f(xo) = g(xg). Abbiamo

fec(ab)

F!(z0) = lim Fa) = Flwo) _ . f&) = f(@o) Hopital | F1(2) TS=2YY #(x0).
=Ty T — o Ty T — o Ty
(9.17)

In modo analogo

Flz)—F - . - :
Fj(zo) = lim Flw) = Flzo) Flao)=o(w0) 1y 9(x) = 9(xo) Hopstel 1ipy J () geclat) g (zo).
x%xg T — o z%xaL T — o CC*)IJ
(9.18)
Abbiamo quindi dimostrato che quando g(xo) = f(xo) allora Fj(xo) e Fj(xo) esistono.

Inoltre Fi(xo) = f'(x0) e Fj(xo) = ¢'(x0). Ma a questo punto abbiamo dimostrato
F'(z0) esiste < Fl(xg) = Fiy(z0) < f'(z0) = ¢ (o). (9.19)

Per completare la dimostrazione di (9.16) pern = 1 dobbiamo dimostrare che f(xo) = g(zo)
e f'(x0) = ¢'(x0) implicano non solo F € C%(a,b) (gia dimostrato prima al passon =0) e
Uesistenza di F'(xg) ma anche che F' & continua in xo. In realtd questo seque automati-

camente dal fatto che usando I’Hopital abbiamo visto sopra che lim F'(z) = lim f'(z) =
Fl(x0) = F'(20) e lim F'(z) = lim ¢'(x) = Fy(z0) = F'(z0) e cioé¢ lim F'(z) = F'(z0).
T, T, =20

Supponiamo di avere dimostrato (9.16) per n e che f,g € C""1(a,b) e dimostriamo (9.16)
per n+ 1. Per Uipotesi induttiva risulta che F™ € C%(a,b). Inoltre

(n)
)y J 9™ () sex >z
Fi() = {f(”)(x) se x < xg

dove qui utilizziamo f™ (xg) = ¢ (x0). Grazie al passaggio n = 1 abbiamo
F e 0 (a,b) & (f™) (o) = (9) (o).

Ma F™ € CY(a,b) & F € C"(a,b) e (f™) (z0) = (9™) (20) & f"D (wg) = g+ (xo).
Pertanto abbiamo dimostrato

F e 0™, b) & 0D (20) = gD (z0)
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(dove qui si assume implicitamente che fO(xzq) = g1 (xz¢) per ogni | < n). Pertanto
abbiamo dimostrato che (9.16) per n implica (9.16) per n + 1 e pertanto (9.16) é vera per
ogni n.

Analizziamo il seguente esercizio, preso dall’esame del 8 giugno 2015. Per
p(z) un polionomio si consideri la funzione

_ [p(x) +sin(z) +e* —1sex >0
f@) = { 1 —cos(x) se x <0

La prima domanda ¢ la seguente:
1) Si determini il p(x) di grado minimo per il quale si ha f € C*(R).
Per l'esempio 9.47 f € C?(R) se e solo se per n =0, 1,2

(p(x) + sin(z) + €” — 1)™(0) = (1 — cos(z))™(0) per ogni n < 2. (9.20)

Per n = 0 abbiamo p(0) + sin(0) + €% — 1 = p(0) e 1 — cos(0) = 0 cioe p(0) = 0.

Per n = 1 abbiamo p™ (0) 4 cos(0) + €® = pM(0) 4 2 e sin(0) = 0 cioe pM)(0) = —2.

Per n = 2 abbiamo p® (0) — sin(0) + €® = p)(0) + 1 e cos(0) = 1 cioe p(0) = 0.

Da (9.11) segue che il polinomio p(z) = —2x soddisfa le proprieta ed ¢ il polinomio
cercato.

La seconda domanda & la seguente:

2) Si determini il p(x) di grado minimo per il quale si ha f € C'O(R).

Questa volta la condizione & (9.20) per tutti gli n < 10. Siccome se f € C1O(R) a
maggior ragione si ha f € C?(R), per quanto abbiamo visto sopra segue che si deve avere
p(0) =0, pM(0) = =2, p®@(0) = 0. Vediamo le condizioni da imporre sulle derivate p(™ (0)
per 3 <n < 10.

Per n = 2m + 1 dispari abbiamo

PP (0) 4 cos®™(0) + 1 = pPm I (0) + (=1)" +1=0

il che ci da
—2perm =20
Operm=1
pPm D (0) = —1 — (=1)™ = { —2 per m = 2
Operm=3
—2 per m=4

mentre per n = 2m pari abbiamo
p®™(0) +sin®™(0) + 1 = p®™(0) + 1 = — cos®™(0) = —(-1)™

il che ci da per m > 2

—2perm =2
(2m) — 1 (1™ — Operm:3
p(0) = -1—-(=1) 9 perm =4
0 per m =5
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Il polinomio cercato esiste, ha grado 9 ed ¢ dato da

9 k)
Z P\ (0
k=0 )

vedere sopra l’esempio 9.40.

Infine I'ultima domanda e la seguente.

3) Si stabilisca se esiste un polinomio p(x) per il quale si ha f € C*(R).

Questo non ¢ possibile perche richiederebbe che (9.20) fosse vera per ogni n. Per n
maggiore del grado di p avremmo

sin™ (0) + 1 = — cos™(0).
Che questo non ¢ possibile lo vediamo ad esempio con n = 4m per il quale avremmo
sin@™ (0) +1 = — cos™(0)

dove sin™(0) = 0 e cos*™(0) = 1. Cioe avremmo 1 = —1. Impossibile. O

10 Polinomi di Taylor

Definizione 10.1 (Polinomi di Taylor). Sia f : (a,b) — R e sia zg € (a,b). Supponiamo
che f ammetta derivate fino all’ordine n in xy. Allora il polinomio di Taylor di ordine n in
xo e il polinomio

k) (o
pa(z) =" / <, 0)(m—xo)k (10.1)

k
k=0

Per x¢ = 0 si parla anche di polinomio di McLaurin, che ¢ dato da

n (k)
NOEDY 10 (10.2)

k!
k=0

Esercizio 10.2. Dimostrare che il polinomio (10.1) é l'unico polinomio di grado < n tale

che pgzk)(l’o) = f®)(20) per ogni k =0,...,n.

Esempio 10.3. I polinomi di McLaurin di e* sono dati da
(@) =D o5 (10.3)
k=0

Basta osservare che per f(z) = €* abbiamo f*)(0) = 1 per ogni k e poi inserire in (10.2)
ottenendo cosi (10.3).
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Esempio 10.4. I polinomi di McLaurin di sin(z) sono dati da

n
.%'2k+1

Pont1(x) = Z(—l)km

k=0

0 se m € pari

(_1)k sem — 2%k + 1 ottenendo cosi (10.4).

Basta osservare che sin(™(0) = {

Esercizio 10.5. Qual’¢ il polinomio di Maclaurin p1oo di ordine 100 di sin(zx)?

Esempio 10.6. I polinomi di McLaurin di cos(z) sono dati da

n
. l‘2k

k=0

0 se m é dispari

(—1)F sem = 2k ottenendo cosi (10.5).

Basta osservare che cos™ (0) = {

Esercizio 10.7. Qual’¢ il polinomio di Maclaurin pe; di ordine 97 di cos(x)?
Definizione 10.8. Per a € R e kK € NU {0} poniamo

1sek=0
(Z) = asek=1
a...(aékJrl) se k> 2.
Equivalentemente possiamo scrivere

(a) 1sek=0
= k o

Questa definizione generalizza la formula (1.3).

Esercizio 10.9. Calcolare (2) , (i) e (2) per ogni k € N,

Esercizio 10.10. Verificare che se n € NU{0} e k > n allora <Z> =0.

(10.4)

(10.5)

(10.6)

(10.7)

Esercizio 10.11. Sia f : (a,b) — R una funzione e sia xg € R. Dimostrare che f € C"(a,b)
se e solo se la funzione f(x — o) ¢ in f € C™(a + 0,b + x0). Inoltre (f(x — x0)) ) (z) =

f®) (& — xq) per ogni k < n.

Esempio 10.12. Ricordiamoci che x* € C*(R4). Questo, si veda l’esercizio precedente, ¢
equivalente a (14 x)* € C*°(—1,400). Allora risulta che i suoi polinomi di McLaurin sono

dati da

() = i (Z) ok

k=0
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In effetti, per definizione di polinomio di McLaurin

n 2)2) (k)
pn(z) = Z (@ +2)%) (O)a:k (10.9)

k!
k=0

D’altra parte, dalla formula (10.10) abbiamo per k > 1

k

k
(+2)W =TJ@a-j+DA+2)* F = (1+ =[Je—i+1. (10.10)
j=1 7j=1

Pertanto, inserendo in (10.11) otteniamo

n k a— i . n
(x):1+;1'[j:1(k!g+ k4 87 Z() (10.11)

Esempio 10.13. Consideriamo il polinomio di McLaurin di ordine n della funzione f(x) =
(1+z)™. Dalla formula (10.8) esso é

Pu(z) = zn: (Z) . (10.12)

k=0

D’altra parte, dall’esercizio 10.2 sappiamo che py(x) € l'unico polinomio di grado < n tale
che pq(lk)(xo) = f®) (o) per ogni k = 0,...,n. Ma f(z) = (1 + )" & un polinomio di grado
n tale che le uguaglianze sono soddisfatte. Quindi p, = f. Ma allora abbiamo ridimostrato

la formula di Newton
n __ n k
(1+2)" = E (k> z”.

10.1 Formula di Lagrange

Data una funzione f : (a,b) — R ed un punto zy € (a,b) vorremmo approssimare vicino
ad z( la funzione f(x) con uno dei suoi polinomi di Taylor. Questo perd comporta che si
ha un errore che vorremmo controllare in qualche modo. Ci sono molti modi per valutare
lerrore. Il seguente teorema € una generalizzazione del Teorema 9.8.

Teorema 10.14 (Formula di Lagrange). Sia f : (a,b) - R e sia xo € (a,b). Supponiamo
che fTU(z) (e quindi anche f*)(x) per ogni k < n) esista per ogni x € (a,b) e consideri-
amo il polinomio di Taylor di ordine n di f in g, dato dalla formula (10.1). Allora risulta
che

f(z) = pn(x) + Ry(x) per ogni x € (a,b) (10.13)
dove per il resto R, (xg) =0 e se x # x¢ abbiamo la sequente formula (di Lagrange)
f(n+1)(§n :E) +1
() = LS pyn 10.14
o) = L) (o g (1014)

per un qualche punto &, , contenuto nell’intervallo aperto di estremi i punti x e xg.
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(k)

Dimostrazione. Ricordiamoci che R;,”(xg) = 0 per ogni k = 0, ...,n. Consideriamo ora

Ry (x)

il rapporto (oo T Applicando il teorema di Cauchy, abbiamo
—Z0

Ro(z) R, (&1)
(x —xo)" ™ (n+ 1) (& — )"

per un qualche & tra z ed zg.

Riapplicando il teorema di Cauchy, abbiamo

Ri(&) Ry (&)
(n+1)(& —mo)™  (n+1)n(§2 — xo)
Procedendo cosi si arriva a
Ru@) _ RiV(&)
(z —z0)"™  (n+ D& — m0)

ed applicando una ultima volta Cauchy si ha

— per un qualche & tra & ed .

per un qualche &, tra x ed xg

Ru(z)  _ RV (G)
(x — xo)H! (n +1)!

per un qualche &, 41 tra x ed zq .

O]

Osservazione 10.15. 1l caso particolare n = 0 si riduce al teorema 9.8. In quel caso pg(z) =
f(zo) e la formula (10.13) si riduce a f(z) — f(zo) = f'(§nz)(x — xo) dove nel caso ad
esempio xg < z, il &, , non & nient’altro che il ¢ di teorema 9.8 mentre g =a e x = b.

Dimostreremo fra poco che il numero di Neper e ¢ irrazionale.

Esempio 10.16. Approssimare e con un numero razionale facendo un errore < 1073. Se
consideriamo la formula di McLaurin di e* in (10.3) osserviamo che per ogni n

"1
)= €0
k=0

Quindi sembra ragionevole approssimare il numero di Neper e con p,(1). Abbiamo e =
pn(1) + R, (1) dove possiamo stimare l’errore Ry (1) dove

e

R, (1) = CES]]

dove &, € (0,1)

Abbiamo 0 < e < e < 3. Quindi l’errore ¢ maggiorato da

3
(n+1)!

0 < Ru(1) <
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e per trovare un n adeguato (lo si vuole non troppo grande) basta richiedere che sia tale che
ﬁ <1073 < (n+1)! > 3000. Ora, andando per tentativi, abbiamo
2 <3000 sen=1
6 < 3000 sen =2
24 < 3000 sen =3
120 < 3000 se n =4
720 < 3000 sen =5

(| 5040 > 3000 | se n = 6

Quindi se approssimiamo il numero di Neper e con pg(1) commettiamo un errore < 1073,

(n+1)! =

Esercizio 10.17. Dimostrare che per ogni x € R si ha e* = liIE pn(x) dove p,(x) sono
n—-+0oo

1 polinomi di McLaurin di e*.

Esercizio 10.18. Dimostrare che per ogni x € R si ha sin(x) = hrf pn(z) dove pp(z)
n—-+00

sono i polinomi di McLaurin di sin(zx).

Esercizio 10.19. Dimostrare che per ogni x € R si ha cos(z) = 1i1;{1 pn(x) dove pp(x)
n—-+0oo

sono i polinomi di McLaurin di cos(z).

Esempio 10.20. Dimostriamo ora che e ¢ Q. Supponiamo per assurdo che e = § con

a,b € N e per un n € N consideriamo

e
€= pn(l) + Rn(l) = pn(l) + (7’L T 1)'
Dalla formula osserviamo che
"1 " n!
k=0 k=0

poicheé 8—!! =nleperk>1
|
% =n(n—1)..(k+1) eN.

Scegliamo ora n >'b. Allora nle = n!y € N. Pertanto, avendo sulla destra una differenza

di numert natural,
n!Ry, (1) = nle — nlp,(1) € Z.

Inoltre, siccome n!R,(1) > 0 seque che n!R,(1) € N. In particolare questo implica che
n!R, (1) > 1. Abbiamo pertanto

én |
<l e n!

! <3 - <1 > max{3, b}.
D S S g1 < Lpernzmax{3 b}

Assurdo.
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10.2 o Piccolo

Definizione 10.21. Sia lim f(z) = 0. Scriveremo che f = o(1) in z9. Qui = € R.

T—TQ

Definizione 10.22. Supponiamo di avere X C R, zg € X un punto di accumulazione per
X (oppure sia zg € {—o00,+00} ¢ X C R abbia xy come estremo inferiore o superiore),
g: X — R con g(z) # 0 per x # xp, e una funzione f : X\{zo} — R. Allora scriviamo che

f(z) =o0(g(z)) se lim ——= =0 (10.15)

Esempio 10.23. A 400 abbiamo 1 — tanh(x) = o(z™") per ogni n € N. In effetti abbiamo
ef—e T et —(F—e ") 277 _ gp-2e 1

1 —tanh(z) =1— = = = —_—.
er 4+ e er 4 e~ % er 4 e~ % 1 + 672:p
. . . i .. . 1 .
Si noti che xll)r_{loo Treom — 1 e quindi possiamo porre e =1+ o(1). Pertanto
1 — tanh 2e7%%(1+o(1 —2 n
i Lo tanh@) o 2ROy gy Ty g 2,
x—+00 x " T—+00 x— z—+oo x5 Foo 2%

Pertanto 1 — tanh(z) = o(z™").

10.3 O Grande

Definizione 10.24. Supponiamo di avere X C R, xg € X (oppure sia xg € {—o0, +o0} e
X C R abbia z¢ come estremo inferiore o superiore). Siano f, g : X\{z¢} — R due funzioni.
Allora scriviamo che

f(z) = O(g(z)) se esistono un intorno U di z ed una costante C' > 0 t.c.

. . (10.16)
per ogni x € UN X si ha [f(x)] < Clg(x)].

Ad esempio sin(z) = O(1) visto che |sin(x)| < 1 per ogni z. Una funzione f : R — R
limitata in R, cioe t.c. 3 C >0 t.c. |f(x)] < C per ogni x € R ¢ tale che f(z) = O(1).

10.4 Formula di Peano per resto

Esiste un’altra formula del resto oltre alla formula di Lagrange del teorema 10.14

Teorema 10.25 (Formula di Peano). Sia f : (a,b) = R e sia xg € (a,b). Supponiamo che
F®) () per k < n esista per ogni x € (a,b) e che f™(x0) sia definita (per n = 0 assumiamo
f continua in xg). Si consideri il polinomio di Taylor p,(x) dato dalla formula (10.1) e
l’espansione
f(z) = pn(x) + Ry (x) per ogni x € (a,b).

Allora abbiamo R

lim @) 0 (10.17)

T—T0 (1‘ — x())n

che viene espresso scrivendo Ry (z) = o((x — xo)")).
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Dimostrazione. Si tratta di dimostrare che lim
T—TQ xTr — xo)n

la regola dell’Hopital, si ha

i L@@ @) @) @) - )

T—T0 (:L' — :L‘O)n T—To ’I’L(l’ — xo)nfl oy n'(IL‘ — :L'O)

_ i' lim (S V(@) = pi V(@) = ("D (@) = py " (0)) — 1) (29) — p™) () = 0.
n:. r—xg (x . :L‘o)

Osservazione 10.26. In termini di stime di errori, la formula R, (z) = o((x —x0)")) € inutile.
Tuttavia a noi la formula di Peano R, (x) = o((x — z)™)) sara utile per generare polinomi
di Taylor con ”poco sforzo”.

Lemma 10.27. Sia p(x) un polinomio di grado < n, sia xg € R e supponiamo che p(z) =
o((z — zo)™). Allora p = 0.

Dim. Dall’esempio 9.41 sappiamo che

Per ipotesi

lim P&

T—T0 (1‘ — x())n
Se la tesi ¢ falsa esiste un kg € {0,...,n} tale che p)(z) = 0 per I < kg e ptk0)(zq) # 0.
Allora, siccome kg < n,

im PO g g P
T—T0 (x — $0)” a0 (z — $O)k0

=0.

Ma, applicando "'Hopital kg volte se kg > 0,

. p(z) p*o) (o)
= 1 =
0 w1z (x — xp)ko ko! 70,

che ci da una contraddizione. O

Corollario 10.28. Sia f che soddisfa le ipotesi del Teorema di Peano e sia p(xz) un poli-
nomio di grado < n tale che f(x) = p(x)+o((x—x0)"). Allora p(z) é il polinomio di Taylor
di ordine n di f in xg.

Dim. Sia p,(z) il polinomio di Taylor di ordine n di f in x(. Dal teorema di Peano
segue f(z) = pp(x) +o((x — x¢)™). Per ipotesi f(z) = p(z) + o((xz — 2)™). Confrontando le
due formula segue p,,(z) — p(z) = o((z — 2)™) (si noti che questo o piccolo ¢ la differenza
degli altri due o piccoli: stiamo usando la notazione o piccolo per funzioni distinte). La
funzione p,(x) — p(x) € un polinomio di grado < n che soddisfa le ipotesi del precedente
lemma. Segue allora che p,(x) — p(x) = 0 per ogni z, cioe p = py,. O

Il precedente corollario ha grossa rilevanza pratica.
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Esempio 10.29. Trovare tutti i polinomi di McLaurin di x°sin(x®). Si parte dalla formula
(10.4) che unitamente alla formula di Peano ci dice che

- k y*r 2n+1
sin(y) = Z(—l) k1)l +o(y™ ),
k=0 ’
Sostituiamo y = x> ottenendo
(3 - k 3@k 1) 3(2n+1)
sin(z”) = Z(—l) k1) + o(z”\ "),
k=0 ’

Infine moltiplicando per x* otteniamo

9 . 3 n kx3(2k+1)+2 9 3(2 1
X Sln(l’ ) = Z(—1> W + €T O(x ( n-+ ))’
k=0 '

La sommatoria é un polinomio di grado 3(2n + 1) 4+ 2. D’altra parte

3(2n+1) 3(2n+1)
lim ’Z/ZO(IE ) = lim M

ror =0
z—0 x3(2n+1)+¢ =0 g3(2n+1)

per la definizione di o piccolo. Ma allora x20(z*?" D)) = o(23Cn+t1)+2) ¢ 1 sommatoria ci
da il polinomio di McLaurin di di ordine 3(2n+1)+2 = 6n+5. Questo esaurisce la riceca
dei polinomi. Infatti da questa formula per n = 0 vediamo che

x?sin(z®) = 2° + o(”).

I termini sulla destra sono sia o(1), che o(z), che o(z?), che o(z3), che o(x*). In altra parole
anche % sin(x3) soddisfa questa proprieta. Il che vuole dire pg = p1 = pa = pa = pg = 0
perché ad esempio

2% sin(z?) = o(z*) = 0 4 o(z?) corollarig 10.28 ps = 0.

In modo simile si dimostra che per 6n+5< N < 6(n+1)+5 si ha pN = Den+s-

Esempio 10.30. Sia f(x) = 2?sin(z®). Per ognil € N calcolare f1(0). Si parte da

n 6n+5 0
(D} s 190
p6"+5(x):kz(2k+1)!x :Zl TR
=0 =0

Comparando 1 coefficienti dei polinomi, osserviamo che se l # 6k + 5 per ogni k < n allora
f®O)=0. Sei l=6k+5 lche k < n all frRE) (1) da cui
= 0. Se invece | = per un qualche k < n allora ©h+5) 2kt 1) a cui

(=1)"

ricaviamo 5 (0) = m(ﬁk +5)!.
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Esercizio 10.31. Dimostrare ['ultima asserzione del precedente esempio
—— sono dati da

Esempio 10.32. Verificare che i polinomi di McLaurin py(z) di f(z) =
pulz) =) al. (10.18)
§=0
In effetti sappiamo dal teorema 1.5 che
n ) pntl
J_ _
Z . 1—2x
7=0
ot
Ma ovviamente — - o(z™), visto che lim L2 — im = 0. Ma allora concludiamo
z z—0 )?%/ =01 —2
1 <
=Y 2/ +o(z") (10.19)
1—2z
0
e quindi dal corollario 10.28 si ottiene (10.18).
Verificare che i polinomi di McLaurin p,(z) di f(x) = —= sono dati da
pal(z) =) (—1)727. (10.20)
=0
In effetti, partendo da (10.19) e sostituido x con —x otteniamo
= Z Yl 4+ o((—1)"z") (10.21)
— 1) —1) e
Ma :lli% : le = - (71)71:?3%) 0(((—1))";;) = 0 e pertanto o((—1)"z™) = o(z™). Dal
corollario 10.28 e da (10.21) si conclude quindi (10.20)
Esempio 10.33. Calcolare tutte le derivate f(0) per f(x) = z® . Abbiamo
3n+3f
P3n+3(x Z RARES Z
Se l # 3(k+ 1) per ogni k < n allora f1(0) = 0. Per k <n, fG*E+)(0) = (3(k + 1))
VI+22% —1— 22 ul
z—0+ log(l + z 4 22) — x

Esempio 10.34. Dall’esame del 13 gennaio 2014. Calcolare lim

variare di a € Ry,
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Per prima cosa osserviamo che é un limite 8. L’uso della regola dell’Hopital sembra poco
promettente perché le derivarte sono funzioni relativamente complicate. Un modo possibile
di risolvere il problema consiste nell’esprimere numeratore nella forma Ajz42(1 + o(1) e
denominatore nella forma B1xP2(1 + o(1), per Ay > 0, By > 0, Ay # 0 e By # 0 da

. . ) T . 1 Ay—
determinarsi. Allora il precedente limite si riduce a hlfn+ oAb
r—0 1
Per realizzare il nostro programma ricordiamo da esempio 9.45 che

y2

bﬂ1+y%=y—§~+df)

Pertanto

2 2 2
log(1+z+22) = (1+:1:+:U2)7%+0(x2) = log(l+z+22)—2 = %+o(x2) - %(1%(1)).

E quindi abbiamo ottenuto la formula desiderata per il denominatore. Ora ricordiamoci da

(10.8) che
1 1 1/1
_ Yy 5\ .2 2 3 _5(5_1)__}
\/1—|—y—1—|—2+(2>y + o(y*) dove (2)— 5 =-3

Pertanto )
V1422 =142 — 51'2“ + o(z%).
Quindi
1
V14220 —1—2? = 2% — 53:2“ — 2% 4 o(z%).

In conclusione

: a—2 _
14220 —1—2% i x¢ — 1220 — 22 + o(2%7) B hHII?Hw 2 2__;00 seﬁ ; ?
0+ log(l+x+a2)—z o0+ z2 B et T = 0 S0 a
2 lim, .o+ —2= -2 sea > 2.

11 Funzioni convesse

Un insieme D del piano (o della retta, o dello spazio, o di un qualsiasi spazio Euclideo di
qualsiasi dimensione) ¢ convesso se presi due qualsiasi suoi punti P, P, € D risulta che
il segmento di estremi P; & P, ¢ contenuto inD. Una funzione f: I — R definita su un
intervallo I si dice convessa se e’ convesso

D={(z,y):xecl, y> f(z)}

ossia 'insieme che sta sopra il grafico. L’esempio pit classico di funzione convessa & f(z) =
22, Infatti essa & strettamente convessa, nel senso che D = {(z,y): z € I,y > f(z)} &
strettamente convesso (un insieme si dice strettamente convessa se presi due qualsiasi suoi
punti Py, P, € D risulta che il segmento di estremi P; & P> € contenuto in D e che, a
parte eventalmente gli estremi, il segmento & contenuto nell’interno di D). La condizione di
convessita si puo caratterizzare in termini della funzione f(z) mediante il seguente lemma.
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Lemma 11.1. Data f: I — R definita su un intervallo I, f(x) é convessa se e solo se
abbiamo

flz+ (1 —t)y) <tf(zx)+ (1 —1t)f(y) per ogni coppia x,y € I e per ogni t € [0,1]. (11.1)

La dimostrazione ¢ omessa.
Prenderemo (11.1) direttamente come definizione di funzione convessa.

Esercizio 11.2. Premesso che dati x1,...,x, € R e ty,....,t, € [0,1] tali che t; +...+t, =1
scriviamo che la sequente é una combinazione lineare convessa degli x1, ..., xy:

n
E tj.’Ej.
j=1

Fatta questa premessa, per f: I — R definita su un intervallo I e si dimostri quanto seque:
1. ogni combinazione lineare convessa di punti x1,...,xt, € I é contenuta in I;

2. f é convessa se e solo se

FAY tiag | <D ot f (=) (11.2)
=1 j=1

per ogni scelta di punti x1,...,xy, € I, per ogni n € N e per ogni loro combinazione
lineare convessa.

Risposta all’esercizio. Qui mi limito a dimostrare che (11.1) implica (11.2) assumendo
per dimostrato tutto il resto. La (11.2) puo essere assunta per n = 2. Infatti (11.2) per
n = 2 ¢ semplicemente un modo un po’ diverso di scrivere (11.1). Supponiamo che (11.2)
sia vera per un n > 2. Vogliamo dimostrare

n+1 n+1

FUY St | < tif(x)). (11.3)
=1 j=1

n
Posto t = t,, 41 risultat € [0,1] e Z tj = 1—t. Set = 1 non c’¢ alcunche da dimostrare.
j=1
Quindi assume t < 1. Allora risulta che

n

Z J_—1con —2->0perognil<j<n.

— 1 — ¢ 1-—1¢
j=1
Ora scrivo
n+1 n n £
thjxj = thjl‘j +itrny1 = (1 — t) Zl 1 i tl‘j + tTp41.
J= J= J=
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Siccome f & convessa

n

ts
f (1—t)zlitl‘j+tl'n+1 1—t Z

j=1 j=1

i TtTpy1 | + tf(mn+1)-

Siccome (11.2) & vera per il valore n ho

n

! Z lt—txj +trngr | < Zif(x])

j=1 7j=1

Pertanto

n
(1—t)f Z xj+txn+1 <> tif(g).

: j:l
e resta dimostrato che

n

ti
(1—1) 21 J x3+tfvn+1 <Zt f(zy) +tf(zns1).
J:

7=1

Questa, per t = t,41, € esattamente le formula (11.3). O
Abbiamo il seguente risultato

Lemma 11.3. Data f: I — R definita su un intervallo I. Le sequenti proposizioni sono
equivalenti.

(1) f(x) é convessa in I, nel senso che soddisfa (11.1).
J@)=f) ~ f@2)=f)

r1—y - r2—y

(2) Per ogni terna x1 <y < x2 in I abbiamo

fz) = fy)

(3) Per ogniy € I la funzione x — definita in I\{y} ¢é crescente.
Dimostrazione. Ci limitiamo a dimostrare che (1) e (2) sono equivalenti. L’equivalenza
di (3) alle altre due si puo dimostrare in modo simile.
Incominciamo assumendo la (1) e dimostriamo (2).
Siano z1 < y < 9 tre punti in I. Possiamo esprimere il punto mediano di questi tre punti
(cioe il punto y) nel seguente modo (esercizio: verificare questo conto):

= y— T2 .’B1+<1— y_xQ){L‘Q. (114)
xr1 — T2 Tl — X2
Siccome qui =72 € [0, 1], dalla (11.1) concludo
y— 2 y— T2
< 1- . 11.5
P < 222 ) + (12 222 fi) (115
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Da questo ricavo (notare che x1 — z9 < 0)

(w1 —22) f(y) = (y — 22) f(21) + (21 — 22) — (y — 22)) f(2). (11.6)
Da qui ricavo
(z1 —y) (f(y) = flx2)) = (y — 22) (f(21) = f(y)) (1L.7)
e, dividendo per (z1 — y)(y — x2) > 0, ricavo
£) = f(a2)  Slan) ~ ) s
Yy — T2 S

che ¢ il risultato desiderato.

Ora assumiamo la (2) e dimostriamo (1). Si tratta di dimostrare che per ogni coppia
di punti, che possiamo sempre assumere z1 < 2, si ha il seguente analogo di (11.1)

fltxr + (1 —t)z2) < tf(z1)+ (1 —t)f(x2) per ognit € [0,1]. (11.9)
Basta ovviamente considerare t € (0,1). Fissiamo un tale ¢t € (0,1). Denotiamo

y:=tx; + (1 —t)ze. (11.10)

Notare allora che ¢t = ;’1:9;22. Per ipotesi (11.8) ¢ vera. Ma allora sono vere, andando a

ritroso, anche (11.7), (11.6), (11.5). Ma se in (11.5) sostituisco (11.10) e t = =22 ottengo
esattamente (11.9).

O]

Corollario 11.4. Sia f: I — R definita su un intervallo I e convessa in I. Allora in ogni
punto xq interno ad I esistono sia fi(xo) che fi(xo) e si ha fl(xo) < fi(xo).

f(z1) — f(zo) f(z2) — f(x0)

Dim. Per prima cosa i due limiti lim ————— ¢ lim
T1—Ty X1 — Zo 1’24)1)33— T2 — Io
f(z) = f(zo)

T — X0

esistono

perche la funzione z — definita in I\{zo} & crescente e quindi

i JED=I@0) _ o He) — 1)

= sup{ twp < o}
T1 Ty T1 — o xr1 — Xo
o T2 = FG0) ) o)
To—xd To — Xo T2 — X0
Inoltre vale lim M < lim M per via del fatto che la funzione
z1—zy L1~ T0 zo—zd T2~ T0
fl)=foo) < J22)2J(0) per ogni coppia 21 < o < 2. 0
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Esercizio 11.5. Data una funzione convessa f: I — R con I = (a,b) dimostrare che
fe ).
[a,b)
Stabilire se lo stesso risultato continua ad essere vero nei casi I = < (a,b] producendo
[a, ]
delle dimostrazioni o det controesempi.

Abbiamo il seguente utile teorema.

Lemma 11.6. Data f: (a,b) — R, supponiamo che f'(x) sia definita per ogni x.
Le seguenti proposizioni sono equivalenti.

(a) f(x) é convessa.
(b) f'(x) é crescente.

(a)= (b). Vogliamo verificare che per ogni coppia z1 < xg abbiamo f'(z1) < f'(z2).
Prendiamo x; < < xe. Allora f(x) convessa implica dalla (3) del Lemma 11.3

f(z) = f(z1) _ fla1) — f(=2)

< )
r — T Tr1 — T2

Da qui ricaviamo
Flon) =t L@ I _ @) = S

z—a r—I T2 — T

f(x) convessa implica che

f(z2) — f(z1) < f(x2) — f(x)'

Tr9 — 1 Tr9 — T

Da qui ricaviamo
o) =t TE) @) | ) = f()

Tz T2 — T2 — 21

Per confronto segue che per 21 < x2 abbiamo f'(x1) < f/(x2).

(a)< (b). Dimostriamo ora che f’(x) crescente implica f(x) convessa. Dalla (2) del
(z)=fy) ~ flz2)=f(y)

Lemma 11.3 basta dimostrare che < per ogni terna z1 < y < xa. Per

il teorema di Lagrange esistono ¢; € (x1,y) tale che

1) —
f( 1) f(y) :f/(cl)
r1—Y
e ¢ € (y,z2) tale che
o) —
f( 2) f(y) — f/(CQ)-
T2 —Y
Evidentemente ¢; € (z1,y) e ¢, € (y,z2) implica ¢; < c2. Ma allora la (b) implica f/(¢1) <
f'(¢c2) e quindi otteniamo f(a:;l):g;(y) < f(m;;:?);(y)’ cioe (a). O
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Corollario 11.7. Data f: (a,b) = R, supponiamo che f"(x) sia definita per ogni x
Le sequenti proposizioni sono equivalenti.

(a) f(x) é convessa.
(b) f"(x) >0 per ogni x € (a,b).

Quest’ultima caratterizzazione e particolarmente utile. Ci dice immediatamente che

e
f(x) = 22, per la quale f"(x) = 2, f(r) = 22 — 2 + 2, sono convesse. Per esempio,

f(x) =e* & convessa. Infatti
fl(z) =2z, f'(z) = (422 + 2)e* > 0.
Definizione 11.8. Una funzione f: I — R si dice concava in I se —f & convessa.

Esercizio 11.9. Dimostrare che funzione f: (a,b) — R tale che f"(x) é definita per ogni
x € (a,b) é concava se e solo se f"(x) <0 per ogni x € (a,b)

Definizione 11.10. Sia f : I — R una funzione su un intervallo I. Un punto zq interno di
I viene detto punto di flesso se si verifica una delle due seguenti alternative:

e esiste un intervallo (a,b) C I con zg € (a,b) tale che f & convessa in (a,z¢) e f &
concava in (xg,b);

e esiste un intervallo (a,b) C I con zp € (a,b) tale che f & concava in (a,zg) e f &
convessa in (z, b)

> 0 per x > 0,
< 0 perx < 0.
Pertanto si tratta di una funzione concava in R_ e convessa in Ry. Il punto 0 é un ponto

di flesso.

Esempio 11.11. La funzione x3 ¢ in C®°(R). In particolare (z3)" = 6:B{

Esercizio 11.12. Dimostrare che data funzione f: (a,b) — R tale che f"(x) & definita per
ogni x € (a,b) allora se xo € (a,b) & di flesso si ha f"(xg) = 0.

Esercizio 11.13. Dimostrare che logx € una funzione concava.

Esercizio 11.14. Siano I e J due intervalli con f : I — J una funzione crescente, continua
e convessa. Dimostrare che la funzione inversa g : J — I é concava.

Esercizio 11.15. Per f: I — R definita su un intervallo I e si dimostri che f é concava
se e solo se

per ogni scelta di puntt x1,...,x, € I, per ogni n € N e per ogni loro combinazione lineare
convessa.
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Esempio 11.16. Come esempio di applicazione delle proprieta del logaritmo occupiamoci

di medie di n numeri reali. Siano x1,...,z, € R. Allora abbiamo le sequenti definizioni di

media:

r1+ ... +xp
n

. xj o .
1. il numero = E — ¢ la loro media aritmetica;
n

i=1
- n \ . -
2. sex1,....,xn € Ry il numero a1, = ,”/szl x; ¢ la loro media geometrica.

Si noti che se x1 = ... = x, = x > 0 allora entrambe le medie sono uguali ad x.
Dimostriamo ora che se x1,...,x, € Ry allora

= media aritmetica. (11.11)

In effetti, siccome log ¢ una funzione concava, applicando ’enunciato dell’esercizio 11.15
abbiamo

Infine, utilizzando il fatto che log € una funzione strettamente crescente otteniamo la di-
mostrazione di (11.11).

Esempio 11.17. Dall’esame del 30 gennaio 2012. Si consideri fu(x) = ax® —x+1+log .
i) Per prima cosa studiare la convessita di f.

Abbiamo fl(z) = 3ax® — 1+ 271 e f/(z) = 6ax — 22, Osserviamo che, per via del log z,

il dominio di f, € uguale ad R .

Se o < 0 risulta allora f(x) < —x~2 < 0 e pertanto la funzione ¢ concava.

Consideriamo a > 0. I punti di flesso sono soluzioni di f!(z) = 6ax — 2 = 0. L’unica

L 1
V6o
1
abbiamo ;f x) < 0 e quindi f, é concava in <O,>
fa() q [ Voa

soluzione di quest’ultima equazione € r = E’ un flesso percheé per 0 < x < =

8

e per x > abbiamo fl(x) >0

1
V6o
o . . 1
e quindi f,, € convessa in %,—koo .
it) Si determinino gli eventuali punti di flesso dove la tangente al grafico di fo € oriz-
zontale.

Si tratta di verificare se ci sono o € Ry tali che f, < ) = 0. Abbiamo

1
V6

(L N 1 e L L e Bape
f“(?/@)_ga(é/@)? 1+ V6o 26a(m)2 1+ V6a 2\/@ 1.

Quindi questo € nullo per

5 2 23 22
6a:§®6a:?@a:?.
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12 L’integrale

In classe viene fatta una breve discussione sul significato geometrico che si vuole dare
b

all'integrale / f(z)dx per una data funzione f : [a,b] — R. Poi si comincia il lavoro

per definire l’i?ltegrale. Ci sono due nozioni di integrale, I'integrale di Darboux e 'integrale
di Riemann. Un teorema, che enunceremo soltanto, garantisce che queste due nozioni di
integrale coincidono. Noi ora lavoreremo perlopiu con 'integrale di Darboux. L’integrale di
Darboux riguarda solo funzioni limitate definite in un intervallo chiuso e limitato. In altre
parole funzioni f : [a,b] — R con a,b € R tali che esistono due costanti reali m < M tali
che m < f(x) < M per ogni x € [a,b].

Definizione 12.1. Una decomposizione A di [a,b] ¢ un insieme finito di intervalli chiusi
I contenuti in [a, b] tali che Ureal = [a,b] e per ogni coppia I,J € A di intervalli distinti
abbiamo che l'intersezione I N J ¢ o vuota o un singolo punto.

Osservazione 12.2. Tutte le decomposizioni A di [a, b] si ottengono considerando n € N ed
una scelta di punti zg, z1, ..., T, € [a,b] con

To=a<21 <9< .. <Tp_1<Tp=2=
e prendendo
A={[zj_1,zj] 5 =1,.....,n} = {{zo, z1], [x1, 22|, ..., [Tn—1,2n]}.

In particolare per questa come per una qualsiasi decomposizione abbiamo

n

D= M)l =D (@ —2j1) =xp —z0 =b—a. (12.1)
j=1

IeA j=1

Definizione 12.3. Dato un intervallo limitato I denotiamo con |I| la sua lunghezza.
Data una decomposizione A la sua lunghezza o calibro e

|A| = max{|I| : I € A}.

Definizione 12.4. Data due decomposizioni A e A’ diciamo che A’ & un raffinamento di
A e scriviamo A’ < A se per ogni I € A si ha

I = UI’EA’I,' (12.2)
I'Cl

Esempio 12.5. Datia <z <zx9<be

A = {[a, z1], [x1, z2], [x2, b]}.

allora se 1 < ¢ < x9 e se definiamo

A= {la, z1], [1, c]; [e, 2], [22, b]}-
abbiamo A" X A. Infatti per ogni intervallo di A ¢é vera (12.2).
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Ora fissiamo una funzione f : [a,b] — R con a,b € R. La prendiamo limitata, cioe
esistono due costanti m < M tali che m < f(x) < M per ogni x € [a, b)].

Definizione 12.6 ( Sommatorie S(A) e s(A)). Data una decomposizione A poniamo

S(A) =Y [|sup f(I)

IeA

s(A) =Y [[inf £().

IeA

(12.3)

Osservazione 12.7. Si noti che poiche esistono due costanti m < M tali che m < f(z) < M
per ogni = € [a,b], per ogni I € A abbiamo

m < inf f([a,b]) < inf f(I) <sup f(I) < sup f([a,b]) < M
e pertanto le sommatorie S(A) e s(A) sono ben definiti numeri reali.

Esercizio 12.8. Dimostrare che se m < f(x) < M sono due costanti m < M tali che
m < f(x) < M per ogni x € |a,b] allora per ogni A

m(b—a) < s(A) < S(A) < M(b—a) per ogni A.

Esempio 12.9. Consideriamo la funzione costante f = c definita in [a,b] e sia A una
decomposizione. Allora per ogni intervallo I C [a,b] abbiamo f(I) = {c}. In particolare
sup f(I) =inf f(I) = ¢ e quindi

S(A)=> " ||sup f(I) = Ilc=c(b—a)

IeA IeA (12'4)
s(A) =) |Iinf f(I) =) |I|le=c(b—a)
IeA IeA

dove abbiamo utilizzato (12.1).

Esercizio 12.10. Sia f : [a,b] — R e siano m ed M due costanti tali che m < f(x) < M
per ogni x € [a,b]. Dimostrare che

m(b—a) < s(A) < S(A) < M(b— A) per ogni decomposizione A. (12.5)

Esempio 12.11. Consideriamo la funzione di Dirichlet f = D definita in [a,b] da

_ J1perxzeQ
D(x)_{o perz & Q

e sia A una decomposizione. Notare che D([a,b]) ={0,1}, e che per ogni intervallo I C |a, b]
abbiamo D(I) = {0,1}. In particolare sup D(I) =1 e inf D(I) =0 e quindi

S(A)=> " |IlsupDIT) = |I|=b—-a

IeA IeA (12 6)
s(A) =Y [|inf D(I) =) |I]0=0.
IeA IeA
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Esempio 12.12. Consideriamo una funzione f : [a,b] — R crescente e consideriamo una
decomposizione

A={lzj1,zj] 5 =1,....n} = {[ro,z1], [x1, 22], ..., [Tn—1,Tn]}
ottenuta considerando n € N ed una scelta di punti xg,x1,...,x, € [a,b] con
To=a< 21 <29 < ee.. < Tp_1 < Ty =0.
Siccome f & crescente abbiamo

inf f([zj-1,7;]) = f(xj-1) e sup f([xj-1,75]) = f(x;).

Pertanto
S(A) = Z(%’ —xj_1)sup f([zj-1,75]) = Z(ﬂﬂj —xj—1)f(x;)
7~ = (12.7)
s(A) = (w5 —xy)inf [z, 250) = Y (5 —a520) f(w5-0).
=1 j=1

Esercizio 12.13. Dimostrare che presa una funzione f : [a,b] — R decrescente e consider-
ata una decomposizione

A={lzj_1,zj] 5 =1,.....,n} = {[zro, z1], [z1, 23], ..., [Tn—1, Zn]}
ottenuta considerando n € N ed una scelta di punti xg,x1, ..., 2, € [a,b] con
rn=a<x1 <3< .. <xp_1<xTp=2>0

st ha
S(A) = Z(%‘ —xj-1)f(zj-1)
= (12.8)
s(A) = (x; — wj-1) f(x).
j=1

Lemma 12.14. Fissata f : [a,b] — R limitata e due decomposizioni A e A’ con A" un
raffinamento di A , allora

s(A) < s(A") < S(A") < 5(4) (12.9)

Dim. Dimostriamo S(A’) < S(A) nel caso particolare



dove a < ¢ < b. 1l caso generale si dimostra in modo fondamentalmente simile. Osserviamo
preliminarmente che essendo f([a,c]) € f([a,b]) e f([e,b]) € f([a,b]), risulta, si veda I’
esercizio 3.14,

sup f([a,c]) < sup f([a,b]) cosi come sup f([c,b]) < sup f([a,b]).
Abbiamo quindi
S(A) := (b—a)sup f([a,b]) = (c — a) sup f([a,b]) + (b — ¢) sup f([a, b])
> (c— a)sup £({a, ]) + (b— ¢ supsup f([e,b]) = S(A)
Dimostriamo s(A’) > s(A) nel caso particolare
A = {[a,b]}
A’ = {[CL, C]’ [C, b]}

dove a < ¢ < b. 1l caso generale si dimostra in modo fondamentalmente simile. Osserviamo
preliminarmente che essendo f([a,c]) C f([a,b]) e f([c,b]) € f([a,b]), risulta, si veda I’
esercizio 3.14,

inf f([a,c]) > inf f([a,b]) cosi come inf f([c,b]) > inf f([a,b]).
Abbiamo quindi

s(A) := (b—a)inf f([a,b]) = (¢ — a)inf f([a,b]) + (b — ¢)inf f([a,b])
< (¢ —a)inf f([a,c]) + (b — ¢) infsup f([c,b]) =: s(A")

O]

Senza dimostrazione enunciamo il seguente lemma

Lemma 12.15. Date due decomposizioni A e A esiste una terza decomposizione A" che
e un raffinamento di entrambe.

Si tratta di un lemma molto semplice che illustriamo con un esempio. Se ad esempio
I'intervallo ¢ [0, 1] e le decomposizioni sono

s~{[os] [31}
{6

allora il seguente € un raffinamento di entrambe

(P BIRIE)

Corollario 12.16. Date due decomposizioni A e A" abbiamo s(A) < S(A’).
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Dim. In effetti consideriamo una terza decomposizione A” che ¢ un raffinamento di A
e A’. Allora dal Lemma 12.14 risulta

s(A) < s(A") < S(A") < S(A).
O

Corollario 12.17. La coppia di insiemi {s(A)}a e {S(A)}a sono sue classi separate e
risulta

sup{s(A)}a < inf{S(A)}a

Definizione 12.18. Fissata f : [a,b] — R limitata poniamo
b
[ #@)dn = supfs(a)}a
2 a

—b
/ f(z)dr = inf{S(A)}a.
a
Il primo lo chiamiamo integrale inferiore di f in [a,b], il secondo lo chiamiamo integrale
superiore di f in [a, b].

Osservazione 12.19. Dal precedente corollario abbiamo che per ogni fissata f : [a,b] — R

limitata si ha
b —b
/ f(z)dx §/ f(x)dx.

Esercizio 12.20. Sia f : [a,b] — R e siano m ed M due costanti tali che m < f(x) < M
per ogni x € [a,b]. Dimostrare che

b —b
m(b—a) < / flx)dx < / flz)de < M(b— A) (12.10)

Esempio 12.21. Sia f la funzione costante di valore ¢ in [a,b]. Abbiamo visto nell’esempio
12.9 che per ogni A
S(A) =s(A) =c(b—a).

Ma allora )
/ cdx = sup{s(A)}a = c(b—a)

;)
—b

/ cdr = inf{S(A)}a = ¢(b—a).

Esempio 12.22. Consideriamo in [a,b] la funzione di Dirichlet f = D definita in [a,b].
Abbiamo visto nell’esempio 12.11 che per ogni A

S(A)=b—a, s(A)=0.
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Ma allora )

cdx = sup{s(A)}a =0

—a

cdr = inf{S(A)}a =b—a.

a

—

Esercizio 12.23. Siano f,g : [a,b] — R uguali dappertutto eccetto che in un punto xo €

[a,b]. Dimostrare che
b b
/f(w)dx—/g(a:)dx

/Zf(:):)dx = /ig(m)dm.

Definizione 12.24. Diremo che una funzione f : [a,b] — R ¢ integrabile secondo Darboux

in [a,b] se b .,
/af(x)da: = /af(ac)da:.

Nel qual caso il comune valore dell’integrale inferiore e superiore lo chiameremo l'integrale
di Darboux di f in [a,b] e lo denoteremo col simbolo

/bf(fﬂ)d:r. (12.11)

Esempio 12.25. Ogni funzione costante c é integrabile secondo Darboux in [a,b] con

/abcda: =c(b—a).

La funzione di Dirichlet non é integrabile secondo Darbouz in |a,b].

Esercizio 12.26. Dimostrare che f ¢é integrabile secondo Darboux in [a,b] se e solo se le
classi separate {s(A)}a e {S(A)}a sono contigue.

Teorema 12.27. Sia f : [a,b] — R limitata. Allora le sequenti proposizioni sono equiv-
alenti:

(1) f é integrabile secondo Darbouz.
(2) ¥ € > 0 esiste una decomposizione A, tale che S(A¢) — s(A¢) < e.

Dim. Per prima cosa osserviamo che per un qualsiasi € > 0 esistono decomposizioni A
e A’ tali che

/Zf(:r) - % <s(A) < Lif(m) < /if(x)dx < S(A) < /if(x)dx N %
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Ora, se assumiamo (1) la precedente formula diviene

/f ——<s( ) < S(A /f dx—i-f

D’altra parte considerato un raffinamento A” di A e A’ abbiamo

/f —§<3(A)<3(A”)<S(A” )< S(A /f der,

e quindi abbiamo trovato una decomposizione A” tale che S(A”)—s(A”) < e. Pongo allora

A=A

Viceversa assumiamo (2). Allora per ogni A abbiamo

b —=b
MS/fms/fwwsam

. b
0 [ fde— [ 1) <58 - s(a)

che implica

In particolare per A = A, ottengo

0§/if(:v)dx—£f(:c)<eper ognie>0:>/zf(m)dx:/bf(x)

In primo corollario & il seguente.

O

Corollario 12.28. Le funzioni f : [a,b] — R monotone sono integrabili secondo Darbouzx.
Di. consideriamo una decomposizione

Ay =A{lzj_1,25] - j=1,.....,n} = {[zo, z1], [x1, 22, ..., [Tn—1, Tn]}

h—
ottenuta considerando n € N ed una scelta di punti z; = a + 37 per 7 =0,...,n. Tutti
n

gli intervallini hanno lunghezza — ? . Dalla formula (12.8) otteniamo

]:
b _ n

An) = =3 flaj).
j=1
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Quindi sottraendo

n

S(An) —s(An) = =2 S 1) =3 Fag) | = S ) — f0)) = S (1) — fa)):
j=1

n
J=1

Ma allora per ogni fissato € > 0 se scelgiamo n > IFTa(f(b) — f(a)) otteniamo
S(Ay) —s(Ay) <e.

Quindi f soddisfa la proposizione (2) del precedente teorema, e pertanto ¢ integrabile per
Darboux. O

Corollario 12.29. Le funzioni f € C°([a,b]) sono integrabili secondo Darbou.
La dimostrazione € omessa. Dimostriamo invece un risultato un po’ meno generale.
Corollario 12.30. Le funzioni f € C'([a,b]) sono integrabili secondo Darbou.

Qui si intende che f’(z) esiste in (a,b) ed estende in una funzione continua in [a, b].
Dim. Consideriamo la decomposizione del corollario 12.28. Allora

S8 = =S sup ey = 0 ()
j=1 j=1
b b (12.12)
8(An) = — > inf f([z5o1,25)) = - f(z57)
j=1 j=1

dove abbiamo utilizzato il fatto che f € C°([zj_1,;]) implica lesistenza di z},zi" €
[zj-1, ;] con

f(a5) = sup f([zj—1,25]) . f(af") =inf f([zj_1, 25]).

Kk *
i €%

f@f) = faj™) = f1@)) (2] — 27).

Siccome f' € C%([a,b]) segue che esiste una costante K tale che |f/(z)] < K per ogni
x € [a,b]. Pertanto

Per Lagrange risulta che per un 7; tra x

* Hok — * Hk b—a
0< f(a}) — f(@) = |f (@) |of — 2| < K _—
Allora facendo la differenza delle due righe di (12)
b—a < . o b—a~=b—a b—a)?
S(An) — 580 = IS () — pag) < k2O g 020
j=1 j=1

Quindi per ogni € > 0 per n > K@ otteniamo S(A,) — s(A,) < e. Quindi f soddisfa
la proposizione (2) del precedente teorema, e pertanto ¢ integrabile per Darboux. O
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Definizione 12.31 (Somme di Riemann). Sia f : [a,b] — R data. Sia A una decompo-
sizione di [a,b] ed infine sia 2] un punto di I per ogni I € A. La somma di Riemann
associata a questi dati e la somma

DI f(ah). (12.13)
IeA

Osservazione 12.32. Sinoti che mentre le sommatorie S(A) e s(A)] introdotte in definizione
12.6 per essere ben definite richiedono che f : [a,b] — R sia limitata, le somme di Riemann
(12.13) sono perfettamente ben definite anche quando la funzione f non ¢ limitata.

Esercizio 12.33. Sia f : [a,b] — R limitata. Sia A una decomposizione di [a,b] e sia 7}
un punto di I per ogni I € A. Dimostrare che

s(8) < Y| flap) < S(A). (12.14)

IeA

Definizione 12.34. Una funzione f : [a,b] — R si dice integrabile secondo Riemann se
esiste A € R tale che per ogni € > 0 esiste un d. > 0 tale che

per ogni decomposizione A con |A| < . e per ogni somma di Riemann

YoM flap) — A

IeA

(12.15)

a lei associata si ha < €.

Teorema 12.35 (Equivalenza di integrali di Darboux e di Riemann). Abbiamo i sequenti
fatti.

(1) Se una funzione limitata f : [a,b] — R é integrabile per Darboux allora é integrabile
anche per Riemann ed inoltre

/b F@)do = A (12.16)

dove a sinistra abbiamo scritto lintegrale di Darboux ed a destra l'integrale di Rie-
mann.

(2) Se una funzione f : [a,b] — R é integrabile per Riemann allora é una funzione limitata,
¢ integrabile per Darbouz e l'uguaglianza (12.16) ¢é vera.

La dimostrazione ¢ omessa.
L’integrale soddisfa alcune importanti proprieta, di cui omettiamo le dimostrazioni.

Teorema 12.36 (Linearita dell'integrale). Abbiamo i sequenti fatti.

(1) Se f,g sono due funzioni integrabili in [a,b] anche f + g lo ¢é si ha

b b b
/(f(x)—i—g(ac))da::/ f(x)dx—i—/ g(x)dx (12.17)
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(2) Se f é funzione integrabile in [a,b] e se ¢ € R allora anche cf é integrabile e si ha
b b
/ ¢ f(z)dx = c/ f(z)dz. (12.18)

Denoteremo con La,b] I'insieme delle funzioni integrabili in [a,b]. Il teorema 12.36 ci
dice che L[a,b] & uno spazio vettoriale sul campo R e che la funzione che associa ad ogni
f € Lla,b] il suo integrale ff f(x)dx & un operatore lineare L[a,b] — R.

Prima di enunciare la prossima proprieta dell’integrale ricordiamoci che nell’insieme L[a, b]
si pud introdurre una relazione d’ordine dicendo che date due funzioni f, g € L[a, b] abbiamo
f<gse f(x) < g(r) per ogni x € [a,b].

Teorema 12.37 (Monotonia dell'integrale). Date due funzioni f,g € Lla,b] con f < g
abbiano

/ab f(x)dxg/abg(x)dx. (12.19)

In particolare se f e g sono distinte e sono in C°([a,b]) allora f < g implica

/ab f(z)dx < /abg(:c)dx. (12.20)

Esercizio 12.38. Utilizzando la definizione di integrale di Darbouz, dimostrare la disug-
uaglianza (12.19).

Definizione 12.39 (Media di una funzione). Data f € L[a, b] la sua media in [a,b] &

Ju f(@)de
L 12.21
P (12.21)

Un importante corollario del teorema 12.37 ¢ il seguente.
Corollario 12.40 (Teorema della media). Data f € C°([a,b]) esiste ¢ € [a, b] t.c.
b
d

fle) = Jo J()dr bf_(ma) : (12.22)

Dim. Siccome f € C°([a,b]) esistono punti z,, e zys in [a,b] tali che f(z,,) < f(z) <
f(zar) per ogni x € [a,b]. Dalla monotonia dell’integrale segue allora

b
Flan) < 2 IO i

Dal teorema dei valori intermedi 7.29 segue che esiste ¢ € [a,b] t.c. (12.22) & vera. O
Un’altra proprieta importante e la seguente.

114



Teorema 12.41 (Disuguaglianza triangolare). Data f € L[a,b] abbiamo |f| € L[a,b] e vale

la
/a b f(z)dz

Esercizio 12.42. Assumendo la prima parte dell’enunciato, cioé che f € Lla,b] implica
|f| € Lla,b], dimostrare la disuguaglianza (12.23).

b
< / \f(2)|dz. (12.23)

Altro teorema e il seguente.
Teorema 12.43. Date f,g € Lla,b] il loro prodotto ¢ in Lla,b].
Dimostrazione omessa.

Lemma 12.44. Sia f € Lla,b] e sia [, 8] C [a,b]. Allora la restrizione di f in o, 3] € in
Llo, ]

Esercizio 12.45. Dimostrare il lemma 12.44.

x perx € Q

0 perz & Q non ¢ integrabile per

Esercizio 12.46. Dimostrare che la funzione f(x) = {

Darboux in alcun intervallo.
Teorema 12.47. Data f : [a,b] = R e ¢ € (a,b) le sequenti proposizioni sono equivalenti.

(1) f € Lla,b]

(2) Per f|[a’C] la restrizione di f a [a,c] abbiamo f|[a7c] € Lla, ] e per f\[c7b] la restrizione
di f alc,b] abbiamo f|i; € Lic, D]

Inoltre quando le due proposizioni (1) e (2) sono vere si ha

/ab f(:r)dx—/ac f(w)d:v+/cb f(z)dz. (12.24)

Dimostrazione omessa.

Definizione 12.48 (Locale integrabilita). Sia I un intervallo e sia f : I — R. Diciamo che
f & localmente integrabile in I e scriviamo f € Lj,.(I) se per ogni coppia a,b € I con a < b
si ha f|, ;) € Lla,b] dove con f], ;) denotiamo la restrizione di f a [a,b].

Definizione 12.49 (Funzione integrale). Sia f € Lj,.(I) e sia xg € I definiamo la funzione
f:o f(t)dt : I — R nel seguente modo

- I'integrale di Darboux—Riemann f nellintervallo [xg,z] se z > g
/ f(t)ydt = 0sex=ux
o — [X0 f(t)dt se x < xo.
(12.25)
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Per semplicita denoteremo la funzione in (12.25) con F'(x).

Lemma 12.50 (Continuita della funzione integrale). Sia f € Li,..(I) e sia z9 € I. La
funzione F' & continua.

T

1
Dim Verifichiamo che preso un punto x; € I abbiamo lim ftdt = f(t)dt

T—T1 20 Z0

Per fissare le idee supponiamo x1 > xg e siano a,b € I con a < z1 < x < b. Mi limitero a

dimostrare hm F(z) = F(z1). Ricordiamoci che
.'17—>$1

Fla xl/fdt/f W+/fdt—W/f

Siccome f € Lla, b] risulta che f ¢ limitata in [a, b] e che quindi esistono m < M tali che
m < f(t) < M per ogni t € [a,b].
Ma allora per la monotonia dell’integrale
m(z —x1) < F(x) — F(x1) = / f(t)dt < M(z — 1) per ogni 1 < x < b.

T

e per i Carabinieri segue lim ft)dt = lim (F(x) — F(z1)) =0. O
z—zl Jay z—at

Teorema 12.51 (Teorema fondamentale del calcolo). Sia f € Li.(I) e sia zo € I. Sup-

poniamo che in un punto x1 € I abbia senso ed esista finito il limite lim f(z) = f(z7]).
I—)Jfl
Allora la funzione integrale ammette derivata destra in x1 che é data da
i) = f(a}). (12.26)

Se invece ha senso ed esiste finito il limite lim f(z) = f(x;) allora la funzione integrale
T—T]

ammette derivata sinistra in x1 che ¢ data da
Fl(w) = f(7)- (12.27)

Quindi se f(z]) = f(z7) € R allora la funzione integrale ha derivata in x1 con F'(x1) =

f(z1).

Dim. Ci limiteremo a dimostrare (12.26). Consideriamo per z > x;

r)— F(z L f(t)dt
F( ifl( Dty = oy £( x;:flo f(t) )
v d — 1‘+ xTr — X x
A SORZIEDEZE) L 0 - sy an
T I x I
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Usando la disuguaglianza triangolare abbiamo

F(x) = F(a1)

1 T
— flzh)] < t) — f(x])] dt.
et < 2 [l - s
Ora siccome lim+ f(z) = f(x]) sappiamo che per ogni € > 0 esiste un é, > 0 tale che per
m—>zl

1 <t<z<x +Jd abbiamo

—e< J(t) - faf) < e

Pertanto inserendo nella formula precedente otteniamo che per x1 < x < x1 + d«

1 X
/ edt = e.
r — T z1

i, (FEZTE ) ) -

x—mf‘ r— T

e cioe (12.26). O

‘F(x)F(xl) _ f(xir) <

r — T

Questo significa che

Esercizio 12.52. Sia f : [a,b] — R una funzione eguale a 0 eccetto in un numero finito di

punti di [a,b]. Dimostrare che / f(t)dt =0 per ogni x € [a,b).

Risposta. Per ogni punto z; € [a,b], anche nei punti di discontinuita, si ha f(z]) =0
(se x1 < b) e f(xz7) =0 (se z1 > a). Pertanto, la funzione F(z) = [ f(t)dt ha dappertutto
derivata nulla e pertanto & costante. Siccome F(a) = 0, segue che F(z) = [ f(t)dt = 0
per ogni z € [a, b).

Il precedente teorema 12.51 implica immediatamente quanto segue.

Corollario 12.53 (Teorema fondamentale del calcolo per funzioni continue). Sia f € C°(T)
e sia xg € I. Allora la funzione F definita in (12.25) ¢ in C1(I) con F'(x) = f(x) per ogni
xz el

Definizione 12.54. Una funzione f : (a,b) — R si dice primitivabile in (a,b) se esiste una
funzione derivabile G : (a,b) — R tale che G'(z) = f(x) per ogi « € (a,b). La funzione G
viene detta una primitiva di f.

Esempio 12.55. Ogni funzione f € C°(a,b) & primitivabile in (a,b) visto che F & una sua
primitiva.

Esercizio 12.56. Sia f : (a,b) — R primitivabile e sia G1 una sua primitiva. Dimostrare:
1. Per ogni costante ¢ € R anche Gy := G1 4 ¢ € una primitiva di f.

2. Sia G3 un’altra primitiva di f. Allora esiste una costante cq tale che Gg = G1 + ¢g.
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Esempio 12.57. La funzione gradino di segno sign: R — R deﬁm'ta da

1 perxz >0
sign(x) = ¢ 0 perx =0
—1 perxz <0

non é primitivabile in R. Per assurdo supponiamo che lo sia, e che abbia una primitiva G.
Quindi in particolare esiste G'(0), con G'(0) = sign(0).
Per x # 0 abbiamo

PO o _J 1 perxz>0
G'(x) = sign(z) = {—1 per x < 0
Notiamo allora che
Gh0) = tim S =GO _ o i) = tim 121,
z—0t x z—0+ z—0*

dove la seconda uguaglianza € una consequenza della seconda regola dell’Hopital. In modo
analogo

G.(0) = lim C@) =GO _ iy G'(z) = lim (-1) = —1.

r—0~ X z—0~ x—0~
Siccome G1,(0) # G%(0), seque che G'(0) non puo esistere, e quindi si ottiene un assurdo.
Esercizio 12.58. Dimostrare che la funzione gradino di Heaviside H : R — R

1 perx >0
H(z)=1 3 perz=0
0 perxz <0

non € primitivabile in R.

Esercizio 12.59. Dimostrare che la funzione parte intera [z] : R — Z C R non é primi-
tivabile in R.

Esercizio 12.60. Supponiamo di avere due funzioni f1, fo € C°(a,b) e che zo € (a,b).
Consideriamo la funzione

flz) = {fl (@) s > o (12.28)

fa(x) se x < xo.

ottenuta “incollando” f1 e fo nel punto xg. Dimostrare che
f & primitivabile in (a,b) se e solo se fi(xo) = fa(zo),

Esempio 12.61. Non tutte le funzioni primitivabili sono continue. Ad esempio, la funzione
fR—=R

_ sin(%) per x # 0
f(:c)—{ 0 per x =0,
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e primitivabile in R pur non essendo continua nello 0. Per dimostrarlo ricordiamoct dell’esempio
9.25. Risulta che posto
x2 cos (%) perxz #0

0 per x =0,

Glz) = {

st ha che
29:cos( )+sm(1) per x # 0

0 per x =0,

G'(z) = {

La funzione
1
h(x) = 2z cos (z) perxz #0
0 per x =0,

¢ continua in R e dunque é primitivable. Sia K una sua primitiva. Siccome f(z) = G'(z) —

K'(z) = (G — K)'(x) per ogni x € R, possiamo concludere che f é primitivable.

v 1
Esercizio 12.62. Dimostrare che la funzione F(x) = / sin <t> dt é una primitiva in R
0

ia (1
della funzione f(x) = {81n()(:;))((3rp$€7"_$07é 0

Abbiamo il seguente utile corollario del Teorema fondamentale del calcolo.

Corollario 12.63 (Teorema di valutazione). Sia f € C°([a,b]) e sia G € CY([a,b]) una
primitiva di f in (a,b). Allora

b
/ f(z)dz = G(b) — G(a). (12.29)

Osservazione 12.64. Data G : [a,b] — R poniamo G(x)]z = G(b) —G(a). Quindi la formula
(12.29) puo essere scritta come

b
/ f@)dz = G (12.30)

Dim. Sia F(z / f(t)dt. Allora dal Teorema fondamentale del calcolo F' & una

primitiva di f in (a,b). Inoltre dal lemma 12.50 abbiamo F € C%([a,b]). La differenza
F — G ¢ una funzione in C%([a,b]) con derivata nulla in (a,b). Dall’esercizio 9.9 segue che
F — G ¢ una funzione di valore costante ¢ € R. Ma allora

F(b) — F(a) = (G(b) + §) — (Gla) + ) = G(b) — G(a)
e siccome ,
/ f(x)dz = F(b) = F(b) — F(a)

segue anche (12.29). O
Ecco alcuni esempi di primitive importanti, dove C' ¢ una qualsiasi costante.
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1. 2% per a # —1, primitive % 1 e
2. z~! | primitive log || + C

3. e* , primitive e* + C

4. ﬁ , primitive arctanx + C

D. ﬁ , primitive arcsinz + C'

6. sinx , primitive —cosz + C

7. cosx , primitive sinx + C

8. sinhz , primitive coshz + C

9. coshxz , primitive sinhx + C

10. cos12 — , primitive tanz + C

Esempio 12.65. Calcoliamo i polinomi di McLaurin di arctan(z). Abbiamo (arctan(z))’ =

e l’espansione

1+ 22

1 " .

3 = Z(_l)JxQJ + o(z). (12.31)

+x s
Pertanto
arctan(z) :/ T —/ D (=1t o(t?) | dt = Z(—l)J/ ¥ dt +/ o(t*™)dt

0 0 : ~ 0 0
7=0 7=0

2]—1—1 T
= Z / o(t*™)dt.
0

Osserviamo che la funzione o(x®") in (12.31) & in C*°(R). Lo funzione o(z*") nell’integrale
¢ la stessa della o(z*") in (12.31). Osserviamo anche che

/z o(t*™)dt = o(x*" 1),
0

Questo lo si vede ad esempio applicando la regola dell’Hopital ed il teorema fondamentale
del calcolo

t2n Z€2n 2n
lim fo = lim —(fo ) = lim _ol@™) _ =
z—0  g2ntl a—0  (a2ntly =0 (2n + 1)x2"
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Ma allora

arctan(z) = 2:(—1)J

J=0

¢t da i polinomi di McLaurin di ordine 2n + 1.

Esempio 12.66. Dall’esame del 20/06/2016. Calcolare il polinomio di McLaurin pe di
arctan(1 + z?).
Partiamo da

(arctan(1 + 22))’ 2z 2z 1
arctan X = = =X .
1+ (14222 24222424 1422+ 2

Ora a partire da

2

1 o 4
— = E (=1)7y? + o(y?) sostituendo y = x* + T
14y = 2

1 xt x4 2 xt 2
S I (- R 2, T 2 T .
142242 <x+2>+(m+2> +0<(x+2>

otteniamo

Notare che

4\ ?
o<<$2+> ) = o(zt)

2

e che . .

1
o1 (22T +x4+0(x4):1—a:2+£+0(x4)
x4

ci da il polinomio di McLaurin di ordine 4 della frazione. Pertanto

1 5

O R 5
x1+x2+% =z —az°+ 5 + o(x?)
ci da il polinomio di McLaurin di ordine 5 di (arctan(1 + x2))’.
Infine
xT T x t5
arctan(1 + 2?) = arctan(1) + / (arctan(1 + %)) dt = 1 + / (t—1t3 + B + o(t))dt
0 0
2 4 6
T ooxt It
=+ -+ 40

4 2 4 12

ci da il polinomio di McLaurin di ordine 6 di arctan(1 + z?).
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1
Esempio 12.67. Dall’esame del 16/06/2016. Approssimare / sin(z?)dz con un numero
0

razionale e con un errore minore di 10071,
Consideriamo ’espansione

n . y2j+1
sin(y) = 1)Y=+ F
() ;)( ) CTE] 2n+1(Y)
Notare per la formula di Lagrange
(2n+2) 1
sin c
| Bony1(y)] < |(2n+2)(!)|y2n+2 per un ¢ compreso tra 0 e y = |Fapt+1(y)| < mym#ﬂ'
Allora sostituendo y = x>
2 -  at 2 2 1 dn+4
. - Y n
sin(z”) = Z( 1) 2+ 1) + Ean+1(27) con |Egpia ()] < @n +2)] :

J=0

Allora

n

1 1 4542 1
in(z? = —1)’ T T 22)dx .
/0 sin(z?)dz = E ( 1)3/0 ( )!d —i—/o Eopt1(z)d (12.32)

s 27 +1

con la sommatoria un numero razionale e con

1
1 2:5=10pern=20
/0 ’ 2n+1($ )\dx = (2n+2)!(4n—|—5) {4!-9:216 pern =1

Pertanto la sommatoria per n =1 in (12.32) soddisfa la richiesta.

Esempio 12.68. Verificare che

d 242z 3 3
ol arctan(t)dt = (2z + 2) arctan(z? + 2x) — 3z%e® arctan(e® ).
T Jou

Definizione 12.69 (Integrale indefinito). Dato un intervallo I e data una funzione f €
C%(I) denoteremo con [ f(z)dx la generica funzione primitiva di f. Il simbolo [ f(z)dx
viene chiamato 'integrale indefinito di f.

Quindi ad esempio [ sin(z)dz = — cos(z) + C. Integrali del tipo f12 sin(x)dx vengono

invece chiamati integrali definiti.

12.1 Integrazione per parti

Proposizione 12.70 (Integrazione per parti). Dato un intervallo I e date f,g € C*(I)
vale la sequente formula per integrali indefiniti:

/ f'() g(a)de = f(x)g(z) - / f(2)g (2)d. (12.33)
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Dato un intervallo [a,b] e date f,g € C*([a,b]) vale la sequente formula per integrali efiniti:

b b
/ f(z) g(x)dx = f(x) g(m)]z — / f(x) g (x)dx. (12.34)

Dim. La formula (12.33) & basata su
Fla=(f9) —fd

Integrando otteniamo

[ @ g@is = [(#@)g@)de - [ 1) g @)z

[0 @)de = s gte) +

Ignorando la costante C, che si pud sempre pensare come contenuta in [ f(z) ¢ (z)dx,
otteniamo (12.33).
La formula (12.34) ¢ basata su (12.33). Infatti, utilizzando il teorema di valutazione (corol-

lario 12.63) abbiamo
[ 1= (f s
- (f(ac)g(x) -/ f(w)g’(w)dw)L

dove abbiamo ottenuto la seconda riga sostituendo il termine a sinistra d1 (12.33) col termlne
a destra. Ora utilizziamo il fatto, facile da verificare, che (h(z) — k(z ))] = h(x )] k(z )]
per concludere che

(- [ f(a;)g’(w)d:c)]z ~ f@atal - ([ f(x)g’(x)da:)]i s
= fa@)gtalls— [ 1) g @)da

dove all’ultimo abbiamo utilizzato ancora una volta il teorema di valutazione, che garantisce

/ " f) f (2 = (/ f<x>g'<x>dx)E

Le formula (12.35)—(12.36) implicano (12.34). O

Esempio 12.71. fxe = [x(e )’da::xex—fezdx:xe’”—ex—i-C
[ame® = [a"(e®)dx = a"e® —n [ 2" le%dx

Per definizione

(12.35)

[ x%e* =2a?e —2xe +2¢e* + C

Jxsinz = [x(— cos:c)d:c——:ccos:z:Jrfcosxdx——xcos:z:JrsinerC
Jam smx—fac —cos ) d:c——x cos:c—i—nfx Lcos zdx

[(z+2%)e® = [ze® + [2%e* =2%e” —ze® +e* +C
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Esempio 12.72. In generale per p(z) polinomio [ p(x)e®dx = p(z)e® — [p'(x)e”
[ p(z)sinzdr = —p(z) cosx + [ p'(z)cosz
[ p(z) coszdz = p(z)sinz — [ p/(z)sinz dove la logica sottostante é che p'(x) ha grado

di una unita minore del grado di p'(z). Pertanto applicando la formula un numero sufficiente
di volte ci si riduce agli integrali [ e, [cosz e [sinz.

Esempio 12.73. Caso con integrazione per parti 2 volte. Partiamo da

/ e’ sin zdx.

. 7 . .
/em sinzdr = /(ex) sinzdr = e"sinx — /ew cos zdr.

A prima vista non sembra che ci abbiamo guadagnato tanto, visto che partiti da [ €* sin xdx
siamo arrivati a [ e*cosxzdx che in termini di difficolta é ovviamente uguale. Tuttavia,
prosequiamo nell’integrazione per parti ponendo €®cosz = (e*) cosx (e non e*cosx =
e®(—sinx)!, perché altrimenti si torna indietro)

Iniziamo con l'integrare per parti.

. /. .
/em sinzdr = /(e"”) sinzdr = e"sinx — /ex cos xdx =
. / . .
=e’sinz — /(ex) coszdr = e"sinx — e* cosx — /ex sin zdzx.
Arrivati a questo punto, a prima vista non ci si € guadagnato tanto, visto che partiti da

[ e*sinadx siamo tornati a [ e*sinzdz. Se perd confrontiamo il primo termine della for-
mula con 'ultimo scrivendo

/ez sinzdx = e*sinx — e cosx — /ex sin zdx

ct accorgiamo che questa puo essere pensata come una equazione con incognita fe:” sin xdx
che, risolta, ci da

2

Ovviamente non dobbiamo dimenticare la costante di integrazione, ossia la risposta finale é

T o3 X
. e?sinx — €% cosx
/exsmxda:: 5 +C.

. eTsinx —e*cosx
e’ sinxdx = .

Esempio 12.74. Abbiamo
, 1
logzdr = [ 1logzdr = [ (x) logzdr = xlogx — [ x—dx = xlogz — z + c.
x
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12.2 Cambio di variabile

Lemma 12.75 (Cambio di variabile per integrale indefinito). Siano I e J due intervalli.
Siano u(x) : I — J e f(u): J = R conu € CY(I) ed f € C°(J). Denotiamo con [ f(u)du
le primitive di f(u). Vale la formula

/ Fu(@) o (@)dz = ( / f(u)du) (u(z)). (12.37)

Osservazione 12.76. La formula viene spesso scritta come

/f(u(x))u’(x)da::/f(u)du (12.38)

dove ¢ implicitamente inteso che il termine di destra va composto con la funzione u(z).

Dim del lemma. Abbiamo per definizione

- [ )@ = fu(e) @) (12.30

Poniamo ora F(u) = [ f(u)du. Notare che F'(u) = f(u) Abbiamo, applicando la regola
della catena J
2 F(u(a) = F(u(w))u (@) = Flua)u (). (12.40)
x

Quindi, essendo le derivate in (12.39)—(12.40) uguali, i due termini di (12.37) hanno la
medesima derivata e differiscono per una costante. Ma la costante e assorbita dentro gli
integrali.

Esempio 12.77. Partendo da [ Tizdx poniu =1+ x2. Allora du = 2zdx

x 1 /1. 1 1 )

Esempio 12.78. Partendo da 2+2 poni V2u = x, allora V2du = dx ed abbiamo

/ 4 tanu + C = —— arctan(~%) +
—_ arctan u = — arctan(—=
VRl 2t
In generale si ha [ mzdfag = éarctan(%) +C.
Esempio 12.79. Partendo da [tanzdzr = [ zgéidx poniu = cosx, du = —sinz ed allora

d
/tanmda::—/u:—log|u|+C’:—log|cosa:|—|—C.
u

Esempio 12.80. Partendo da [ ;—i‘%daz poniu =x + 7, du = dz, ottenendo

/U_Gdu—/(l—6)du—u—610g]u\+C—m—610g|x+7|+C.
u

u
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Esempio 12.81. Abbiamo

1
/arctan xdx = x arctanx — / 1 fo dx = x arctanx — 3 log(1 + 2?) + C.

Esempio 12.82. Partendo da [ v/ax + bdx poni u = ax + b, du = adz, ottenendo

a‘l/\/ﬁdu: 33u 0= Llazb)t e

a 3a

Esempio 12.83. Partendo da

/COSQn_H(.%') sin™(z)dz = /(1 — sin?(x))" cos(z) sin™ (x)dx
poni u = sin(x), du = cos(z), ottenendo

/cos2"+1(:c) sin™(x)dx = /(1 — u?)"u"du.

Esempio 12.84. Partendo da

/sin2n+1(:):) cos" (x)dx = /(1 — cos?(z))" sin(x) cos™ (x)dx
poni u = cos(x), du = —sin(x), ottenendo

/sin2”+1(:1c) cos" (z)dx = — /(1 — u?)"u"du.

Esempio 12.85. Partendo da

/ §in?"(2) cos?™ (z)dar

, o 14-cos(2 . 1—cos(2
conviene sostituire cos?(x) = +C°28( 2) ¢ sin?(x) = 0025( 2) ottenendo

[siayeomoyia - [ (L) (1 ama))”

Ad esempio

. 1 1 x  sin(2z)
2 = — —_— = — —
/sm (z)dx = 5 /d:v 5 /cos(2x)dx 5 1 +C.

Esempio 12.86. Sia ax? + bz + ¢ un polinomio con A = b? — 4ac < 0.Calcoliamo

/1da;
ax?+bxr+c
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Preliminarmente scriviamo

2a 402 '@  4a?

N b\? 4dac—b? N b\2 A
T+ —] — =al|lz+—) ——
2a 4a? 2a 4a?

b b2 b2
ax2+bx+c:a(x2+2m++c >

=a =a

AR
2a 4a?

Allora
1 1 1 b
————dr =~ d C ot 2 dy = do divent
/ax2+ba:+c z “/(x+2€1)2+|§2| x [pery x+2a’ Y x diventa |
1 1 A A
:/Ady [per y = | |z, dyzﬂdz diventa/
a y2+|2| 2a 2a
4a
VIA]

1 1 2 2 2
= - _2a / dz = arctan(z) + C = arctan ( a y) +C
a

2417 Al

2a b
= ——(z + — C
VAT (m( *28) *

Lemma 12.87 (Cambio di variabile per integrale definito). Siano [a,b] e J due intervalli
e siano u(x) : [a,b] — J e f(u): J = R conu € C*([a,b]) ed f € C°(J). Vale la formula

b u(b)
/ Flu(@) o ()de = / F(u)du. (12.41)
a u(a)

Dim. Dal teorema di valutazione applicato due volte e dal Lemma di cambio di variabile
per integrale indefinito

b

/ab fu(x)) o' (z)de = (/ f(u(x))u’(x)dq:>

- </f(u)du> (u(l’))i: /f(U)du

Esempio 12.88. Calcoliamo

1 1 /2
/da:\/1+4a:2:2/ dr 1+ 22.
0 0

Utilizziamo il cambiamento di variabile x = sinht e dx = coshtdt. Abbiamo inoltre

a

= / f(u)du.
u(a) u(a)

(1 + sinh? t)% = cosht.
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Per ty tale che sinhtg = 2 abbiamo

1 2 1 to
2/ d$\/1+x2:2/ dt cosh?t.
0 0

Utilizziamo ora lidentita (da dimostrare per esercizio)

h(2t 1
cosh?t — COS(2>+

Pertanto

1 [t 1 [to 1 [t to 1

2/0 dt cosh?t = 4/0 dt + 4/0 cosh(2t)dt = 7 + 1 sinh(2t)
sinh(2tg) si puo calcolare da

sinh(2ty) = 2sinh(ty) cosh(ty) = 2sinh(tg)4/sinh?(to) + 1 = 4v/5.
to lo otteniamo da (8.20) che ci da
to = log (2 + \/5>

Quindi

1
/ dm\/1+4m2—ilog<2+\/5>+ﬁ.
0

2

12.3 Espansioni di Hermite di funzioni razionali
Cominciamo con un esempio

Esempio 12.89. Per opportune costanti A, B e C scrivere

1 A B C
—_ = — . 12.42
3 — 322 4+ 22 x+x—1+aj—2 ( )

Per prima cosa osserviamo che 3 — 322 + 2z = x(x — 1)(x — 2). Questo stabilisce un nesso
tra le funzioni a sinistra ed a destra in (12.42). Quindi si tratta di trovare costanti A, B e

C tali che
1 A, B C
rz—1)(z-2) 2 z—-1 x-2

(

Per trovare A incominciamo col moltiplicare (12.43) per x ottenendo

1 _Aq Bz n Cx
(x—1)(z—2) r—1 z-2

(12.43)

Ponendo x = 0 otteniamo



Per trovare B moltiplichiamio (12.43) per z — 1 ottenendo

1 Alx —1) C(z—1)
= B+ —=.
z(x —2) x e x—2
Ponendo x =1 .
r(x —2)|,,
Per trovare B moltiplichiamio (12.43) per x — 2 ottenendo
1 A(x—-2) B(x—-2)
= C.
x(x—1) x * x—1 *
Ponendo x = 2 otteniamo
oo 1 1
Szl —1)|,m, 2
Quindi
L ;1 2
—_— = - — . 12.44
3 —3x2+2x x x—1 x-2 ( )
Notare che il fatto che in questo particolare esempio
1 1
A+B+C’:§—1+§:O. (12.45)

non e casuale e ci ritorneremo

Esempio 12.90. Abbiamo

1 1 |z(z — 2)]
5 g [ VT2 .
/x3—3x2+2x / /x—l x—2 og( |z — 1] +C

L’espansione (12.44) ¢ un caso particolare di espansione di Hermite.

Teorema 12.91. Sia R(z) = ggz) con P(z) e Q(z) due polinomi. Sz’a’ grado di P < grado di Q) ‘

Sian > 1 il grado di Q, {zj};?zl le sue radici, m; € N la molteplicita di ciascuna radice z;
e sia

~—|

Q(z) =an(z—21)"™ oz — 2z1)™*
la fattorizzazione dal Teorema fondamentale dell’algebra, se veda teorema 2.2. Allora es-
istono per ogni j = 1,...,k delle costanti Aj, con £ =1,...,m;j tali che

k A
R(z)=> > —F—. (12.46)

La scelta di costanti € univoca, ed inoltre le costanti sono date dalle sequenti formula:

1 d mj—£ .
M= (3) | RO, (12.47)
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Non dimostriamo il teorema, anche perche formula (12.47) travalica in contenuti del
corso di analisi matematica 1.

Osservazione 12.92. Attenzione che per grado di P > grado di @ il teorema & falso!

Esempio 12.93. Consideriamo R(z) = (22_}_1)2 = (z—z’)21(z+z')2' Quindi £i sono le due radici
del denominatore, entrambe di molteplicita 2. Pertanto (12.46) in questo caso diventa

1 A B c D
+ +

G 2G+i? z—i svi G- GriE

I termini piu facili da calcolare sono C' e D. Per calcolare C applichiamo (12.47) per
m;=L0=2¢ez =1i:

1 1 1
_ — ) 2 = - ) 2 = =7
C = R(2)(z —1) ‘zz’i (z—i)2(z + Z’)Q(Z i) (=4 i)? o 4
Per calcolare C' applichiamo (12.47) per m; =0 =2 e z; = —i:
1 1 L
C=R )?],, = V| = T4
(2)(z +1) ‘z:Z (2_1)2(2_’_2')2(24-@) o (2=9)?] 4
Per calcolare A applichiamo (12.47) per mj =2, { =1 e zj = i:
d d 1 —2
_dp a2 S —
dz( (2)(z —1) )m dz (z+14)?|,_;, (2+1)3|,_;
_ -2 _ 2 __:
(263 =23 4
Per calcolare B applichiamo (12.47) per m; =2, { =1 e zj = —i:
d d 1 -2
B= B e vl
e i M e
NE N
(263 =23 4
Pertanto abbiamo
1 i1 i1 11 11

S S - - . 12.4
212 d2—id1:+i 4G 1G1i? (12.48)

Notare che formalmente

1 1 1 1 1d<1 1>1dz
1 - * -

(z—i)2 4 (z+4)?% 4dz\z—i z+4i) 2dz22+1

Notare che

i 1 1\ i -2 1 1
A4\z+i 2—4) 42241 2 22+1
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Questo giustifica per z = x € R abbiamo

1 1 1 1d =

(x2+1)2 2 211 2dra? 41
ed in particolare la formula
dx 1 1 =z
———— = —arct ——+C.
/(x2+1)2 g ¢ am(m)jL2902+1+

(2 +3)

Esempio 12.94. Calcolare /:1:3—3:E2+2:U

Dal teorema 12.91 abbiamo
2 +3 x? A B C

23 —322 422  a(r—1)(z —2) L R

per una scelta di A, B C. Una volta trovate le costanti si ha

2
3
/amdx:AIOQﬂ+Blog]$—1\+010g|x—2|—|—c.

Applicando (12.47) per m; =1 = £ abbiamo

_ (2®+3) 3
A_(x—l)(x—Q) 2
B (m2+3)
=iyl
_(m +3) _z
(‘T_]')x2 2

Ricordiamo che nell’esempio 12.89 si aveva A+ B+ C = 0 e si era detto che questo non
avveniva per caso. Qui invece

3 7
A+B+C:§—4+§:17A0, (12.49)

ed anche questo non é per caso. Ch ritorneremo dopo.
Esempio 12.95. Come abbiamo gia osservato in Osservazione 12.92 una formula del tipo

3 +3 A B C

:E3—3:r2+2x_ac+x—1+:n—2

e falsa per qualsiasi scelta di A, B C'. Infatti se fosse vera per un scelta di A, B C' avremmo

1= 1 3 +3 i A+ B . C 0
=lim ———————— = lim | = =
z—=oco g3 —3x2 +2x =z \ax x—1 x—2

che & assurdo.
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Discutiamo ora la decomposizione di Hermite per funzioni R(z) = gzg con P(z) e Q(z2)

due polinomi con | grado di P > grado di Q ‘ In questo caso, si divide P per @. Il quoziente

¢ un polinomio ¢, c’¢ un resto r con ’ grado di r < grado di Q‘ e vale 'uguaglianza

P(z) = Q(2)q(z) + r(2).

Allora
PR Qe ) ()
=00~ a0 9T on
r(2)

dove ¢(z) € un polinomio ed a 26 si puo applicare il teorema 12.91.

Esempio 12.96. Possiamo scrivere

z? +3 _1‘3—3:L‘2+2:z+3x2—2x+3_ N 32% — 2z + 3 A, B C
—322+2r 23-322+22 a3 —22+4+21 r(z—1)(z—-2) r -1 x-2
dove
3x2 —2x + 3 3
A:— — —
(-1 -2 2
B:33:2—2x+3 _ 4
r(x—2) |,
C:3x2—2x+3 :E.
x(x_l) =2 2

Esercizio 12.97. Dimostrare che l'uguaglianza

<.

Z] O'IJ i A

[T=i(z —3) P
¢ falsa per qualsiasi scelta di Ay, As,..., Ay.

2 A A A
Esercizio 12.98. Sia f(z) = * -4 2 4
xt+azxd+asrl+air+ay T—21 T—29 T — T3

la decomposizione di Hermite della funzione razionale f(x), dove supponiamo x1 <
T — x4
T < x3 < x4. Dimostrare che A1 + Ay + As + Ay = 0.

Risposta. Abbiamo

73

I i o
rrtbo zf(2) 20 72 + a3z + asx? + a1z + ap =0
Abbiamo anche
A A A A
lim zf(z) = lim x( Loy = s >:A1+A2+A3+A4.
r—+00 T—+00 r — X1 r — X2 Tr — X3 T — X4

Confrontando i limiti si ottiene il risultato indicato. O
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13 Integrali impropri

—dz, —dzx, e x.
o l+at 0 VT R

Si noti che si tratta di integrali o su intervalli infiniti o di funzioni non limitate.

Esempi sono

Definizione 13.1. Sia f € Lj..([a,b)) (vedere def. 12.48) dove a € R e b € RU {+o0}.
Diciamo che f & integrabile (o sommabile) in [a, b) se esiste ed & finito il limite
R

]%LI?_ ; f(x)dz. (13.1)

b
Denotiamo questo limite con / f(x)dx e lo chiamiamo integrale di f in [a,b).
a

Esercizio 13.2. Sia f integrabile per Darboux in [a,b]. Dimostrare che allora f é integrabile
nel senso della definizione 13.1 in [a,b) e che l'integrale di Darboux di f in |a,b] e lintegrale
della definizione 13.1 coincidono.

Definizione 13.3. Sia f € Lj,.((a,b]) (vedere def. 12.48) dove a € RU {—oc} e b € R.

Diciamo che f ¢ integrabile (o sommabile) in (a, b] se esiste ed ¢ finito il limite

b
lim /R f(z)dz. (13.2)

R—at

b
Denotiamo questo limite con / f(z)dx e lo chiamiamo integrale di f in (a,b].
a

Esercizio 13.4. Sia f € Lj,c(]a,b)) e sia c € (a,b). Dimostrare che f ¢é integrabile in [a,b)
se e solo se é integrabile in [c,b).

Esempio 13.5. La funzione x~P ¢ integrabile in [1,400) se e solo se p > 1.
In effetti per p # 1 abbiamo
R
1 1
/ —dr = —— (Rl_p - 1)
1

P 1—p

ed abbiamo
1 400 per p<1

lim —— (R"P —1) =
R—lglool—p( ) {pilperp>1.

Per p =1 abbiamo flR 1dz =log R — +oc.
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Esempio 13.6. La funzione x~P ¢ integrabile in [0,1] se e solo se p < 1.
In effetti per p # 1 abbiamo

1
ida: = . (1 — elfp)

€ xP 1-— p
ed abbiamo

1 >1
lim —— (1—¢"77) = {—I—looper’ p
1= per p < 1.

Per p =1 abbiamo fgl 1dr = —loge — +00.
Varie proprieta dell’integrale definito

e f e g integrabili in [a,b) = f + g integrabile in [a,b) con

/ab(f+g)=/abf+/abg

e C € R e f integrabile in [a,b) = C'f integrabile in [a,b)
lcf=cl}t
e f e g integrabili in [a,b), f(x) < g(z)Vzx € [a,b) = f;f < fabg )

e perc € (a,b),
/fdx—/fd:ch/fdx

Teorema 13.7 (Aut aut). Sia f € Li,([a,b)) con f(x) > 0 per ogni x. Allora il limite
li 13.3
Jm [ 13
esiste, finito o infinito.

R
Dim. Poniamo F(R) = / f(z)dz. Risulta che F :[a,b) — R é crescente. Infatti, se
Ry < Ry abbiamo ¢

Ry R Ry
F(Ry)= | [flx)de= [ [flx)de+ [ f(z)de > f( )dx = F(Ry)

a a R1 a

R>
dove abbiamo utilizzato f(z)dz > 0 che seque da f(x) > 0 per ogni x. Ma allora da

teorema 5.34 o dal teorema14.66 abbiamo

R
}%i_)nbl_ /a f(z)dr = Rli_)nbl_ F(R) = sup F([a,))).
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Teorema 13.8 (Confronto). Siano f,g € Li,([a,b)) con 0 < f(x) < g(x) per ogni x Allora
e con g integrabile in [a,b). Allora f é integrabile in [a,b).

R R
Dim. Da f(x) < g(x) per ogni x seque / flx)dx < / g(xz)dx per ogni R. Per il

confronto dei limiti seque

lim /aRf(x)da; < Rli_)IIbl_ /aRg(x)da: = /abg(x)da: (13.4)

R—b—

dove il limite per g esiste ed ¢ finito per ipotesi. Il limite per f esiste per il teorema di aut
aut. Dalla (13.4) seque che il limite per f é finito. Infatti si conclude

/a ’ flayde < / gl

3

O

+o0
Esempio 13.9. Verifichiamo se / e sommabile. Questa sommabilita ¢ equiva-
0

lente alla sommabilita di

1424

/+oo 333
o 1+t

per a > 0 qualsiasi (si veda esercizio 13.4). Ora risulta

3 41 1
= > -
1+t l+a 1t ™2
+o00 .’,12‘3
sea>1. Ora %x_l non € e sommabile in [a,+00) e quindi anche / T3 41 non lo é.
0 T

Teorema 13.10 (Confronto asintotico). Siano f,g € Liy.([a,b)) con 0 < f(z), 0 < g(x)
per ogni x. Supponiamo
lim —f(x)
z—b- g(x)
Allora se L € Ry, f ¢ integrabile in [a,b) se e solo se g ¢é integrabile in [a,b).
Se L =400 ed f ¢ integrabile in [a,b) allora g ¢é integrabile in [a,b).
Se L =0 ed g é integrabile in [a,b) allora f é integrabile in [a,b).

Dim. Omessa.

Esempio 13.11. Verifichiamo se

+00
/ (1 — tanh x)dz
0
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e sommabile. Ricordare che

r __ ,—T
tanhx = € -°
e che quindi
6—1‘
0<1l-—tanhz=2—— <27 %

Nota che

400 R
/ e *dr = lim e dxr = lim (1 — e_R) =1
0 R——+o00 0 R——+o00

T

e pertanto 2e~* & sommabile in [0,+00) ed anche (1 — tanhx) lo é per confronto.

+o0 1
/ log (1 + > dx
1 X

1
lim log (11+ x)
r— 400 z

Esempio 13.12. Verifichiamo se

e sommabile. Ricordare che

=1

T

e che quindi siccome f1+°° d? non esiste finito neanche il nostro integrale esiste finito.

+o00 1
/ log (1 + > dx
1 P

e sommabile esattamente quando p > 1. Segue da

Esempio 13.13. Risulta

log(1~|—x%) _q

1
T—+00 =

e dal fatto che siccome ffroo ad:—‘; esiste finito esattamente quando p > 1.

Esempio 13.14. Consideriamo l’esempio legato all esempio 12.89, dato da

teo 1 . RraA B c
= 5 = Jim —+ + dx
3 x°—3r°+2r R-otoo 3 r -1 x-2

_ o A 1\B(, _ 9\CY _ A9BY _ 1 A+B+CY _ A9B
—Rgrfoolog(m (z —1)"(z —2)%) —log (342") Rgrfoolog(:z: ) —log (3727) .

Notare che da hT w =1 e dall’integrabilita di x=3 in [3,4+00) seque che il nostro
T——4-00 =N
x3

integrale deve essere convergente, cioé il limite sopra deve essere finito, e questo necessari-
amente implica A+ B + C = 0. Ed infatti sappiemo che A = C =1/2, B = —1 L’integrale

e dato quindi da
5 < / )
—log| — | =log| — | > 0.
2 < 5 g /3
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1

1 _
Notare che z—g > = z(z—1)(z—2

positivo.

y > 0 per x > 3 quindi il segno dell’integrale deve essere

Esempio 13.15. Consideriamo invece l’esempio legato all esempio 12.94, dato da

teo 2243 _ RrA B C
3 x°—3r°+2r Rotoo 3 r -1 x-2

_ A 1\B(,. _oC\ _ AoBY _ 1 A+B+CY _ AyB
—Rgrfoolog(m (z —1)"(z — 2)%) —log (342") REI—Eoolog(:l: ) —log (342") .

z2+3
13 —32242x

: = 1 e dalla non integrabilita di x=' in [3,400) segue che

Questa volta lim
r—r+00

il nostro integrale deve eafssere divergente, in particolare il limite sopra deve essere +00, e
questo necessariamente implica A+ B + C > 0. Ed infatti sappiamo che A =3/2, B = —4,
C=7/2conA+B+C=1>0.

Esempio 13.16. Abbiamo

"1 ERsep>1
nllglooz; P {: +oo sep < 1. (13.5)
=
In effetti abbiamo
n
1 n+1 1
DEE
= 1 [z
e questo percheé
/n+1 1 - /J‘+1 1 "1
Y R T A
Ora abbiamo per qualsiasi p
1
lim @ =1.
r—+00 —
xP

S1 noti qui che ﬁ € Lip[1,00)). Siccome xip ¢ integrabile in [1,00) se e solo se p > 1, per

il teorema di confronto asintotico seque anche —— é integrabile in [1,00) se e solo se p > 1.

[
Ma allora
. "1 . L dy ERsep>1
lim — = lim —
n—-o0 £~ jP n—+too g [x]P | = +o0 sep < 1.
]:

Notare che quando p =1 la successione (13.5) viene detta serie armonica.

Esercizio 13.17. Dimostrare che se f € L([a,4+00)) e se esiste ligl_l f(z) allora questo
T—r—+00

limite ¢ necessariamente uguale a 0.
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Esercizio 13.18. Dare l’esempio di una funzione f € L([a,+00)) tale che non esiste

lim f(x).

T—+00

Esercizio 13.19. Sia [a,b] un intervallo chiuso e limitato. Sia f : [a,b] — R con f €
f € L([a,b)). Dimostrare che se f ¢é limitata in [a,b] allora f é integrabile nel senso di
Riemann—Darboux in [a,b].

Esercizio 13.20. Dare l’esempio di una funzione integrabile nel senso di Riemann—Darboux
in [a,b] e che ha infiniti punti di discontinuita in [a,b].

Definizione 13.21. Sia f € Lj,.([a,b)) dove a € R e b € RU {400}. Diciamo che f &
assolutamente integrabile (o assolutamente sommabile) in [a,b) se |f| € integrabile in [a, b)

Teorema 13.22. Sia f € Lj,([a,b)). Se f ¢é assolutamente integrabile in [a,b) allora f é
integrabile in [a,b).

Esempio 13.23. La funzione w ¢ integrabile in [1,00) pur non essendo assolutamente
integrabile in [1,00). L’integrabilita si ottiene integrando per parti

/IR Sin;:v)d;p _ _/lR (Cosx(g;))/ _ cos(l) — COSRSR) - /lR cos(a)

Allora

R R

sin(x)

lim dr = — lim
R—+o00 1 X R—+o00 1 X

L’ultimo limite esiste ed e finito perché kf)j‘# < 272 e pertanto per confronto %&” e

assolutemente integrabile (e dal teorema 13.22 ¢ integrabile) in [1,00).
Tuttavia Smxﬂ non é assolutamente integrabile in [1,00). Infatti se fosse assolutamente
integrabile in [1,00) allora questo sarebbe equivalente all’assoluta integrabilita in [m,o0)

(vedere esercizio 13.4) Se si avesse assoluta integrabilita in [m,00), allora

00 | .+ (n4+1D)m | o n G+ | o
+ o0 >/ Mdm = lim / Mdm = lim Z/ de
i € i

n— o0 x n—00 4 g T
n G+ | o n n+1 (136)
S / J | sin(z)| p . 2 1 2 . 1 n
11m Q] adxr = 11m — —— — — 1lim - =T
~ n—oo = Jin (J+Dm n—0o T = +1 7 nooo P

dove nell’ultima uguaglianza abbiamo usato (13.5), e nel corso del calcolo abbiamo usato

(J+1)m T T
/ | sin(z)|dx = / |sin(z)|dx = / sin(x)dz = 2.
j 0 0

Confrontando gli estremi di (13.6) otteniamo 400 > 400, che é assurdo. Questo significa

che # non & assolutamente integrabile in [m,00).
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& 1
Esercizio 13.24. Stabilire se / log <1 + > tanh(x) sin(x)dx é convergente.
1 T

Esercizio 13.25. Dimostrare che per ogni p > 0 la funzione SH;*(;E) ¢ integrabile in [1,00)
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Esercizio 13.26 (Es. 3, 18 giugno 2018). Si consideri

*eltldt—2
% per x > 0,
f(z) = —1perz=20

e%—lperx<0.

1) Si determini xll}IJ?oo f(x).

X
Per 0 <z <1 abbiamo / elldt = 2. Perz > 1

0
x [z] -1 41 x [x]
]t — j wlgr = ©0 =L el = ol (L 1) -
/Oe dt Z/ edt—i—/me dt | + (z — [z])e e (6_1—1—96 [x])
j=0 7
Pertanto per x — +00
y y el?] (i +x— [x]) ; . —_—
xirfmf(x> T oo o ttdt + s oo [y tidt
0

dove il fatto che il secondo limite a destra ¢ nullo seque immediatamente dalla regola

dell’Hopital e da
lim —2 =0
r—+o00 7T

Notiamo ora che

[2] (L _

e =5 + 2 — [7] x

0< ( 1ac ) < ! +1 mei NSt
Jo ttdt e—1 o ttdt

dove il limite a destra vale per I’Hopital. Pertanto lim f(x) = 0.
r—r+00

2) Si dimostri che f € CO(R). Si tratta di verificare la continuita in 0. Abbiamo

lim (e% - 1) = lim (e —1)=—1

z—0~ Yy——0o0
ed abbiamo )
. . —Z Hopital . —
lim f(z) = lim —z—— 2 Jim — = -1
z—0t z—0+ fO ttdt z—0t+t ¥

3) si stabilisca in quali punti f'(z) esiste e la si calcoli ed altrimenti si calcoli derivata destra
fi(x) e derwata sinistra f(x). Per x <0 abbiamo f'(x) = —2~2ex. Inoltre f1(0) = 0.
Per x>0 con z ¢ N abbiamo

(el —2) [ etdt — ([ elldt — 22) 2®
(Jy ttdt)® '
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Per x € N vale esattamente la medesima formula per fi(x) mentre abbiamo

f(z) = (o=t —2) [ ttdt — ([ elldt — 2z) x‘”‘

(Jy dt)*

Infine, per I’Hopital,

. f($)+1 . ) _fu’l? ttdt—{—xx—H Hopital - _xw+$x+1 1Og($)+$x+1 + 27
S T S (@ o0, (Ef T gt dt)’ = tion, 227 [ ttdt
0 ) a— |
: xlog(x) + X Hopital
= lim ——+— =

1 2
i os@)+2 _

z—0t 2 fow ttdt z—0+ 2x®

Questo significa che il limite esiste ma non & finito, e quindi f}(0) non esiste.
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