Esercizio 1. Trovare massimi e minimi della funzione f(z,y) = 2% + xy + y* sulla regione di piano:

D={(z,y) eR?:a" +y" <1}

Soluzione. L'insieme D e chiuso e limitato pertanto la funzione f ammette su D massimo e minimo.
Per trovare i punti stazionari interni a D é sufficiente calcolare dove il gradiente si annulla e verificare
se tali punti siano interni a D. Per trovare gli eventuali punti di massimo o di minimo sul bordo di D
utilizzeremo il metodo dei moltiplicatori di Lagrange.

Si ha che:
2v+y=0
Vflz,y) =0&
f(z,y) {2y+x—0

La cui soluzione é data dal solo punto (0,0). La matrice Hessiana é data da:
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e pertanto

H(0,0) = G ;)

Per determinare se I'origine sia un punto di massimo o di minimo dobbiamo determinare se la matrice sia
definita positiva o definita negativa. Gli autovalori sono le soluzioni della sequente equazione in A:

’(2;A 21)\)’:0@(2—>\)2—1:0<:>(2—)\):i1<:>)\:1\/)\:3
Gli autovalori sono tutti positivi e pertanto I'origine é un minimo. Allo stesso risultato si poteva giungere
osservando che se y = 0, f(z,0) = 2% > 0 per ogni x. Se y # 0 allora

flay) =y° Kz)zﬂt g +1

1l minimo di f su D si realizza nell’origine e vale 0. Dato che non ci sono altri punti stazionari in D il
massimo deve realizzarsi sul bordo. Sia g(z,y) = 0 con g(z,y) = z* + y* — 1 I'equazione del vincolo.
Tutti i punti del vincolo sono regolari dato che Vg(x,y) = 0 < (z,y) = (0,0) che non appartiene al
vincolo. Definiamo:
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y

2Z24+241>0 VzeR

L(z,y,\) = f(z,y) + Ag(z,y) = 2> + 2y + > + A(2* +y* — 1)

Impostiamo il sistema:

oL
oz =0
oL __
9, =0
oL
ax =0

cioe:
2z +y+4Xx3 =0
2y +x+4)y>3 =0
wt+yt—1=0



Sommando membro a membro le prime due troviamo:

2 +y+4xx3 =0

3z +3y+4AN2} +1?) =08 (2 +y)[3+4N(2? — 2y +9*)] =0

4yt —1=0

Una prima soluzione ¢ data da y = —x che sostituita nell’ ultima equazione da:
2l =1 o=t =%/
xr = xr = _— = —
V2 2

Abbiamo trovato due punti:
P =(w,—w), P, = (—w,w)

— 4/l
conw = 3¢

Sex +y # 0, il sistema (1) e equivalente a:

2¢ 4+ y+4Xz3 =0
[B+4N(2? —ay+y?)] =0
wt+yt—-1=0

M
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da cui, ricavando y dalla prima equazione e sostituendo I'espressione cosi ottenuta nella seconda troviamo:

y = —2x — 4z
3+ 4dA[2? — (=22 — 4 2?) + (=22 — 4\23)?] =0
rt4yt—1=0

Semplificando otteniamo:

y = —2z — 4 >
64232° + 80N?2* + 28Xz +3 =0
4yt —1=0

La seconda equazione & una biquadratica in = che ponendo 22\ = ¢ diviene:

64t 4+ 80t2 4+ 28t +3 =0

Per tentativi applicando Rulffini si trova che tale equazione ha tre radici reali:

Il sistema proposto diviene allora equivalente al seguente:

y = —22 — 4 x> y = —2x — 4 23
2y _ _3 2y _ 1
4yt —1=0 4yt —1=0
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da cui sostituendo la seconda equazione nella prima otteniamo:

y=-2r+3rz==2x y=-2r+zr=-x
2y _ _3 2y _ _ 1
4yt —1=0 4yt —1=0

ed infine la prima nell'ultima trovando:
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le cui uniche soluzioni reali (x, y, A) sono date da:
_ ff \/T 3v2 _ _irf \/T 3v2
=AWV Ve ) 2T V21
5_%_%3\5 oo [_afl _af13V2
oAV Varg ) T 2 2" 4

Abbiamo trovato quattro punti:

[a—

[a—

P; = (w,w), Py = (—w,w), Py = (w, —w), Ps = (—w, —w)

sempre con w = Q/g . Si ha che:

£(Py) = f(Ps) = 307 = 3\/2
1

f(P) = f(P) = f(Py) = f(Ps) =w? = >

Il minimo di f su D si realizza in (0,0) e vale 0, il massimo si realizza in P3 e in Ps e ivi la
funzione vale 3\/g = BT\/i






Esercizio 2. Trovare massimi e minimi della funzione f(x,y, z) = xyz sulla curva + definita da:

P={(z,y,2) eR*: 2’ +y*+ 2> =dnaz+y=1}

Soluzione. Posto g(z,y,z) = 2® + y* + 2% — 4 ed h(z,y,2) = x +y — 1, il vincolo si esprime nella
forma:

h(z,y,2) =0

Si verifica facilmente che i due vincoli sono regolari dato che Vg(z,y,z) = 0 < (z,y,2) = (0,0,0),
punto che non appartiene al vincolo, mentre Vh(z,y, z) # (0,0,0) per ogni (z,y, z) € R3. Definiamo:

{g(x,y,Z) =0

»C({E,y,Z) = f(xvyvz) +>\g(x7y,z) +/J/h(.’E,y,Z) = $y2+>\(.’£2 +y2 +Z2 _4) +N(x+y - 1)

Impostiamo il sistema:

cioe:
yz+2 x4+ pu=0
rz+2 y+pu=0

zy+2Xz2=0
224y +22-4=0
r+y—1=0

Riscriviamo il sistema nel seguente modo:

yz+2 x4+ pu=20
xz4+2 y+p=0
zy+2Xz=0
24yt +22=4
r+y=1

Ricavando y dall’ultima equazione e sostituendo otteniamo

y=(1-2) y=(-u1) y=(-1)
I—z)z4+2 x+p=0 z—zz+2 x+p=0 z—xz+2 x4+ p=0
zz+2M1—xz)+p=0 Sexz+2 -2 r+pu=0 S qz+2u+22=0
z(1—2)+2X2=0 r—22+2\2=0 r—22+2\2=0
2+ -2r+1+22=4 202 —2x4+22-3=0 202 —2r+22-3=0

Ricaviamo ora z dalla terza e sostituiamolo in tutte le rimanenti:

y=(1-2) y=>01-=)

z==2(u+A) z=—=2(p+ A)

z—xz+2x+p=0 & q[-2p+N)]-z[2p+N]+2Xe+p=0
r—22+2\2=0 T — 22+ 2\ [-2(u+N)] =0

222 —2x+22-3=0 222 — 2z + [-2(u+AN)]*-3=0



Semplifichiamo trovando:

y=01-=2)

z==2(p+ N

A +2xpu -2 —pu=20
r—x? -4 \u—4X2 =0

202 — 20 +4p? + 8 \u+4X2 -3 =0

Infine sottraendo dalla quinta due volte la quarta e fattorizzando la terza troviamo:
y=(1-x)
z==2(u+A)
2z —1)(2A+pu) =0
r—a2 -4 \u—4X\2 =0
4 —4X\?—-3=0

Distinguiamo vari casi:

1. x = 5. In questo caso y = 5 e dal fatto che x* + y* + 22 = 4 troviamo z = i\/g. Non serve
proseguire i calcoli trovando X e i dato che abbiamo gia trovato le coordinate dei punti estremanti

che sono:
11 7 11 7
Pl_ (2727 2) PQ_ <2727_\/;>
2. p = —2\. Sostituendo nell’ ultima equazione troviamo due soluzioni
1 1
A 3 A2 —3

da cui deduciamo rispettivamente:
pr=-1 p2 =1
Troviamo ora i valori di x, y, z corrispondenti a questi valori di X e ;1

o (A p) = (3,—1). Dalla seconda troviamo = = 1, dalla quarta, x — x* + 2 — 1 = 0 cioe:

z—zrz—-1=0&21 = 5 V xo 5

e quindi:

1-v5 145
;T

Abbiamo trovato altri due punti estremanti:

P3:<1+\/571—¢5’1> b (1—\/5 1+¢571>

Y1 =

2 2

Posto %‘/5 =, si ha che:

1+\/51—\/5_1-—5__1
2 2 4




pertanto:

1-v5 1
2 9
e quindi:
1 1
P3:<<)07_51> P4:<_7@?1>
¥ ¥
* (X, ) = (—1,1). Dalla seconda troviamo z = —1, dalla quarta, x — 2* + 2 — 1 = 0 cioe:
1 1-
w27x71:0<:>m1: +\/5\/xzz V5
2 2
e quindi:
1-v5 1+V5
Nn=—p V=T

Abbiamo trovato altri due punti estremanti:

P5:<1+\/5 1—\/57_1> PG:(l—JE 1+\/57_1>

2 72

e quindi:

Essendo:

f(Pl)f<P2)\/372<1

f(P5)=f(Ps) =—f(P3)=—f(P1) =1

P5 e P sono punti di massimo, Py e Py sono punti di minimo.
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