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Integrale di Riemann

Dtisiyioe ( somme di Riemann)
Dott f :[a. b)→ IR e dato una

decomposizione
A ✗

•
= a < - - - - < Xsib

e scelto K intervalli [×
,_"
×
,]

Un elemento ×; c- [×,_" ×,] resta detinhi

la somma di Riemann

È ( ×, -×,-1

SID) = È (×,-×, _, ).int#-,-i,xiUSCDI---Zi.lx,-x,-inupfltxs-yxiD
state -2%1-1×5 ) (×,- ×,-le § (D)



A xàac - - - - < xsib

e scelto K intervalli [×
,_"
×
,]

Un elemento ×; c- [×,_" ×,] resta detinhi

la somma di Riemann

È ( ×, -×,-il

Def Una f :[uib] → IR è integrabile per
Russian

,
con integrale 1- c- IR

,
se

¥"°&%°⇐^%i↳tt÷gioia D di calibro IDKS
,
e per

ogni somma di Riemann onorato ad hr

1 È, (×, -×,- 1) fa;) -alce .

1- è l'integrale di rimanenti f- in [aib] .

t.ie#*:::-i



Tears) se una funzione f :[u ,b)→ IR è limitato

ed è integrabile per
Darbon

,
allora è

integrabile anche per Leiman e vole

{
"

fai di = A ,
dove d- è

l'integrale di Riemann di f in [aib] .

2) Se f : tu , b)→ IR e' integrabile per Reimann,
con integrale di Reimann A , è anche una
funzione limitato in [a.b) ed è integrabile
per Darbon e si ha

[f-CHI ✗ = A

t.ie#-e::i-:E=:i-i:i:E:iE:



tenor (Monotonia) Date due funzioni
f
, g c- L [aib] te. f- (×) e gli V-xc-L-u.to]

si ha [fcxidxafabglxl d-
In mortale a f , g c-

C' lliaib]) allora u fategli
✗ c-trib] e se le due funzioni umiodutmk,allora

[fcxid#< [glxldx .
"mammina mia noia#È:

È⇒ÉÈ;÷:
"

Presa D : ✗
•
= a < . . . < xn=D

isflb) = È
,

(×
,
-×
, _,) int f-(×, _ , ,×,])

soglia ) = È ,

(×, -×,_I intagliati ,
×
,])

f-CHE gli ¥ ✗ C- [aib]

⇒ infflx, _"✗d) E infatti,_"×,])
cioè ¥ D ho SFCA) E SGCD )

[fai d- = sypsfldlsseygs.glD) = [gli dai



Del Dott f- c- Ltuib] la sua media e
'

[ f- (hdie
corollario D. ohi f- C-C' { [aib]) 7 c c- [ aib]

te
.

f- (c) =ftp.fjdi-Di-mf
c-(
° ([aib])

"""Stroh
z xm e ✗m

t
. :c. f- (xm) e f-CHE f- (✗m ) ✗ C-[uib] .

Per la monotonia dell' integrale
b

{ f- ( xm) di c-[f- (Hd ✗ c-[f-Gm) dx
f- (✗m) (b- a) E Sab fcxldx E f- (✗m) (b - a)

f- (✗m) E fa /{fcildx E f- (✗MI
✗
m ed ✗

m sono estremi di un intervallo e per
il tir dà valori intermedi 7 e nell' intervallo

di estremi ✗me Xpy con

f- (c) = [afebfcildx =; flxidx



Tee (ching triangolare) se f- c- L [aib] allora

1ft c- [ [aib] e vi ho

/ {
"
fcxidx / E [ Ifcxildx . *

Dim di * Diamo per scontato la mmia
parte e suini f-Che lflx) I due funzioni in

[ [aib]
.

Allora / fai / E I f- CHI

⇒ - Iflx) / < f- CHE /f- G) 1

Applichiamo |? - all' ultima riga , e per la throsiohon

[ ( lfcxi 1)dire [ fai di c-[ Iflxildx
Per la linearità dell' integrale

.fi/dxE%fCxidxE%1flxsld-
I b

/[fcxidx / c- { / flx) / dx *

* è una
"vassoio

" della chmguogho.se
' Esile ÈI Il



Lenza sia f- C- L [aib]

'

e sia [&
, B) c- [aib]

Allora la restrizione di f in [×
,
a] è in

L [dia] .

ter (Charles) Dotò f :[uib]→ IR e < c-Cuib)
,

sono equivalenti :
1) f- E L [aib] b

2) f- C- L [a /c) e f- C- ( [C, b]

Inoltre , quando 1)e 2) sono vere si ha

[f- (x ) d ✗= [f-G)di + {
"

f- (×) Ix

Def ( locale integwlihtr) sia I un intervallo e
sui

f- :I→ IR . Diciamo che f è localmente integrabile
in I

,
e scriviamo che f- c- Leali ), te

coppia a eb in I con acb
,
altri

se f- c- L [uib]
. NÉ

I



Det Sui f- c- Leali )
×
F-

e sia ✗• c-
I

. Dehimomrflxlfofctidt :I→ IR

÷:

f- (ti dt = {
è l'"tegole di Dohna

{
×

di fin [xax] se ×> Xo

Xo
• se ✗= Xo

- {
"
fltidt re ✗ < io

TI

Lenzi se f- c- Lark) olhrr

I. fctidt c- C' (F) .



Tea Sir f- c- Leardi) e sia ✗• c-I . Dehmòm

F-G)=[fltidt -1¥
Supponiamo che in un punto * esiste

lui f- (y) = f- ( ✗+) e che sia f (E) c-IR .
✗→✗

+

Allora FI (✗ | = f- ( ✗+)

Analogamente se lying ×- fai = f- (E) e se fai/
c- IR
,

allora F! CH = f- (×)

In particolare a f- (E) = f- ( ✗+) ci ho

F-
'
(✗/ = f- (✗+ /= f /#-)

In particolare , nei montiThe
f- e' continua

,

e quindi dove f- (E) = f- (E)= f- (×) , si ho

f-
'

(x) = f- (×) .

Cavallone se f- c- C'CI ) si ha

f-
"

(x) = f- (H K ✗c-I .


