Esercizio 1. Trovare la soluzione generale dell’equazione omogenea:
u' —u' =0 1)
Soluzione. II polinomio caratteristico associato eé:
P(A\) =X -\

Osserviamo che:
M _A=2A-1)

Le cui radici sono:
AM=0 =1

da cui la soluzione generale dell’equazione differenziale proposta é:
u(t) = C1 + Cae’
Esercizio 2. Trovare la soluzione generale dell’equazione differenziale:
u" +3u +3u +u=0
Soluzione. Il polinomio caratteristico associato e:
PO =X +3\2+3)1+1

Osserviamo che:
M43 43N +1=A+1)°

Le cui radici sono:
M =X=N3=-1

da cui la soluzione generale dell’equazione differenziale proposta é:
u(t) = Cret + Cyte’ + Cste?
Esercizio 3. Trovare la soluzione generale dell’equazione differenziale:
U+ + A4 +u=0
Soluzione. Il polinomio caratteristico associato e:
PO) =N +4\2 +4)+1

Osserviamo che:
M HaN a4+ 1= A+ DN +31+1]

Le cui radici sono:

“3+v5 =35
2 T2

da cui la soluzione generale dell’equazione differenziale proposta é:

M=-1 A=

u(t) = CreMt 4+ Che?t 4 Cye™st
Esercizio 4. Trovare la soluzione generale dell’equazione differenziale:

u® — 20" 2" — 2 +u=0



Soluzione. Il polinomio caratteristico associato é&:
PA) = A" —2X3 + 202 — 20 + 1

Osserviamo che:
)\4—2)\3+2>\2—2)\+1—0

1
-2 2-2—-
SN2 A+ )\ =0

o2 o)

(3]0 (1o3) -
()0 (1)

AM=1 do=—0i AM=XM\=1

da cui la soluzione generale dell’equazione differenziale proposta é:

Le cui radici sono:

u(t) = Cysin(t) + Cy cos(t) + Cse’ + Cyte’
Esercizio 5. Trovare la soluzione generale dell’equazione differenziale:
ul® 4+ 8ul®) + 160" = 0
Soluzione. Il polinomio caratteristico associato e:
P(X) =A%+ 8A" + 16)

Osserviamo che:
N8 41602 =0

S XA +8A2+16) =0

Le cui radici (che si trovano mediante la sostituzione A\? = ¢ e risolvendo per ¢ e poi per \) sono:

AM=X=0 A= M=2i Ag=X¢=—-2¢
da cui la soluzione generale dell’equazione differenziale proposta é:

u(t) = C1 + Cot + Cs8in(2t) + Cy cos(2t) + Cst sin(2t) + Cgt cos(2t)
Esercizio 6. Trovare la soluzione generale dell’ equazione differenziale:
u —4u' +5u=0
Soluzione. II polinomio caratteristico associato eé:
P(A\) =X\ —4\+5

Le cui radici sono:
M =241 A=2—1

da cui la soluzione generale dell’equazione differenziale proposta é:

u(t) = Cre? sin(t) + Coe®' cos(t)



Esercizio 7. Trovare la soluzione generale dell’equazione differenziale:
u™® +u” —20u =0
Soluzione. Il polinomio caratteristico associato e:
P\ =X+ 2% -20

Le cui radici sono:
M=2 d=-2 A=-ivV5 M=1iV5

da cui la soluzione generale dell’equazione differenziale proposta é:
u(t) = Cre?* + Cye™?' 4 C3sin (\/gt) + Cy cos (\/gt)
Esercizio 8. Trovare la soluzione generale dell’equazione differenziale:
u —u=0
Soluzione. Il polinomio caratteristico associato e:
P\ =X —1

Ponendo A2 = ¢ si ha:
N-ol=0ett=1

Le cui radici sono:
t1=1 to=—1 tg=1 t4=—1

dalle prime due ritornando alla variabile X troviamo:
AM=1 A=-1 Ag=1i M=—i

Restano da risolvere le ultime due equazioni: A = i e A* = —i. Osserviamo preliminarmente
che se A & soluzione di A\? = i allora i) & soluzione di A> = —i dato che (i\)? = —\? = —i.
Cerchiamo allora ¢,u € R tali che z = ¢ + iu sia soluzione dell’equazione \* = i. Sostituendo
nell’equazione da risolvere otteniamo:

(t+iu)? =i e t? + 2tui —u? =i

e quindi uguagliando parte reale e parte immaginaria di ambo i membri si trova il seguente
sistema (di cui ci interessano solo le soluzioni reali).

2 —u?=0
2tu =1

t2:U2 t2:i t4:l tii
(o feh o) e,

2

che risolto da:

Le due soluzioni dell’equazione z* = i sono pertanto:



Quindi le due soluzioni dell’equazione 22 = —i sono:

1 1

Osserviamo che A5 e Ag, A\g e A7 sono a coppie complesse coniugate. La soluzione generale
dell’equazione differenziale proposta é:

u(t) =Cre’ + Cae™" 4 Cysin (t) + Cy cos (t)
a1 1 a1 1
+C5eva'sin <\@t> + Cge vz’ cos <\/§t>

14 1 ) 1
+Cre V2 sin| —t | + Cge v2 cos | —t
e tin 5t + v oon (J51)

Lemma 1. La soluzione dell’equazione reciproca di quarto grado della forma az* + bz® + cz? +
bx + a si puo ricondurre alla soluzione di due equazioni di secondo grado.

Dimostrazione. Osserviamo che essendo a # 0 (I'equazione e di quarto grado), 0 non & soluzione
dell’equazione data e pertanto possiamo dividere per z? trovando:

1 1 1 1
O=az’+br+c+b=4+a—=az’>+br+c+b=+a— +2a—2a=
x 2 T 2

) 1 1
alz"+2+ 5 |+tblz+-|+c—2a=
x x

1\° 1
a(z+) +b<x+)+02a
T T

Tramite la sostituzione ¢ = (z + 1) 'equazione diviene:
at? + bt +c—2a =0

che risolta dara due soluzioni ¢; e ty; per trovare le quattro soluzioni dell’equazione proposta
sara sufficiente risolvere per z le due equazioni

1
<x+>=t1¢>x2—|—1=a}t1
T

1
([L‘-i—) :t2<:)x2+1:xt2.
T



