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Fbf soddisfacibili

* Dati v interpretazione, P € FBF se v(P) = 1 si dice che v soddisfa P
o che v e un modello di P, e si scrivev £ P

* Una fbf P si dice soddisfacibile se esiste almeno una interpretazione
v che la soddisfa, i.e. taleche v E P



Esempio

*P ==(AANB) AN (A— (BVA))esoddisfacibile perché 3v; & P.

T Lans v o v
v, 0 0 0 1 1

1 0

v, 0 1 0 1 1 1 1
vs 1 0 0 1 1 1 1
v, 1 1 1 0 1 1 0



Tautologia

* Una fbf P per cui ogni interpretazione e un modello si dice tautologia
e si scrive = P

* Esempio: (A = (A V B)) e una tautologia

I T T e RS
v, 0 0 0 1 1

1 0

v, 0 1 0 1 1 1 1
vs 1 0 0 1 1 1 1
v, 1 1 1 0 1 1 0



Fbf Contraddittoria

* Se non e soddisfacibile, i.e. non ammette modelli, si dice
contraddittoria o insoddisfacibilie, P

* Esempio A A = A e insoddisfacibile
(2 0 0 0

v, 0 1 0




Numero di Interpretazioni

* Se una proposizione contiene n proposizioni atomiche distinte quante
possibili interpretazioni puo avere?

‘n 1, sono 2. Es: la negazione

*n = 2,so0no 4. Es: la disgiunzione

* Una proposizione con n proposizioni atomiche contiene 2"



Tautologia ed Insoddisfacibilita

* Thm 1.4 : P Tautologia & —P e insoddisfacibile
* Dim

P tautologia

,VEP

vv,v(P) =1

vv, v(=P) =1—v(P)=0

—P e insoddisfacibile



Lavorando con gli Insiemi

| concetti di modello, soddisfacibilita e insoddisfacibilita si possono
estendere ad un insieme I' di fbf:

* Un modello per I' e una interpretazione v che sia modello per ogni fbf di I’
* I' e soddisfacibile se ammette un modello

* ' e insoddisfacibile se nessuna interpretazione € un modello per I



Conseguenza Semantica

* Q e conseguenza semantica di un insieme di fbf I', se e solo se
ogni modello di I' e un modello di Q, e si scriveI' & Q

*T'EQ seesoloseVvt.c(VP; eTv(P)=1implicav(Q) =1

*PEQseesoloseVvt.cv(P)=1implicav(Q) = 1, i.e. se ogni
modello di P e modello di Q



Esempio

I ={—wA,A > B}eP =(-AVB)
* modelli di I sono v4 e v,, ed entrambi sono modelli di P

I'
O
V1 0 0 1 1

1
v, O 1 1 1 1
v 1 0 0 0 0
v, 1 1 0 1 1

*I'EP



Th. deduzione semantica

* Thm 1.15 di deduzione semantica:
rvu{P}leQ <TEP-Q

* Dim(=): Sia v un modello per I', dobbiamo dim che v(P - Q) = 1
caso 1: v(P)=1 dall’ipotesi si ha v(Q)=1 e quindiv(P - Q) = 1,
caso2: v(P)=0.Sihav(P - Q) =1

* Dim(<): Sia v un modello per I' U {P}, dobbiamo dim che v(Q) = 1
alloravETev(P)=1

se v E I' dall'ipotesihochev(P - Q) =1
masev(P)=1ev(P-0Q)=1v(Q)=1. O



Deduzione Semantica

PEQ & EP-(

Significa che per dimostrare che P &= ( basta dimostrare che P —» Q ¢
una tautologia



Conseguenza e insodd.

Lemma 1.13T' = P & T'U {—P} einsoddisfacibile

Dim(=): Sia v una qualunque interpretazione:

*sev(P,) = 1VP; €T allora (per hp) v(P) = 1 equindiv(=P) =0e
non puo essere un modello per I' U {—=P}

*se v(P,)) = 0 perun P; € T allora e insoddisfacibile per I' e non puo
essere un modello per I' U {—=P} -

* ma alloraT’ U {—=P} e insoddisfacibile



Conseguenza e insodd.

Lemma 1.13T' = P & T'U {—P} einsoddisfacibile

Dim(<):

* I' U {=P} insoddisfacibile significa che v(=P) = 0o v(P,) = 0 per
un Pi el

* Se v é un modello perT allorav(P,) = 1VP; €T
* allora devo essere necessariamente v(—=P) = 0 e quindi v(P) =1
* dunque ogni modellodiI' e modellodiP,i.e.I' E P O



Esempio: Testo e Formalizzazione

Testo

* |potesi:
Se Carlo € americano e Giovanni non e francese, allora Elena e tedesca
Se Elena e tedesca, allora Lucia e spagnola o Giovanni e francese
Se Lucia non e spagnola allora Carlo e americano
Giovanni non e francese.
* Tesi:
Lucia e spagnola



Esempio: Testo e Formalizzazione

Testo

* |potesi:
Se Carlo &€ americano e Giovanni non e francese, allora Elena e tedesca
Se Elena e tedesca, allora Lucia e spagnola o Giovanni e francese
Se Lucia non e spagnola allora Carlo e americano
Giovanni non e francese.

* Tesi:
Lucia e spagnola



Esempio: Testo e Formalizzazione

Formalizzazione

* A =Carlo @ americano, B = Giovanni e francese,
C = Elena e tedesca, D = Lucia e spagnola

* |potesi:
Se Carlo @€ americano e Giovanni non e francese, allora Elena e tedesca: AA—-B - C
Se Elena e tedesca, allora Lucia e spagnola o Giovanni e francese: C - DV B
Se Lucia non e spagnola allora Carlo e americano: =D = A
Giovanni non e francese: =B
* Tesi:
Lucia e spagnola: D



Esempio: Testo e Formalizzazione

*P =(AAN=B - C)AN((C —>DVB)AN(=D - A) A(=B)
*PED
* Per il teorema di deduzione semantica: = P - D

* Basta dimostrare che P = D e una tautologia



A | B | C D |4ABC | CoDVB | D04 B | P | PoD

1

0

0

0

0

0

0



Teorema di Compattezza

Thm 1.18 Un insieme I" di fbf e soddisfacibile < V suo sottoinsieme A finito lo e
* Dim(=>):

Per hp: I' & soddisfacibile. Allora per la definizione di soddisfacibilita, 3 v modello di
' che e modello di ogni formula in I'. Quindi ogni sottoinsieme di I' ha almeno un modello

* Dim(<):
Sia v un modello comune a tutti i sottoinsiemi finiti di I'.
Ogni P € T puo essere vista come un {P} sottoinsieme finito di I’

v e quindi un modello per tutte le formule di I’
percio v e un modello perT.

Devo dimostrare che esiste un modello comune a tutti i sottoinsiemi finiti di I’



(Dim) Teorema di Compattezza

* Dim(«): Devo dimostrare che esiste un modello comune a tutti i
sottoinsiemi finiti di I'. Lo facciamo dimostrando che

Tutti i sottoinsiemi finiti di I' hanno almeno un modello che assegna alla
lettera enunciativa A; un valore fissato v(44).

Se tutti i sottoinsiemi finiti di I' hanno almeno un modello che assegna alle
prop atomiche A4, A4,, ..., A, la n-upla di valori v(44),v(4,), ..., v(4,)

Allora e possibile assegnare un valore v(4,,4+1) ad 4,41 in modo che tutti i sottoinsiemi
finiti di I' abbiano almeno un modello che assegni alle prop atomiche A4, 4,

vy Appq
valoriv(41),v(45), ..., v(4A,+1)



(Dim) Teorema di Compattezza

Dim(1): Tutti i sottoinsiemi finiti di I' hanno almeno un modello che
assegna prop atomica A; un valore fissato v(4,).

Se cosi non fosse ci sarebbero due sottoinsiemi finiti A; e A, di I t.c.:
* in tutti i modelli del primo A, vale O,
* in tutti i modelli del secondo ad A, vale 1

ma allora il sottoinsieme finito A; U A, di I' e insoddisfacibile, ma
guesto e assurdo.



(Dim) Teorema di Compattezza

Dim(2): Supponiamo che

* tutti i sottoinsiemi finiti di I' abbiano almeno un modello che assegna
alle prop atomiche A4, 4,, ..., 4,, la n-upla di valori

v(41),v(42), ..., v(4,)
Dimostriamo che

* e possibile assegnare un valore v(4,,41) ad A,,.1 in modo che tutti i
sottoinsiemi finiti di I' abbiano almeno un modello che assegni alle prop
atomiche A, A,, ..., A1 ivaloriv(4,),v(4,),..,v(4,),v(4,+1)



(Dim) Teorema di Compattezza

Dim(2):

* Se tutti i sottoinsiemi finiti di I' hanno almeno un modello che assegna
alle prime n+1 prop atomiche A4, 4,, ..., 4,, i valori
v(4,),v(A4y), ..., v(4,),v(4,,+1) = 0, abbiamo concluso.

* Altrimenti esiste almeno un sottoinsieme finito A; di I' t.c. tutti i
modelli di A; che assegnano alle prime n prop i valori
v(4,),v(4,), ...,v(4,,) devono assegnare ad A, 1 il valore 1.

dimostriamo per assurdo che i sottoinsiemi finiti di I' hanno almeno un
modello che assegna alle prime n+1 lettere i valori

U(Al)i U(Az), ey U(An),V(An+1) = 1.



(Dim) Teorema di Compattezza

Dim(2):

* Tutti i sottoinsiemi finiti di I' hanno almeno un modello che assegna
alle prime n+1 prop atomiche i valori

U(Al),U(Az), ---:U(An):v(An+1) = 1.

Altrimenti esisterebbe almeno un sottoinsieme finito A, di I' t.c. tutti i modelli
di A, che assegnano alle prime n prop i valori v(A4;), v(4,), ..., v(4,,), devono
assegnare ad A,,,1 il valore O.

Ma allora il sottoinsieme finito Az U A, di I', non potrebbe avere un modello
che assegni alle prime n prop atomiche prop atomiche A4, 4,, ..., A, | valori
v(A4,),v(45), ...,v(4,), assurdo (per l'ipotesi fatta).



Corollari

° Thm 1.19: I e insoddisfacibile sse esiste un sottoinsieme finito Adi I
insoddisfacibile

° Thm 1.20: "' = P sse esiste un sottoinsieme finitoAdiI't.c. A E P
Dim(=>):
Sel' E P, alloral' U {—P} e insoddisfacibile

Quindi per il primo corollario, esiste un suo sottoinsieme finito A U{—P}insoddisfacibile
Percio A & P.

Dim(<): 'implicazione contraria e’ ovvia.



Osservazioni su =

* Se oggi e martedi (A) allora domani piove (B),
* oppure se domani piove (B) allora oggi € martedi (A) .

- (A> B)V (B > A)



Osservazioni su =

* E una tautologia anche se la frase non ha molto senso!!!

* A = B viene letta normalmente come:
B si ottiene mediante un ragionamento logico da A. Per la logica prop. NO!

Vedremo che questo concetto viene espresso con A B, ovvero se A e’ vero
allora possiamo concludere B



Equivalenza Semantica

* Una formula P e (semanticamente) equivalentea Q, P=Q, se tuttie
soli i modelli di P sono modellidi Q, i.e. se

v(P) = v(0Q) Vv

*0SS1:P=QssePEQReQEP

*0SS2:P=Q sse(P-> Q)N (Q > P) =P & Q e unatautologia



Esempio

c—ANA->B)=-AVB
* Basta dimostrare che Vv, v(=AA (A - B) = v(=AV B))

* Per dimostrare che P Z Q basta trovare un v t.c. v(P) # v(Q)



Equivalenze Semantiche

* |dempotenza:
PvVvP P
P AP P

* Commutativita:
PvQ =QVP
PAQ =QAP

* Associativita:
(PVQ)VR=PV(QVR)
(PAQ)AR=PA(QAR



Equivalenze Semantiche

* Assorbimento:
PvPANQ) =P
PA(PVQ) =P
 Distributivita:
PV@QAR =PVQ APVR)
PAQVR=FPAQ VP AR
* Leggi di De Morgan:
—(PV Q)=-P AN=0Q
—(P AN Q)=-P v-aQ



Equivalenze Semantiche

* Doppia Negazione
—|(—|P) =P

* Implicazione
P>Q=-=PV(Q
P - Q = —|(P N _IQ)
* Elementi Neutri
P=1VP
P=—-1AP



Funzioni di Verita

Sia P una fbf con n proposizioni atomiche distinte 44, ..., 4, , la
funzione di verita di P e la funzione :

fp: {0,1}* - {0,1}

(al; ...,an) = fP(all ...,Cln) — U(P);

dove v e una interpretazione t.c. v(4;) = a;, VA; €P



Esempi di funzioni di Verita

La funzione di veritadi A A B e:
fA/\B: {0,1}2 — {011}
f.c.

* ftan)(0,0) = v1(A A B) =0 con v;(A) =0,v,(B) =0
* fans)(0,1) = v2(A A B) =0 conv,(A) =0,v,(B) =1
* frang)(1,0) = v3(A A B) =0 convz(4) = 1,v3(B) =0
* fiane)(1,1) = v,(A A B) = 1conv,(4) = 1,v4(B) = 1



Connettivi Derivabili

* f:{0,1}* — {0, 1} definisce un qualche connettivo n-ario.
- f:{0,1}* - {0,1}, visono 22° = 16 funzioni.

* Esistono 16 connettivi binari differenti, ne abbiamo definiti solamente
3. Che possiamo dire degli altri connettivi?

* Un connettivo e (semanticamente derivabile) se e possibile definirlo
in funzione di altri connettivi



Connettivi Derivabili

* Sia € un insieme di connettivi logici e c & C, c € (semanticamente)
derivabile da Cse 3P € FBF con solo connettividi C t.c. fp = |,

* Esempio:A e B=(A—-> B)A(B - A)

(%1 0 0 1

1 1 1
v, 0 1 1 0 0 0
vs 1 0 0 1 0 0
v, 1 1 1 1 1 1



Completezza funzionale

* Un insieme di connettivi logici si dice funzionalmente completo se
per ogni funzione f: {0,1}"* — {0,1} esiste una fbf P costituita
mediante questi e taleche fp = f.

* Ovvero un insieme di connettivi e completo se ogni altro connettivo
puo essere derivato da essi.



Es di insiemi Completi

* Insiemi funzionalmente completi:
{~AV}
{~N}

™V}
(1}

* OSS: con {—, L} ho che:
AANB=((A4A->1)-1)-> (B -1) -1
Molto complicato!

* Noi usiamo un compromesso: {—,V,A, =}



Forme normali

* Trasformiamo una fbf in un’altra equivalente che ha una forma
canonica

* Si trasforma la fbf originale sostituendo una sua componente con
altre equivalenti fino ad arrivare alla forma canonica

* La forma canonica e detta normale perché non si puo ulteriormente
sostituire



Letterale, Disgiunzione, Congiunzione

* Un letterale e una formula atomica o la sua negazione, A 0 =4
* Una disgiunzione di fbf P;, P, ,...,P, elaformula P, VP,V -V P,

* Una congiunzione di fbf P;, P, , ..., P, e laformula P, AP, A--- A P,



Forma Normale Congiuntiva (FNC) (CNF in inglese)

* Una fbf P e detta in forma normale congiuntiva (FNC) sse:
P =P, NP, N ... N B,conn2>1
eVi = 1,..,n P; eunadisgiunzione di letterali: P, =L{V L,V -V L,

*Es.(AV=BVC)ANBA=D A (AV D)



Forma Normale Disgiuntiva (FND) (DNF in inglese)

* Una fbf P e detta in forma normale disgiuntiva (FND) sse:
P=P,VP,V.VPEcnn=1

eVi = 1,..,n P; eunacongiunzione diletterali: P; = L{ A Ly A---AL,,

*Es.(AAN=B AC)VBV-ADV (AAD)



FNC e FND

* Posso sempre scrivere una P in forma FNC o FND

* Thm 1.33: Per ogni fbf P esistono una FNC P¢ e una FND PP?, tali che
P=pPtep=pPP

* Dim si usano le regole di equivalenza, le formule di De Morgan e le
regole distributive.



