
Primo Parziale
Metodi Matematici per l’IA 01-12-2021

Nome e Cognome:

Risolvere i seguenti esercizi in 90 minuti

Esercizio 1 (3 punti). Sia V uno spazio vettoriale con un prodotto scalare 〈•, •〉V . Cosa vuol dire che una
famiglia (fα)α∈A ⊂ V è ortonormale rispetto al prodotto scalare 〈•, •〉V ?

Dimostrare che la famiglia(
1√
T
einωx

)
n∈Z
⊂ C

([
−T

2
,
T

2

]
; C
)
, ω =

2π

T
,

è ortonormale rispetto al prodotto scalare

〈f, g〉L2 = 〈f, g〉L2([−T
2 ,

T
2 ]; C)

=

∫ T/2

−T/2
f (x) g (x) dx.

Dimostrazione. Una famiglia (fα)α∈A si dice ortonormale se per ogni α, β ∈ A

〈fα, fβ〉V =

{
0 se α 6= β,

1 se α = β.

Siano n,m ∈ Z e en (x) = T−1/2einωx

〈en, em〉L2 =
1

T

∫ T/2

−T/2
ei(n−m)ωxdx,

quindi è chiaro che se n = m allora 〈en, em〉L2 = 1 mentre se n 6= m

〈en, em〉L2 =
1

iωT (n−m)

(
ei(n−m)π − e−i(n−m)π

)
=

1

iωT (n−m)

(
(−1)n−m − (−1)n−m

)
= 0.

Esercizio 2 (3+1 punti). Sia f l’estensione 2π-periodica della funzione

−χ(−π,0) (x) + χ(0,π) (x) ,

e sia SN al ridotta N -esima di f .

1. Esiste una funzione 2π-periodica f? : [−π, π]→ C per la quale la convergenza

SN (x)
N→∞−−−−→ f? (x) , ∀ x ∈ [−π, π] ,

sia verificata? Se si, si scriva l’espressione esplicita di f?.

2. Calcolare la serie di Fourier di f .

3. (Extra) Dedurre, senza utilizzare il punto precedente, che la serie di Fourier di f può esprimersi come
serie delle armoniche elementari (sin (nx))n∈N solamente.

Dimostrazione. 1. Si, utilizzando il teorema di Dirichelet-Weierstrass si ottiene che SN (x)
N→∞−−−−→ f (x) per

ogni x.

2. È sufficiente calcolare i coefficienti

cn (f) = −
1

2π

∫ 0

−π
e−inxdx+

1

2π

∫ π

0

e−inxdx,

= − 1

2π in

[
einπ − 1 + e−inπ − 1

]
,

=
1

2π in
2 (1− cos (nπ)) ,

=
1

π in
(1− (−1)n) .
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Dunque

cn (f) =

{
− 2/iπn se n dispari,

0 se n pari,

il quale ci permette di dedurre che

f (x) =
2i

π

∑
k∈Z

ei(2k+1)x

2k + 1
.

Alternativamente possiamo esprimere l’espansione di f nella famiglia di armoniche elementari (1, sin (nx) , cos (nx))n≥1,
usiamo le relazioni

an = cn + c−n = 0, bn = i (cn − c−n) =

{
− 4/πn se n dispari

0 se n pari
,

per ottenere che

f (x) = − 4

π

∑
k≥0

sin ((2k + 1)x)

2k + 1
.

3. Notiamo che la funzione f è dispari, dunque per ogni n ∈ N la funzione x 7→ f (x) cos (nx) è dispari, il
quale implica che ∫ π

−π
f (x) cos (nx) dx = 0,

e dunque la serie di Fourier di f sarà una serie delle armoniche elementari (sin (nx))n∈N solamente.

Esercizio 3 (4 punti). Si consideri la serie di Fourier

∑
n∈Z

(
1 +

1

1 + 1
1+···

)−|n|
einx,

1. Si consideri ϕ > 0 tale che

ϕ = 1 +
1

ϕ
,

si dimostri che
ϕ = 1 +

1

1 + 1
1+···

.

2. Studiare convergenza puntuale e uniforme della serie di Fourier e,

3. Provare che la serie di Fourier converge a una funzione C∞.

Dimostrazione. 1. Notiamo che se ϕ = 1 + 1/ϕ allora reiterando tale identità otteniamo che

ϕ = 1 +
1

ϕ
= 1 +

1

1 + 1
ϕ

= . . . ,

quindi reiterando tale procedura all’infinito otteniamo il risultato desiderato.

2. Se ϕ = 1 + 1/ϕ allora ϕ deve essere soluzione dell’equazione di secondo grado

ϕ2 − ϕ− 1 = 0,

e tale equazione ammette una sola soluzione positiva

ϕ =
1 +
√
5

2
> 1,

siccome ϕ > 1 otteniamo immediatamente che la serie dei coefficienti della serie di Fourier considerata è
assolutamente sommabile, per l’M-test di Weiertrass la serie di Fourier converge uniformemente in R.
Siccome la convergenza puntuale è più debole della convergenza uniforme otteniamo che la serie di
Fourier converge pure puntualmente.

3. Siccome ϕ > 1 possiamo dire che ϕ−|n| = o
(
|n|−p

)
, ∀p > 0e dunque la serie di Fourier converge a una

funzione g ∈ Ck per ogni k ∈ N, ossia

g ∈
⋂
k∈N
Ck (R;C) = C∞ (R;C) .
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