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Contenu' della lezione

• Sistemi dedu1vi 
§ Introduzione
§ Proprietà

• Deduzione naturale
§ Regole di inferenza 

• Sistemi assioma<ci (cenni) 
• Calcolo dei sequen<

§ Assiomi e regole di inferenza 



Dimostrazioni   (⇒)  

• (𝐴 → 𝐵) e (𝐴 → 𝐵 → 𝐶 ) ⇒ 𝐴 → 𝐶

• sse ( 𝐴 → 𝐵 ∧ (𝐴 → 𝐵 → 𝐶 )) → (𝐴 → 𝐶) è una tautologia

• Possiamo dimostrare che è una tautologia costruendo la tabella di 
verità

• Oppure possiamo darne una dimostrazione direDa



Dimostrazioni

• Possiamo anche darne una dimostrazione dire1a 
• Ipotesi: 

1. 𝐴 → 𝐵
2. (𝐴 → 𝐵 → 𝐶 )

• Tesi: 
§ 𝐴 → 𝐶 (se vale 𝐴 deve valere anche 𝐶) 

• Dimostrazione: 
§ Se A non vale hp e tesi sono entrambe vere
§ Se vale 𝐴 da 1)(𝐴 → 𝐵) ho che vale anche 𝑩
§ Se vale 𝐴 da 2)( 𝐴 → 𝐵 → 𝐶 ): ho che vale anche (𝑩 → 𝑪) 
§ Quindi se vale 𝐴, ho che 𝐵 e 𝐵 → 𝐶 valgono e quindi vale anche 𝑪



Sistemi dedu5vi 

• Scopo: 
§ definire dei sistemi di calcolo (sistemi dedu)vi) per lo sviluppo di 

dimostrazioni. 

• Dimostrazione in un sistema dedu3vo: 
§ è una sequenza di passi elementari che partendo dalle premesse consenta di 

o@enere la conclusione. 



Proprietà dei sistemi dedu5vi

• Corre6ezza: il sistema dedu1vo non inferisce proposizioni non valide

• Completezza: ogni formula valida è dimostrabile con il sistema 
dedu1vo. 

• Un sistema dedu1vo è corre%o e completo se inferisce tuDe e sole le 
proposizioni valide. 



Notazione

𝑃!, … , 𝑃" ⊢ 𝑄
• Nel sistema di calcolo siamo in grado di fornire una dimostrazione 

della formula 𝑄 partendo da 𝑃!, … , 𝑃"
• 𝑃!, … , 𝑃" sono le premesse
• 𝑄 è la conclusione

• Possiamo usare anche Γ ⊢ 𝑄 e   Γ può essere vuoto 



Regole Elementari e Condizionali 

• Regole Elementari 𝐴, 𝐴 → 𝐵 ⊢ 𝐵

• Regole Condizionali: che dipendono da alcune ipotesi di deducibilità
§ Esempio:  se 𝐴 ⊢ 𝐶 𝑒 𝐵 ⊢ 𝐶 allora 𝐴 ∨ 𝐵 ⊢ 𝐶

§ 𝐴, 𝐵 sono premesse sussidiarie 
§ 𝐶 è una conclusione sussidiaria 



Regole dei Conne5vi

• Per i conne1vi ho due <pi di regole:
§ Regole di eliminazione del conneCvo   ("dicono cosa si può concludere")
§ Regole di introduzione del conneCvo    ("esprimono le condizione necessarie 

per concludere")

• Congiunzione: 
§ (∧ 𝑒. 1) 𝐴 ∧ 𝐵 ⊢ 𝐴
§ (∧ 𝑒. 2) 𝐴 ∧ 𝐵 ⊢ 𝐵
§ ∧ 𝑖 𝐴, 𝐵 ⊢ 𝐴 ∧ 𝐵



Regole dei Conne5vi

• Disgiunzione:
§ (∨ 𝑒) 𝑠𝑒 𝐴 ⊢ 𝐶 𝑒 𝐵 ⊢ 𝐶 𝑎𝑙𝑙𝑜𝑟𝑎 𝐴 ∨ 𝐵 ⊢ 𝐶
§ (∨ 𝑖. 1) 𝐴 ⊢ 𝐴 ∨ 𝐵
§ (∨ 𝑖. 2) 𝐵 ⊢ 𝐴 ∨ 𝐵

• Implicazione:
§ (→ 𝑒) 𝐴, 𝐴 → 𝐵 ⊢ 𝐵 (Modus Ponens)
§ (→ 𝑖) 𝑠𝑒 𝐴 ⊢ 𝐵 𝑎𝑙𝑙𝑜𝑟𝑎 ⊢ 𝐴 → 𝐵



Regole dei Conne5vi

• Falsità:
§ (⊥ 𝑒) ⊥⊢ 𝐴

• Negazione:
§ (¬𝑒) 𝐴,¬𝐴 ⊢⊥
§ (¬𝑖) 𝑠𝑒 𝐴 ⊢⊥ 𝑎𝑙𝑙𝑜𝑟𝑎 ⊢ ¬𝐴
§ (terzium non datur)   𝑠𝑒 ¬𝐴 ⊢ 𝐵 𝑒 𝐴 ⊢ 𝐵 𝑎𝑙𝑙𝑜𝑟𝑎 ⊢ 𝐵
§ (regola di Pierce)       𝑠𝑒 ¬𝐴 ⊢ 𝐴 𝑎𝑙𝑙𝑜𝑟𝑎 ⊢ 𝐴



Reduc'o Ad Absurdum (RAA)

• (RAA) 𝑠𝑒 ¬𝐴 ⊢⊥ 𝑎𝑙𝑙𝑜𝑟𝑎 ⊢ 𝐴

• I sistemi logici che si oDengono assumendo la regola (RAA) sono de1
sistemi classici (quelli che vediamo ora)

• I sistemi logici che si oDengono rifiutando la regola (RAA) I secondi 
sono no< come sistemi intuizionisB



La regola del taglio

• (taglio) 𝑠𝑒 Γ ⊢ 𝐴 𝑒 Γ, 𝐴 ⊢ 𝐵 𝑎𝑙𝑙𝑜𝑟𝑎 Γ ⊢ 𝐵

• Serve per decomporre le dimostrazioni



Sistemi dedu5vi

• Deduzione naturale 

• Sistemi assioma<ci 

• Calcolo dei sequen7

• Tableaux



Deduzione Naturale

• È stata introdoDa da Gentzen

• Notazione
§ usa una linea orizzontale al posto di ⊢

§ Regole elementari !"#$#%%#&'()*+%,'(,

§ Regole condizionali (premesse sussidiarie) 
[!"#$#%%# %+%%,.,/",#]
&'()*+%,'(, %+%%,.,/",#

&'()*+%,'(,



Regole: congiunzione

• ∧ 𝑒. 1 #∧%
#

• (∧ 𝑒. 1) #∧%
%

• (∧ 𝑖) # %
#∧%



Regole Disgiunzione

• ∨ 𝑖. 1 #
#∨%

• (∨ 𝑖. 2) %
#∨%

• (∨ 𝑒) #∨%
[#]
)
[%]
)

)
𝑠𝑒 𝐴 ⊢ 𝐶 𝑒 𝐵 ⊢ 𝐶 𝑎𝑙𝑙𝑜𝑟𝑎 𝐴 ∨ 𝐵 ⊢ 𝐶



Regole: Implicazione

• → 𝑒 # #→%
%

(Modus Ponens)

• → 𝑖
#
%

#→%



Regole: Falsità e Negazione 

• ⊥ 𝑒 5
#

• ¬𝑒 # ¬#
5

• ¬𝑖
#
5
¬#



Regole: RAA

• 𝑅𝐴𝐴
[¬7]
5
7



Albero di derivazione

• La deduzione si calcola dal basso verso l’alto

• Si parte dalla formula da dedurre (la radice)

• Si procede costruendo l’albero fino ad arrivare alle ipotesi (le foglie)

• Se l’insieme delle foglie dell’albero è contenuto in Γ e la radice è C, l’albero 
rappresenterà una dimostrazione di Γ ⊢ C

• Composizione possibile grazie alla regola di taglio 
§ 𝑠𝑒 Γ ⊢ 𝐴 𝑒 Γ, 𝐴 ⊢ 𝐵 𝑎𝑙𝑙𝑜𝑟𝑎 Γ ⊢ 𝐵



Esempio di Deduzione Naturale

• 𝐴 ∧ 𝐵, 𝐵 ∧ 𝐴 → 𝐶 ⊢ 𝐶 ∨ 𝐷



Regole Condizionali nell’albero di derivazione 

• OSS: le premesse sussidiarie 
[789:9;;9 ;<;;=>=?8=9]
)@"AB<;=@"= ;<;;=>=?8=9

)@"AB<;=@"=
non sono 

premesse

• le premesse sussidiarie sono ipotesi che possono essere cancellata

• Se l’insieme delle foglie non cancellate dell’albero è contenuto in Γ e 
la radice è C, l’albero rappresenterà una dimostrazione di Γ ⊢ C



Esempio di deduzione

• ⊢CD 𝐴 → (𝐵 → 𝐴)



Esempio di deduzione

• ⊢CD 𝐴 → ¬¬𝐴



Esempio di deduzione

• ⊢CD (𝐴 → 𝐶) → ((𝐵 → 𝐶) → ((𝐴 ∨ 𝐵) → 𝐶))



Sistemi assioma'ci

• Hanno un’unica regola di inferenza: 
§ (→ 𝑒) 𝐴, 𝐴 → 𝐵 ⊢ 𝐵 (Modus Ponens)

• Si introducono alcuni assiomi al posto delle altre regole

• Difficile sviluppare dimostrazioni nel sistema assioma<co



Calcolo dei sequen'

• Introdo1o anche questo da Gentzen

• Differente dai due sistemi precedenJ per due cose: 
1. Il calcolo dei sequenC lavora non su Df ma su asserzioni di derivabilità del Cpo:

𝐴!, … , 𝐴" ⊢ 𝐵!, … , 𝐵#
Γ ⊢ Δ

chiamate sequen)

2. I conneGvi logici possono essere solo introdoG e mai eliminaC. 



Notazione

• Le formule di Γ vanno pensate come unite dal conne1vo ∧
• Le formule di Δ vanno pensate unite dal conne1vo ∨
• Es:  𝐴!, … , 𝐴" ⊢ 𝐵!, … , 𝐵:deve essere pensato come:

𝐴! ∧ ⋯∧ 𝐴" ⊢ 𝐵! ∨ ⋯∨ 𝐵:
• Una regola di inferenza ha la seguente forma: 

§
1!⊢3!
1"⊢3"

§
1!⊢3! 1"⊢3"

1#⊢3#



Assiomi e regole

• Assiomi: i sequen< della forma 
§ 𝐴 ⊢ 𝐴 (Ax)

• Regole di tre <pi: 
§ Taglio
§ Stru@urali:

o permutazione
o contrazione
o indebolimento

§ Logiche (i.e. quelle concernenJ i conneCvi logici)



Regole del 
sistema LK 
(Logik 
Klassische )



Calcolo

• Scrivere l’intero sequente in basso 
• Iden<ficare i conne1vi più esterni 

§ scegliere (a caso) uno di essi 
§ uJlizzare la regola corrispondente al conneCvo: 

o se il conne<vo è a destra di ⊢ si usa la regola destra (r) 
o se il conne<vo è a sinistra di ⊢ si usa la regola sinistra (l) 
o tracciare una riga sopra al sequente e implementare la regola 

• Con<nuare con i sequen< genera< usando la regola 2. finché non si 
arriva ad un assioma (es. 𝐴 ⊢ 𝐴) 



Esempio

• Dimostrare che 𝐶 ⊢ ¬ 𝐴 ∨ 𝐵 → ¬(𝐵 ∨ 𝐴)


