Esercizio 1. Calcolare:

// xy dxdy
T

sul triangolo di vertici (0,0), (1,1), (3, —1)
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Figura 1: L'insieme T’

Soluzione. Possiamo suddividere il triangolo dato in due triangoli T} e 75 (rispettivamente in
rosso ed in blu nella Figura 1) definiti da:

1
T1={0§x§1,—3x§y§:v}

1
T2:{1<m<3,—3x<y<2—m}

Per la formula di riduzione si ha che:

// zy drdy = // zy dxdy + // xy dzdy
T T Ty
1 T 3 2—zx
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Esercizio 2. Calcolare:

// Vy— 2%+ 2dxdy
D

ove
D={(z,y) eR*:0<z<1,2°-2<y<a®}

r=1

Figura 2: L'insieme D

Soluzione. Optiamo per un cambio di coordinate
rT=u
y=v-+ u?
la cui matrice Jacobiana associata & data da:
oz Oz
£ = 1 0
swn= (5 £)=(5 )
ou ov

2



e il cui determinante & 1. Inoltre tale trasformazione manda l'insieme D in

E={(u,v) eR*:0<u<1,-2<v<0}
Pertanto:
0 1
// \/y—$2+2dxdy:// \/v+2dudv=/ </ \/v+2du>dv=
D E -2 \Jo
1 0 0 2 2
/(/ mdv)du—lo/ \/v+2dv:/ \/idt—[?))tg} :47\/5
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0 3
// 2z + ydzdy
B

ove B ¢ la regione di piano compresa tra le circonferenze di equazione x> + y?> = lex? +y> = 9ele
rette y = x, y = —/3x nel semipiano y > 0.

Esercizio 3. Calcolare:

y =\-V3z
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Figura 3: L'insieme B

Soluzione. Optiamo per un cambio di coordinate passando a coordinate polari.

T =pcosa
Yy = psina



la cui matrice Jacobiana associata é data da:

go Oz cos o psina

ap oo -

J (e p) oy dy (sina P COS v )
op o

e il cui determinante e p. Inoltre tale trasformazione manda 'insieme B in

1 2
C’:{(p,a)ERx[0,27r):1§p§3,17r§a§§7r}

Pertanto:

2r 3
// 2x+ydxdy:// p(2008a+sina)dpda:/d (/ p2(2(zosa—|—sina)dp> da =
B c z 1
%ﬂ' 3 26 %7‘{'
:/ (2cosa +sina) (/ p2dp> da:E/ (2cos o+ sin o) dex
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Esercizio 4. Risolvere I'equazione differenziale

2
4 =
vty sin(2x)

Soluzione. Il polinomio caratteristico &
P(\) =)\ +4
le cui radici sono 2i e —2¢ e pertanto la soluzione dell’equazione omogenea associata ¢ data da:
Cy cos(2x) + Co sin(2x)

cos(2z) e sin(2z) sono due soluzioni linearmente indipendenti dell’equazione differenziale data.
Chiamiamo S (z) = cos(2z) e Sz(z) = sin(2z). Costruiamo la seguente matrice:

v (36 ) - (i, )

Una soluzione particolare dell’equazione data andra quindi cercata tra quelle della forma:
©1(z) cos(2x) + pa(x) sin(2x)

chiedendo che ¢ e ¢ risolvano il sistema

v (4) - ()

trovando pertanto:

1 ;. lcos(2x)
) = 2 2(2) = 2 sin(2x)
da cui: ) .
p1(x) = —3% wo(x) = 1 In | sin(2z)|.



Esercizio 5. Risolvere I'equazione differenziale
y" +y = ze” sin(22)
Soluzione. Il polinomio caratteristico &
PO\ =AM +1
le cui radici sono i e i e pertanto la soluzione dell’equazione omogenea associata & data da:
C cos(z) + Cysin(x)

cos(z) e sin(z) sono due soluzioni linearmente indipendenti dell’equazione differenziale data.
Chiamiamo S (z) = cos(z) e Sz(z) = sin(x). Costruiamo la seguente matrice:

ver= () 50) = (Tl )

Una soluzione particolare dell’equazione data andra quindi cercata tra quelle della forma:
@1(x) cos(x) + pa(z) sin(x)

chiedendo che ¢ e ¢, risolvano il sistema
e1(z)) _ 0
W(z) (gpé(z)) B (:cem sin(2a:))

{cos(z)«»a (x) +sin(x)g)(x) = 0
—sin(z)] (z) + cos(z)ph(x) = ze® sin(2z)

trovando pertanto:

Moltiplicando la prima equazione per sin(z) e la seconda per cos(x) troviamo sommando:

{cos(mg () + sin(z)gh(x) = 0
— sin(x)¢] (z) + cos(z)ph(z) = ze® sin(2z)

da cui:
05 () = xe® sin(2x) cos(x)

Sarebbe possibile integrare la @2 ma richiederebbe troppi calcoli. In questo caso meglio ricorrere
al metodo di simiglianza come fatto la scorsa settimana.

Esercizio 6. Risolvere I'equazione differenziale

x

A 3 / 2 —
4 vt er 42
Soluzione. Il polinomio caratteristico &

P(A) =X -3\+1

le cui radici sono 1 e 2 e pertanto la soluzione dell’equazione omogenea associata ¢ data da:

Cie” + CQ(?Qx



e® e e?® sono due soluzioni linearmente indipendenti dell’equazione differenziale data. Chia-
miamo S;(z) = e® e Sa(x) = €2*. Costruiamo la seguente matrice:

~(Si(z) Sa(z)\ [T e
Wiz) = (5{ () Sh(x)) = \ew 22
Una soluzione particolare dell’equazione data andra quindi cercata tra quelle della forma:

p1(z)e” + pa(z)e*

chiedendo che ¢ e ¢ risolvano il sistema

trovando pertanto:

trovando pertanto:

da cui:



