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1 Uno strano prodotto

Consideriamo le “proiezioni” in RY. Come abbiamo gia visto, si tratta delle
funzioni p,, : RN — R definite da

P (T1, T2y .o, TN) = Ty

In questa parte del corso useremo perd una notazione diversa: invece di p,,,
scriveremo dx,,.

Ad esempio, la nota formula per il differenziale
N
=Y e
— 0T

dove h = (hy,ho, ..., hy,) & un qualsiasi vettore di RY, potra essere scritta
come

if o)) = S 5 ) ().

o brevemente come
N

df (xo) = Y %(azo) Az, .
m=1 m

Abbiamo qui un primo esempio di quella che chiameremo “forma differenziale”.

Introduciamo ora un’operazione tra i dx,, che ha ’aspetto di un prodotto,
e che denotiamo con il simbolo A. Senza entrare troppo nel merito della
questione teorica, ci limiteremo a evidenziarne le proprieta. La principale
caratteristica di questo prodotto ¢ di essere antisimmetrico (o alternante): si
ha
dx; Ndx; = —dx; A dw; .

Possiamo moltiplicare diverse volte questi oggetti, con la regola generale che,
quando si scambiano due di essi, il risultato cambia di segno:

dr,, N...dz;...dx;--- Ndx;,, = —dx;, N .. dx;. .. dx;--- ANdxy,,.



Si noti che, se due indici dovessero coincidere, allora
dr,, N...dz;...dz;--- Ndx;,, = 0.

Risulta allora chiaro che bastera considerare i prodotti con indici in ordine
strettamente crescente, ossia

dz;, N---Ndx;,, con1 <43 <--- <iyy <N,
in quanto tutti gli altri o sono nulli o si possono ricondurre a questi con un
riordinamento dei fattori, eventualmente cambiando il segno.

Analizziamo ad esempio il caso N = 3. Qui abbiamo dzi, dzs e dxs. Se
prendo due di essi con gli indici in ordine strettamente crescente ottengo

del /\dl’g, d[El /\de3, d[L‘Q /\d[L‘g
Ci sono anche
dl’g N dl‘l = —dl’l Ad£C2 s dl’g /\dl’l = —dlCl N dl’g s d%g /\dl’g = —dl'g /\dlll'g s

mentre
d.l’l/\dl’l :de‘Q/\d[EQ = dl’g/\dl’g =0.

C’¢ un unico prodotto di tre elementi con indici in ordine strettamente cres-
cente, e cioe
dxi A dzre N\ dzs .

Per quanto riguarda gli altri prodotti di tre elementi, abbiamo
dxy A dxs A\ dxy = dxs A\ dxy A dry = dxy A des A dzg,

dill'l A dil'g N dl’g = dl’g A dl‘g A dl’l = dl’g N dﬂfl A\ dCCg = —de'l A dl‘g A dl’g s

mentre tutti quelli con due o tre indici ripetuti valgono 0.

2 Forme differenziali in RY

Sia U un sottoinsieme aperto di R, e sia M > 1 un numero naturale.

Chiameremo forma differenziale di grado M (o M —forma differenziale)
una funzione definita su U da un’espressione del tipo

w(x) = Z firing (@) dziy A - Ny,
1<ip<-<ipg <N

Le funzioni f;, ;,, : U — R sono le “componenti” di w. Diremo che w e di
classe C* se lo sono tutte le sue componenti. Si noti che w(x) ¢ determinata

dal vettore (ﬁ) —dimensionale

F(JJ) = (filmiM(w>>1§i1<---<iM§N :

Chiameremo inoltre 0—forma differenziale una qualunque funzione definita su
U a valori in R.



Si puo definire la somma di due M —forme differenziali: se w ¢ come sopra
e w, anch’essa definita su U, ¢ del tipo

w(z) = Z Giyoing (@) dxyy Ao Nday,,
1<i1 < <ipyr <N
si definisce in modo naturale w + w come segue:
(CL) + @)(m) - Z (fil...i]\/[ (m) + gil...il\/l (.’B)) dmil /\ c /\ dl‘iM .
1<ii < <iyy <N

Inoltre, se ¢ € R, si definisce cw, il prodotto dello scalare ¢ per la M —forma
differenziale w, nel modo seguente:

(cw)(x) = Z Cfiyin (@) dayy Ao Ndy,,
1<i1<--<ipyy <N

Con queste definizioni, 'insieme delle forme differenziali di grado M risulta
essere uno spazio vettoriale.

Vediamo da vicino il caso N = 3. Consideriamo un sottoinsieme apreto
U di R3. Se indichiamo con wj; una M —forma differenziale, avremo, nei casi
M =1,2,3, le seguenti possibilita:
w1 fi(x) dzy + fo(x) dog + f3(x) dxs,
wa(x) = fra(x) doy Ndwgy + frz3(x) dey A dxs + foz(x) dag A das,
ws(x) = fiog(x) dzy A dag A dzs .

(x

)=
)=

e wo(x) sono determinate dai vettori tridimensionali F(x) =
x)) e G(x) = (fiz(x), fi3(x), f23(x)), rispettivamente.

Si noti che wy(x

(fl(w)a f2(m)7f3

TN —

3 Prodotto esterno

Date due forme differenziali w e w, entrambe definite su U, di grado M e E ,
rispettivamente, vogliamo definire la forma differenziale wAw, di grado M+ M,
che si dice prodotto esterno di w e w. Se

wa)= Y foi(@)dry, A Nda,,
1<ii<-<iyy <N
1<j1<<jp<N
si pone
(W/\(:v‘]) (.’13) = 1§i1<~2iM§N f2'1~~~iM (w)ghmj]g(w) dxi, A- - ./\dwil\/f /\dle/\' ) '/\da:j]q :

15j1<<j <N

Di solito si omette il simbolo A qualora una delle due & una 0—forma differen-
ziale, in quanto il prodotto esterno assomiglia, in questo caso, al prodotto per
uno scalare. Si noti che nella sommatoria saranno nulli tutti gli elementi in
cui un indice compare due volte. Vediamo ora alcune proprieta.
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Proposizione. Se w,fu,c:u sono tre forme differenziali di grado M, M , M,
rispettivamente, allora:

CD/\w:(—l)Mﬁw/\fd,

(WA AND=wA (WAD);

se c € R, allora
(cw)Nw=wA (c@) =clwAw);

inoltre, nel caso in cui M = M, si ha

W+ AD=(WAD)+ @AD),

GA(W+D)=@Aw)+ (@AD).

Nel caso N = 3, se w; e w; sono due 1-forme differenziali,

fi(x) dzy + fa(x) doy + f3(x) dxs,
91(z) dry + ga(x) dovy + g3(x) das,

&
)
I

£
&
I

(w1 A1) () = (fi(x)ga(x) — fo(x)g1(z)) 2y A dy
— f3(x)g1(x)) doey A dxs
— fs(x)ga(x)) dag A dzs .

Se invece w; € una 1-forma differenziale e Wy € una 2-forma differenziale,

wi(x) = fi(x)dz, + fo(x)des + f3(x)dxs,

WQ(CL') = 912(33) dl’l VAN dlL‘g + glg(iL') de’l A dl’g + 923(33) dIQ A dl’3 s
si ha:
(w1 A o) () = (fi(x)ges(®) — fa(x)g1a(x) + fa3(x)g12(x)) dzy A drg A ds.

Osserviamo adesso che una scelta pitu opportuna dell’ordine dei prodotti a
due a due dei dx, dxs, drs risulta essere questa:

dIQ VAN dl‘g s d$3 N dIl s d[[’l N d{EQ .
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Infatti, se rivediamo le operazioni fatte sopra con questa nuova scelta, si ha

(w1 Awr)(x) = (fo(@)gs(x) — f3(x)g2(2)) da A dizy
+(fs(x)g1(x) — fi(x)gs(x)) dxs A day
+(fi(x)ga(x) — folx)g1(x)) dovy A dy,

che ¢ la 2-forma differenziale individuata dal campo di vettori

FxG= (f293 — f392, f3g1 — f193, f192 — f291) ,

il prodotto vettoriale tra di due campi di vettori ' e G. Inoltre, con la nuova
scelta, riscrivendo la 2-forma wy come

Wa(x) = g1(x) dxo A dxg + go(x) dzs A dxy + §3(x) doey A dzs
con campo di vettori associato
G(z) = (51(@), Go(®), Gs()) ,
abbiamo che
(w1 Aws)(x) = (fi(z)g1 () — fo(®)F2() + f3(2)gs()) doy A dwg A das,
che ¢ la 3-forma differenziale individuata dalla funzione
F-G= figi + fogo + f335

il prodotto scalare tra di due campi di vettori F' e G.

4 Differenziale esterno

Data una M —forma differenziale w di classe C!, vogliamo definire la forma
differenziale d.,w, di grado M + 1, che si dice differenziale esterno di w.

Se w e una O0—forma differenziale, w = f : U — R, il suo differenziale
esterno d,w(x) non sara altro che il differenziale

Nel caso generale, se
w(x) = Z firing(®) diy A+ Ny,
1<i1<-<ipyy <N
poniamo
degw(x) = Z dfiy iy (@) Ndziy N+ Ndxy,,
1<ip<--<ipyy <N

0, equivalentemente,

0
dexw(m) = Z Z J(;Z;- = dl‘m AN dl’zl - A dl‘iM .
1<iy <-<ipr <N m=1 m

Nel seguito, per comodita di scrittura, scriveremo sempre dw al posto di d,w.
Vediamo alcune proprieta del differenziale esterno.
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Proposizione. Se w e w sono due forme differenziali di classe C*, di grado M
e M, rispettivamente, si ha:

dwAQ) =dw A+ (DM Ado;
se M = M eceR, allora
dlw+ @) =dw+dw,
d(cw) = cdw;

se w ¢ di classe C?, allora

d(dw) = 0.

Per quanto riguarda 1'ultima uguaglianza, abbiamo:
N N

0 O0fi,
CEIEEED DI D) DF- < T OV R S

1<ii<-<ipyy <N k=1 m=1

Tenuto conto che

0 Ofiyiny 0 Ofiy iy
or, Or,,  Ox, Ok
e del fatto che dzyAdx,, = —dx,, Ndxy, si vede che gli addendi delle sommatorie
si eliminano a due a due, per cui si ha d(dw)(x) = 0.

Nel caso N = 3, se abbiamo una 0O-forma differenziale wy = f : U — R,

allora
of of

dwo( ) 81‘1( )dI1+a—2( )dIQ—Fg—J;( )dl’3

Si tratta della 1-forma differenziale individuata dal campo di vettori gradiente
_(of of 9Of
Vf N (81'1 ’ 8932 ’ 0$3) .

Partendo da una 1-forma differenziale

wi(x) = fi(x)dv, + fo(x) dze + f3(x) dos,

dwl(a;):<g£z( ) — gz( )) dzy A das

dfi 0 fs
+ <§—ﬁ(m) gi;( )) dey A dzx, .

Se denotiamo con F' = (f1, fa, f3) il campo di vettori individuato da wy, po-

nendo
fs  0fs 0fHi Ofs 90fs Oh
01’2 8273 ’ 6x3 8271 ’ 81’1 8352 ’

detto “rotore” di F', otteniamo il campo di vettori individuato da dws.

si ha

(w)) dxs A dxy

VxF:(
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Partendo invece da una 2-forma differenziale
wa(x) = g1(x) deg A ds + go(x) drs A day + gs3(x) day A dasy

si ha

0 9] 9)
dwy(x) = (8_531@) - a—ii(m) + a—sz(w)) dxy A dxg A dxsg.

Se G = (g1, g2, g3) denota il campo di vettori individuato da ws, ponendo

_ dg1 | Oga | Ogs
VG 0x1+6x2+6x3’

detta “divergenza’ di G, abbiamo la funzione individuata da dws.

Le proprieta del prodotto esterno e del differenziale esterno permettono di
dimostrare alcune formule in cui appaiono il gradiente, il rotore o la divergenza.
Se f:U—>R, f: USSR, F:U—R3eG:U — R3, abbiamo ad esempio le
seguenti:

V x(Vf)=0,
V- (VxF)=0,
V(ff)=F(V)+ F(V),

)
V x (fF) = (Vf) x F+ f(V x F),
V-(fG)=(Vf)-G+ f(V-G),

Y (VxF)-G—F-(VxG).

5 Integrale di una forma differenziale

Vogliamo ora definire la nozione di integrale di una M-forma differenziale su
una M —superficie. Supponiamo di avere una M —forma differenziale

w(w) = Z fi1~~~iM (IB) dxil ARRRNA dxiM >

1<ii<-<iyy <N

definita su un sottoinsieme U di R"V contenente il supporto di una M-superficie
o: 1 —=RY conl<M<N.

Si ricordi che w(x) ¢ determinata dal vettore (N

M) —dimensionale

F(CB) = (fil---i]\/[(m)>1§i1<---<i1\4§N :

Inoltre, per ogni w € I, abbiano definito il vettore (N)—dimensionale

M

Definizione. Diremo che la M —forma differenziale w ¢ integrabile sulla
M —superficie 0 : I — U se (F o o) - X é integrabile su I. In tal caso, si

o o= [ Flotw)- s du.



Ad esempio, w sara integrabile su ¢ qualora tutte le sue componenti siano
funzioni continue.

Vediamo il significato della definizione data quando N = 3. Se M = 1,
o: [a,b] — R? ¢ una curva e w ¢ una 1-forma differenziale:

(,U(CB) = Fl(a:) diL’l + FQ((L’) dl’g + Fg(m) dl’g .

/Uw _ /:F(a(t))-a'(t) dt

Questa quantitd si chiama integrale di linea ! del campo di vettori I =
(Fy, Fy, F3) lungo la curva o, e si indica con il simbolo

[ra

Esempio. Calcoliamo l'integrale di linea del campo F(z,y,z) = (—y,,2?)
lungo la curva o : [0,27] — R?® definita da o(t) = (cost,sint,t). Si ha:

Si ha:

2m 873
/F dl = / [(sint)® + (cost)? + t] dt = 27 + -
o 0

Se M =2, 0: [a,b] X [ag,by] — R? & una superficie e w ¢ una 2-forma
differenziale:

(,L)(.CL') = F1<33) deg VAN dlEg + FQ(CL') d.l’?, VAN dCL’l + Fg(ﬂ?) dl’l A dIL‘Q .

Lw:/aj2 /b Flo(u,v)) - (g—z(u,v) x %(u,v)) dudy .

Questa quantita si chiama integrale di superficie o flusso ? del campo di
vettori F' = (Fy, Fy, F3) attraverso la superficie o, e si indica con il simbolo

/F-dS.

Esempio. Calcoliamo il flusso del campo F(z,y, z) = (—y, z, 2?) attraverso la
superficie o : [0,1] x [0,1] — R3? definita da o(u,v) = (u*, v,u + v). Si ha:

/F qs — / / 2(—2u)—|—(u+v)2(2u)]dudv:;

E importante vedere come cambia l'integrale di una forma differenziale w
su due M —superfici equivalenti. Ricordiamo che 0 : I = RY e5 : J — RY
sono equivalenti se hanno lo stesso supporto ed esistono due insiemi aperti
A C I, B C J, e un diffeomorfismo ¢ : A — B con le seguenti proprieta: gli
insiemi 7\ A e J\ B sono trascurabili e, per ogni u € A, o(u) = (p(u)).

Si trova:

'Tn meccanica si usa questo concetto, ad esempio, per definire il lavoro di una particella
che descrive una curva in un campo di forze.

2Tn fluidodinamica si usa questo concetto, ad esempio, per definire la quantita di fluido
che attraversa una superficie in un’unita di tempo.
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Diremo che o e ¢ hanno la stessa orientazione se det ¢'(u) > 0 per ogni
u € A; diremo che hanno orientazione opposta se det ¢'(u) < 0 per ogni
uc A

Esempi. Data una curva o : [a,b] — RY, una curva ad essa equivalente con
orientazione opposta ¢, ad esempio, 7 : [a,b] — RY definita da

5(t) =o(a+b—1).

Se o e regolare, un esempio interessante di curva equivalente con la stessa
orientazione si ottiene considerando la funzione

olt) = / 0" ()] dir

Siccome ¢'(t) = ||o’(t)|| > 0 per ogni t € la,b|, ponendo ¢; = (b), si ha che
¢ : [a,b] — [0,¢1] & biietiva e la curva o1(s) = o(p~1(s)) € equivalente a o. Si
noti che, per ogni s €]0, 1], si ha

ot ()| = llo’ (o~ () (oY (5]
1o —1 1
7 ) ST H
1

O |

Data una superficie o : [a;,b1] X [az,by] — R3, una superficie ad essa
equivalente con orientazione opposta &, ad esempio, & : [ay, b1] X [ag, by] — R3
definita da

a(u,v) = o(u,as + by —v),

oppure da
G(u,v) =o(ay + by —u,v).

Teorema. Siano o : I — RN e 5 : J — RN due M —superfici equivalenti. Se
hanno la stessa orientazione, allora

foe o

se hanno orientazione opposta, allora

foe-f

Dimostrazione. Abbiamo una M —forma differenziale del tipo

CU(ZL‘) = Z fil...iM(a’) d$i1 VANKIRIRIVAN dl’iM .

1<i1<-<ip <N



Sia ¢ : A — B, come nella definizione di M —superfici equivalenti, tale che
o = o o . Per il teorema di cambiamento di variabili nell’integrale, si ha:

[, b= 3 / Fonoin (G (o)) det(F 0 9y () dus

1< < <iyy <N

/ For it (G(sp(w))) det &1y, (pl(w)) det o (u) du

1<ip < <2M<N

==+ Z / fz1 ZM det UEi1,~~~,iM)<v> dv

1<iiy<-<ipy <N

:i/w

con segno positivo se det ¢’ > 0, negativo se det ¢’ < 0. [

Nota. In generale, se 0 e ¢ sono equivalenti, non sempre si ha l'uguaglianza
| J_w| =] [, w|. Non & detto infatti che esse abbiano la stessa orientazione od
orientazione opposta.  Ad esempio, se consideriamo le due superfici 0,7 :
[1,2] x [0,27] — R? definite da

o(u,v) =

3+ 3 ) 3+ 3 v\ . 3\ . v
5 u 5 (3082 Cos v, 5 U 5 0052 sinv, | u 5 sm2 ,

- T
a(u,v):a(u,v—l—E),

si puo vedere che sono entrambe parametrizzazioni dello stesso insieme (un
nastro di Mébius) e pertanto sono equivalenti (il lettore ¢ invitato ad esplicitare
un diffeomorfismo ¢ : A — B con le proprieta della definizione). D’altra parte,
se consideriamo la 2-forma differenziale w(xy, x5, x3) = dr12, determinata dal
campo di vettori costante (0,0, 1), facendo i conti si ottiene

/Ow:o, /5w:—3\/§.

Consideriamo ora il caso importante in cui M = N.

Teorema. Sia M = N;seo: [ — RY ¢ regolare con det Jo(u) > 0 per ogni
u € I ew é della forma

w(x) = f(e)dey N Nz,
allora [ w= [ f. Se inoltre o & iniettiva su I, allora [ w= fU(I) f.

Dimostrazione. Essendo det o’ > 0, si ha

/ /f )) det(e” (w)) du
/f )) [det(o ))!du:/gf-
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Se inoltre o ¢ iniettiva su , facendo uso del teorema del diffeomorfismo locale,
si vede che o induce un diffeomorfismo tra I e a(f ). Essendo trascurabili sia la
frontiera di I che la sua I'immagine attraverso I’applicazione o, tenendo conto
del teorema di cambiamento di variabili abbiamo che

/ /f )) det (o’ (w) du
- [ stotu) aetto ))|du:/a(i)f=/amf-

Se o ¢ la funzione identita, si ha che o(I) = I e al posto di [ w si usera
scrivere [ w

6 Incollamenti: il bordo orientato di un ret-

tangolo
Supponiamo che oy : I; = RY..... 0, : I, — R siano delle M —superfici.
Chiamiamo “incollamento” di oy, ..., o, la n-upla

(O1,...,00).

Si tratta di un insieme i cui elementi potrebbero non essere tutti distinti tra
loro: potrebbe essere che o; = 0; per alcuni indici ¢ # j.

Definiamo ora l'integrale di una M-forma differenziale w sull’incollamento
delle suddette M-superfici ponendo

/ w:/w+~--+/ w.
(01,0m) o1 On

Supponiamo ora che I sia un rettangolo in R¥*! con M > 1:

I= [abbﬂ X X [aM+1abM+1]-

Denotiamo con I, il rettangolo di RM ottenuto da I sopprimendo la k—esima
componente:

Iy = [a1,b1] X -+ X [ag—1,bp—1] X [@ps1, Dpg1] X -+ X [anr41, barga] -
Consideriamo, per ogni k, le M —superfici o, 3, : I, — RM*! definite da
+ ~ _
ap (Ury .oy Uy oy Upgg1) = (Uy oy Up—1,s Ay Wt 1, - - -, UNI41)
+ ~ _
ﬁk (uh coey Uk, "7uM+1) - (ula ey Uk—1, bka Uk4+1, - - - 7uM+1) )

dove il simbolo ~ sta ad indicare la soppressione della variabile sottostante.
Consideriamo inoltre delle M —superfici o, 85, : I, = RMT equivalenti a
e (B, rispettivamente, con orientazione opposta. (Stiamo qui considerando la
situazione in cui N = M + 1.)

11



Definizione. Chiamiamo bordo orientato del rettangolo I un incollamento
delle seguenti M —superfici:

(a) a; e B se k ¢ dispari,

(b) o e B3, se k ¢ pari,
conk=1,...,M+ 1.

Se w ¢ una M —forma differenziale definita su un sottoinsieme U di RM+1
contenente I'immagine di I, avremo quindi:

M+1 M+1
W= Z(—l)k/ w + Z(—l)k_l/ w
/31 k=1 ay k=1 B
M+1

= k:1<_1)k1 </$w—/azw>.

Se M =1, consideriamo il rettangolo [aq, 1] X [az, bs]. Allora, ad esempio:

CLQ,bQ —>]R2, U —

aj ] (a1, as + by — )
B ag,b) = R* v (by,v)
ag :la, b = R, urs (u,ay)
By :la,bi] = R?, wrs (ag +by —u,by).

Si puo visualizzare il bordo orientato
oI = (O‘1_7Bi’—’a§_752_)

come incollamento dei lati del rettangolo I orientati in modo che il perimetro
sia percorso in senso antiorario.

A -
b, B2 -
By*
(04 _' A
1
a, -
ot
a, by
Se M = 2, abbiamo, ad esempio:
oy :[ag, b X las, bs] = R® | (v,w) — (ay,as + by — v, w)
61+ : [a2>b2] X [a37b3] — RS ) (an) = (th?w)
of a1, bi] x [as, bs] = R, (u,w) — (u,as,w)
By a1, b1] x [as, bs] = R® | (u,w) = (u, by, az + b3 — w)
az :lay, by X [ag, bs] = R® | (u,v) = (a; + by — u,v,a3)
ﬁ;_ . [alabl] X [a27b2] — RS ) (U,U) = (U,U, b3)



In questo caso, si puo visualizzare il bordo orientato

oI = (a;aﬁraag_?ﬁ;’O@_’ﬁ;—)

come incollamento delle sei facce del parallelepipedo I, tutte orientate in modo
tale che il vettore normale sia sempre rivolto verso l’esterno.

"y

Bs*

+
O

Y

By~

7 La formula di Gauss

In questa sezione, I sara un rettangolo di R, con N > 2 (quindi, rispetto alla
sezione precedente, considereremo il caso N = M +1). Nel teorema che segue,
si ottiene 'elegante formula di Gauss.

Teorema. Se w ¢ una (N — 1)—forma differenziale di classe C'' definita su un
aperto contenente un rettangolo I di RY, si ha:

/dw:/w
I oI

Dimostrazione. Possiamo scrivere w nella forma

N
w(x) =Y Fj(a)dey A Aday A Aday .
j=1
Allora
N N OF, -
Zzza— x)dr, Ndry A ANdxj A\--- Ndey
N
OF;
ZZ(—l)]‘lﬁ(:c) dry A --- Ndxy .
T
=1 J
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Essendo le derivate parziali delle [} continue, esse sono integrabili sull’inter-
vallo I, e possiamo usare la formula di riduzione di Fubini:

[ SRRy R

N b,
. i OF; —
:Z(—l)J—l/ ( %(.Il,...,xN)de) d(lfldlﬁjdl’]\[
j=1 1; a; J
N

=1 J

g / (xla'"7xjflaijxj+17"'7x]\f)_

.

—F}‘(Il, s L1, A5y Tjg1y - e ,JJN)] dIl .. .dl‘j .. .dl’N,

per il teorema fondamentale. D’altra parte,

/mw _ é(_l)k/a;w + g(—nk—l /ﬂ;w

Si ha:
N —_~
/ —Z/F@M Adxj A Aday
N —_—
:Z/ (Fjoay) det(ak)( ooy dry . dry. . dry
:/ Fr(zq, ... x5 1,ak,xk+1,...,xN)dx1...d/x\k...de,
essendo

0 sej#k
+ o ?
det(ag)iy, 5 3= { 1 sej=k.

Procedendo similmente per §;f, alla fine si ottiene:

/w—g / [Fr(x1, .. g1, bpy Ty, - -, TN) —
oI

k=1
—Fi(x1, . 1, gy Tpgry - - xy)] day o dxy L day

e la dimostrazione e completa. [ |
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8 Bordo orientato di una M —superficie

In questa sezione, I sard un rettangolo di RM*t e ¢ : I — RY una (M +
1)—superficie.

Definizione. Se 1 < M < N — 1, chiameremo bordo orientato di o
la funzione 0o = o o 01, che risulta essere un incollamento delle seguenti
M —superfici:

(a) coa, ecof sek & dispari;

(b) coa; eoop; sek é pari,
conk=1,....,M + 1.

Data una M —forma differenziale w il cui dominio contiene il supporto di do,
avremo quindi

Nota. E utile estendere la scrittura [, w nel caso in cui o : [a,b] — RY sia
una curva, con N > 1, e w = f : U — R una O-forma differenziale; in questo
caso, si pone:

/8 w=f(o(b)) - f(o(a)).

Esempi. Come illustrazione, consideriamo come al solito il caso N = 3. Com-
inciamo con tre esempi di bordo orientato di superfici.

1. Sia o : [r, R] x [0,27] — R3, con 0 < r < R, data da
o(u,v) = (ucosv,usinv,0).

Il suo supporto € un cerchio se r = 0, una corona circolare se r > 0. Il bordo
orientato
_ - + + -
80— (anl 70-061 ,0’00[2,0'062)

¢ dato dall’incollamento delle seguenti quattro curve:

ogoaj(v)=(rcosv,—rsinv,0),
oo B (v) = (Rcosv, Rsinv,0),
g oa;(u) = (u,0,0),
ogopy(u)=(r+R—u,0,0).

La prima curva ha come supporto una circonferenza di raggio r, che degenera
nell’origine nel caso in cui r = 0. La seconda ha come supporto una circon-
ferenza di raggio R. Si noti pero che il verso di percorrenza di queste due
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circonferenze e opposto. Le ultime due curve sono equivalenti con orientazioni
opposte.

Sia ora dato, per esempio, il campo di vettori F'(z,vy, 2) = (—y, x, zye?). Si

ha:
/F-déz/ F-d€+/ F-dl
o ooay aoﬁf’

21 2w
= / [—r?sin® v — 7% cos® v] dv + / [R?sin® v + R* cos® v] dv
0 0

=2m(R* —1?).

2. Consideriamo la superficie o : [r, R] X [0,27] — R3, con 0 < r < R, definita

da
o (1, v) = (("’;R + (u— HQR) cos (g)) cos v,
(T804 (= cos (5) Jsne,
(-5 (s)

<

il cui supporto ¢ un nastro di Mdébius. In questo caso, il bordo orientato ¢ dato
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dall’incollamento di:

_ r+R R-—r v
cgoaj (v) = 5 + 5 COS(§> cos v,
B r+R+R—r (E) :
5 5 cos g ) ) sinv,
R—r . (v
pan(3))
Joﬁf(v):((T—;R+R2_Tcos(g>)cosv,
T+R+R_rcos<g) sinv
2 2 2 ’

T (3).

O-OBZ_(U) = (U,0,0).

Si noti che in questo caso le ultime due curve sono identiche.

3. Consideriamo la superficie o : [0, 7] x [0,27] — R? definita da
o(¢,0) = (Rsin¢cosf, Rsin ¢sinf, R cos ¢) ,

il cui supporto ¢ la sfera di raggio R > 0 centrata nell’origine. In questo caso,
il bordo orientato e dato dall’incollamento di:

goay(f)=(0,0,R),

oo B (0) =(0,0,-R),

ooay(¢) = (Rsing,0, Rcos¢),
ooy (¢) = (Rsing,0,—Rcos o).

Si noti che le prime due curve sono degenerate in un punto, mentre le ultime
due sono equivalenti con orientazioni opposte. Quindi, qualsiasi sia il campo
di vettori F, si avra [, F-dl=0.

Vediamo ora un esempio di bordo orientato di un volume in R3. Sia o :
[0, R] x [0, 7] x [0,27] — R3 il volume definito da

a(p,d,0) = (psin¢cos, psin psin b, pcos @),

il cui supporto e la palla, centrata nell’origine, di raggio R > 0. Il bordo
orientato

do=(coaj,00ff,00a5,008;,00a;3,0005)
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e dato dall’incollamento delle seguenti sei superfici:

ooay(¢,0)=(0,0,0),
oo (¢,0) = (Rsin¢cosf, Rsin¢sinf, Rcos ¢),
3 (p.0) = (0,0,p),

Q
o
o

w
S
<

S—
I
uy)

|
=
@,
=
ASS
o
uy)
|
=
@)
o}
)]
-
N—

Si noti che la prima superficie & degenerata in un punto (’origine), la seconda
ha come supporto la sfera intera, la terza e la quarta sono degenerate in due
curve mentre le rimanenti due sono equivalenti con orientazioni opposte. In
questo esempio, quindi, dato un campo di vettori F| si avra sempre

/F~dS: F-dSs.
Jdo aoﬁfr

9 La formula di Stokes - Cartan

Enunciamo la seguente generalizzazione del teorema di Gauss, in cui si ottiene
I'importante formula di Stokes - Cartan.

Teorema. Sia 0 < M < N —1. Sew : U — Qu(RY) ¢ una M—forma
differenziale di classe C' e o : [ — R una (M + 1)—superficie il cui supporto

e contenuto in U, si ha:
/dw = / w.
o do

Si noti che il caso M = 0, N =1 e o(u) = u & una versione del teorema
fondamentale, anche se qui si richiede che la derivata di w sia continua.

Consideriamo alcuni corollari.

Il caso M = (. Consideriamo una 0-forma differenziale f : U — R e otteniamo
il seguente

Teorema. Sia w = f : U — R una funzione scalare di classe C' e o : [a,b] —
RY una curva con supporto contenuto in U. Allora:

/ Vf-de = f(o(b)) — f(o(a)).

Dimostrazione. Consideriamo la funzione G : [a,b] — R definita da G(t) =
f(o(t)). Essa ¢ di classe C, e per il teorema fondamentale si ha

b
/ G'(t)dt = G(b) — G(a).
Siccome G'(t) = V f(o(t)) - 0'(t), ne segue la formula cercata. n
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Nota. L’integrale di linea del gradiente di una funzione f non dipende dalla
curva scelta, ma soltanto dal valore della funzione nei due estremi o(b) e o(a).

Esempio. Siano dati il campo di vettori in R3

- x Y <
F(z,y,z) = ([x2+y2+22]3/27 [:r2+y2+22]3/27 [m2+y2+32]3/2>

e la curva o : [0, 47r] — R3 definita da o(t) = (cost, sint, t). Vogliamo calcolare
I'integrale di linea fg F - dl. Osserviamo che F' = grad f, con

1

f(x,y,2) = :
( ) a2+ y?+ 22

e quindi:

[ F-dt = fotam) - fo(0) = !

Il caso M =1, N = 3. Consideriamo una 1-forma differenziale

W(CI’J) = Fl(a:) de’l + FQ(Q’J) dl’g + Fg(l’) dl’g

e otteniamo la formula di Stokes-Ampere.

Teorema. Sia F: U — R® un campo di vettori di classe C' e o : a1, b] X
[as, by] — R una superficie con supporto contenuto in U. Si ha:

/VXF‘dS:/ F-de.
o do

A parole. Il flusso del rotore del campo F attraverso la superficie o coincide
con l'integrale di linea di F' lungo il bordo di o.

Dimostrazione. Supporremo per semplicita che o sia di classe C?. Posto I =
[a1, b1] X [as, by], definiamo la seguente 1-forma differenziale in R?:

w(u,v) = F(o(u,v)) - %(u,v) du + F(o(u,v)) - %(u,v) dv .

Iniziamo a valutare il suo integrale su oy :

ba )
/&):/ F(o(ai,as + by —v)) - (— a—Z(al,%—i—bz—U))dU

—/ F-dl.

Si verificano poi le analoghe uguaglianze per l'integrale su 3;, ad e 35, per

cul si ha che
/a;:/ Fedl.
oI Oo
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Con un po’ di conti, si trova:

do(u,v) =
= % F(o(u,v)) 8—Z(u,v) —ag F(a(u,v))-g—(;(u,v) du A dv
|

9 v
=V x F(o(u,v)) - (%(u,v) X g—g(u,z))) du A dv ,

/d@:/VXF'dS.
1 o

La formula di Gauss applicata a @ permette quindi di concludere. [ |

per cui

Esempio. Sia F(z,y,2z) = (—y,7,0) e v : [0,27] — R? la curva definita
da y(t) = (Rcost, Rsint,0); vogliamo calcolare I'integrale di linea f7 F-de.
Abbiamo gia visto come calcolare questo integrale facendo uso diretto della
definizione. Procediamo ora in un altro modo: definiamo la superficie o :
[0, R] x [0,27] — R3 data da o(p,0) = (pcosb,psind,0). Osserviamo che
v =0co B, per cui si ha:

/F-dﬁz/ F-dﬁz/F-dﬁz/VxF-dS.
Y ooﬁ?‘ o o

Osserviamo che V x F(z,y,z) = (0,0,2) e

do Jo

a—p(p, 6) x %(Pa 0) = (0,0,p).

Ne segue che

R 27
/F-dé:/ / (0,0,2) - (0,0,p)d0 dp = 27 R*.
¥ 0 0

Il caso M =2, N = 3. Consideriamo una 2-forma differenziale

w(x) = Fi(x) dee A dxg + Fy(x) dos A doy + Fiz(x) dxy A dzg

e otteniamo la formula di Gauss-Ostrogradski.

Teorema. Sia F: U — R? un campo di vettori di classe C* e supponiamo
che o : I = [a1,b] x [ag,bs] X [as,bs] — R?® sia una 3-superficie (ossia un
volume) con supporto contenuto in U. Si ha:

o do

Se inoltre o & regolare e iniettiva su I, con det Jo(u) > 0 per ogni u € I,

allora
/ V. -F = / F-ds.
o(I) dc
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In termini intuitivi. L’integrale della divergenza del campo F' sull’insieme
V' = o(I) coincide con il flusso di F' uscente da V.

Dimostrazione. Supporremo per semplicita che o sia di classe C?. Consideri-
amo la seguente 2-forma differenziale @ : I — Qy(R?) :

o(u)=F(o(u)) - (g—;(u) X g—;( )) dus N dus +
+F(o(uw)) - (88_53(“) X 5—51( )) dug A duy +

#F(o) - () x 57 w)) dus Ados

Considerata la superficie 8;, si ha:

X e do do
/ W= / / F(by,ug,u3) - ( (b1, u2,us) X —(bl,u2,u3)> dus dus
i'— az as ou U9 8u3
= / F-ds.
Ch

Calcolando analogamente gli integrali sulle altre cinque superfici che compon-

gono 01, si conclude che
/ o= / F-ds.
oI oo

Facendo i conti, con un po’ di pazienza si ha:

o) = [ (Fiotw) (2w« 2 w) )+
+aiu2 (F(U(U)) . (g—;(u) X g_?Z(U))) +
do Jo

+a% (F(a(’u,)) : (8_141(u) X 8—W(u))>] duy A duy A dus
—V - F(o(w)) det o' (w) duy A dus A dus .

/dw—/v u)) det o’ (u) du .

D’altra parte, siccome ¢ induce un diffeomorfismo tra le a(i ) con det o’ > 0,
per il teorema di cambiamento di variabili

/V u)) det o’ (u du—/ V- F(x)d.

La formula di Gauss applicata a @ permette quindi di concludere. [ ]

Quindi, si ha:
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Esempio. Si voglia calcolare il flusso del campo di vettori
F(z,y,2) = ([o* +y* + 2%z, [2" + y* + 2y, [2" + y* + 2°]2)

attraverso una superficie sferica parametrizzata da n : [0, 7] x [0,27] — R? :

n(¢,0) = (Rsin ¢ cosf, Rsin ¢sin 6, R cos ¢) .
Ci ricordiamo che n = o o 8], dove o : I = [0, R] x [0, 7] x [0,27] — R3 ¢ il
volume dato da

o(p,¢,0) = (psingcosh, psin gsinb, pcos @) .
Abbiamo quindi:

/F-dS:/F-dS: V-F.
n o U(I)

Essendo V - F(xz,y, z) = 5(z% + y* + 2?), passando a coordinate sferiche si ha:

27 ™ R
/ V-F= / / / (50*)(p*sin @) dpdp df = 4TR° .
o(I) o Jo Jo

10 Interpretazione fisica del rotore e della di-
vergenza

Il rotore. La formula di Stokes-Ampere ci permette di dare un’interpretazione
del rotore di un campo di vettori F in R®. Supponiamo dapprima che V x F
sia costante. Se ne conosciamo la direzione, possiamo prendere un piano ad
esso ortogonale, e su questo piano un cerchio di raggio r > 0 (e quindi di area
7r?), che possiamo facilmente parametrizzare, in coordinate polari, con una
superficie o, : I — R3. Allora

/ VX F-dS=+nr?||Vx F|.

Scegliamo ora l'orientazione per la parametrizzazione ¢, in modo che il versore
normale v, abbia la stessa direzione di V x F'. Dalla formula di Stokes-Ampere
troviamo quindi la lunghezza del rotore:

1
Hmez—G/_PM.
2 Jos,

Nel caso in cui V x F' dovesse non essere costante, fissiamo un punto x del
dominio e procediamo come sopra, prendendo il cerchio parametrizzato da o,
centrato in « di raggio r. Per continuita, se r > 0 ¢ molto piccolo, possiamo
supporre che V x F sia “quasi constante” su questo cerchio. Piu precisamente,
avremo che

1
IV x F(z)| = lim — [ F-d.

r—0+ T2 Jo,.

Si vede da questa espressione che il rotore misura il contributo rotativo del
campo F' lungo la circonferenza do,. Da qui il nome “rotore”.
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Se non dovessimo conoscere a priori la direzione di V x F' (), la si puo
determinare nel modo seguente: per ogni piano passante per x si procede come
sopra e si calcola il lim,_,q+ # f o0, F dl. Tra tutte queste quantita, ottenute
scegliendo i piani in tutti i modi possibili, si determina quella pit grande. Il
piano che realizza questa quantita massima sara quello ortogonale a V x F' (),
e il versore normale individuato da o, avra la stessa direzione di V x F' (x).

La divergenza. La formula di Gauss-Ostrogradski ci puo dare un’interpretazione
della divergenza di un campo di vettori F' in R3. Supponiamo dapprima che
V - F sia costante. Consideriamo una palla chiusa B,, di raggio r > 0 (e
quindi di volume gmﬂ?’), che possiamo facilmente parametrizzare, in coordi-
nate sferiche, con una 3-superficie o, : I — R3, avente det Jo,(u) > 0 per ogni

wc I. Allora A
/ V-F=-miV-F.
B, 3

Dalla formula di Gauss-Ostrogradski troviamo quindi che

1
V.F = / F-ds.

Nel caso in cui V - F' dovesse non essere costante, fissiamo un punto @ del
dominio e procediamo come sopra, prendendo la palla B, = B(x,r), centrata
in  di raggio r, parametrizzata da o.. Per continuita, se r > 0 ¢ molto
piccolo, possiamo supporre che V - F' sia “quasi constante” su questa palla.
Piu precisamente, avremo che

V. F(x)= lim 4#3/ F-del.
ooy

r—0t §7T’I"

Da questa formula si vede che la divergenza ci fornisce una misura del flusso
per unita di volume del campo F' attraverso la superficie sferica do,. Questo
sara positivo se il campo fluisce verso I'esterno, negativo se verso l'interno. Da
qui il nome “divergenza”.

11 Risultati analoghi in R?

Supponiamo che U sia un sottoinsieme di R%. Come corollario del teorema di
Stokes-Cartan, prendendo M = 1, N = 2, otteniamo la formula di Gauss-
Green.

Teorema. Sia F = (F},Fy) : U — R? un campo di vettori di classe C! e
supponiamo che o : I = [ay, by] X [ag, bs] — R? sia una superficie con supporto
contenuto in U. Si ha:

- 85(71 8.%2 do
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Se inoltre o é regolare e iniettiva su [O, con det Jo(u) > 0 per ogni u € 12,

allora OF IR
[, ()=
o(I) 81'1 61’2 9o

Dimostrazione. Supporremo per semplicita che o sia di classe C?. Similmente a
quanto fatto nella dimostrazione del teorema di Stokes-Ampere, consideriamo
la forma differenziale ausiliaria @ : I — Q;(R?) definita da

w(u,v) = F(o(u,v)) - %(u,v) du+ F(o(u,v)) - —(u,v)dv

/@:/ Fodl.
ol o

Se o ¢ di classe C?, allora @ ¢ di classe C' e, facendo i conti, si trova

o) = | 5 (Flotwo) - G w) -

e verifichiamo che

_aﬁ (F(a(u, 0)) - %(u m)] du A dv
_ (Z—f(a(u, ) — g—i(a(u v))) det o (u, v) du A dv |

Quindi,
8F2 8F1 ’
/dw = / <8x1 o(u,v) ~ 92, —(o(u, U))) det o' (u,v) dudv,

e siccome o induce un diffeomorfismo tra I e o(I) con det ¢’ > 0, per il teorema
di cambiamento di variabili

Je= L (5 5)
dw = — .
I a(I) Odxy Oy

La formula di Gauss applicata a @ permette quindi di concludere. [ |

Esempio. Consideriamo la superficie o : I = [0, 1] x [0, 27] — R? definita da
o(p,0) = (Apcosh, Bpsinf), il cui supporto ¢ una superficie ellittica avente
semiassi di lunghezza A > 0 e B > 0. Si prenda il campo di vettori F'(z,y) =

(—y, x). Essendo
OF, OF,

%@’y) - a_y(xvy) =2

e (come nel caso del cerchio)

/F-dﬁz/ F-dl,
o 00,8;"

la formula di Gauss-Green ci da:

2
/ 2dxdy = / (—=Bsinf, Acos®) - (—Asinf, Bcosf)df = 2r AB.
(I 0
Se ne ricava l'area della superficie ellittica: p(o(/)) = 71AB.
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12 Possibili estensioni della teoria

Quanto visto finora puo essere esteso alla trattazione di insiemi che non siano
direttamente parametrizzabili. Ad esempio, un insieme come in figura puo
essere trattato suddividendolo in parti piu piccole che siano separatamente
parametrizzabili, e considerando I'incollamento di tali parametrizzazioni.

Bisogna pero fare attenzione che le orientazioni scelte permettano di annullare
le parti parassiti interne che si vengono cosi a creare. La suddivisione della
figura, ad esempio, mostra che i segmenti interni sono stati parametrizzati in
modo tale che il loro incollamento non dara un contributo effettivo all’integrale,
in quanto esse sono a due a due equivalenti con orientazione opposta. Una
trattazione generale diventa pero piuttosto delicata e non verra affrontata qui.

Un altro modo di affrontare il problema generale potrebbe essere quello di
considerare delle “parametrizzazioni locali” di un insieme. Si € cosi portati a
studiare le cosiddette “varieta differenziabili” e bisogna definire cosa si intende
per integrale di una forma differenziale su una varieta di questo tipo. Anche
qui ci si trova a dover considerare il problema dell’orientazione, sia della va-
rieta differenziabile che del suo bordo. La questione e piuttosto complicata e
preferiamo non approfondirla in questo corso.

Per ognuna delle sopra citate estensioni della teoria c’e il relativo Teorema
di Stokes-Cartan, con le sue conseguenze in dimensione 2 e 3, del tutto analoghe
a quelle che abbiamo gia visto.

13 Forme differenziali chiuse ed esatte

Ci interessiamo ora al problema di trovare in quali casi una forma differenziale
data possa essere scritta come il differenziale esterno di una forma differenziale
da determinarsi. In questa sezione, supporremo M > 1.

Definizione. Una M —forma differenziale w si dice chiusa se dw = 0; si dice
esatta se esiste una (M — 1)—forma differenziale & tale che dw = w.

Ogni forma differenziale esatta e chiusa: se w = dw, allora dw = d(dw) = 0.
Il viceversa non sempre € vero.
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Esempio. La 1-forma differenziale definita su R?\{(0,0)} da

x2+y2dx+x2+y2dy

w(r,y) =

e chiusa, come facilmente si verifica: ponendo

F1($7y):m : F2(~”C,y):m :
per ogni (z,y) # (0,0), si ha
oF,, . _Oh

Calcoliamo l'integrale di linea del campo di vettori F' = (F}, Fy) che deter-
mina la forma differenziale sulla curva o : [0,27] — R? definita da o(t) =
(cost,sint) :

/UF . dﬁ—/OZWF(a(t) Lol () dt

:/ (—sint,cost) - (—sint,cost)dt = 2.
0

Supponiamo per assurdo che w sia esatta, cioe che esista una funzione f :
R2\{(0,0)} — R tale che g—i =Fe g—i = F5. In tal caso, essendo o(0) = o(27),
si avrebbe:

[ Fedt= [5-dt = flotzm) - fo0) = 0.

in contraddizione con quanto sopra.

La situazione descritta nell’esempio precedente non puo verificarsi se, ad
esempio, l'insieme U su cui e definita la forma differenziale ¢ un aperto stellato
rispetto ad un punto &, cioe contiene, per ogni suo punto x, tutto il segmento
che congiunge x a x. Vale infatti il seguente teorema di Poincaré:

Teorema. Sia U un sottoinsieme aperto di RY stellato rispetto ad un punto
Z. Per 1 < M < N, una M —forma differenziale di classe C' definita su U ¢
esatta se e solo se essa é chiusa.

Consideriamo alcuni corollari che si ottengono nel caso N = 3.
Il caso M = 1. Un campo di vettori F' = (Fy, Fy, F3), di classe C!, definito su
un sottoinsieme aperto U di R?, determina una 1-forma differenziale

(,U(CU) = Fl(a:) dl’l + FQ(CL’) dl’g + Fg(ﬂ?) dl’g .

Essa e chiusa se e solo se V x F' = 0. In questo caso, il campo di vettori si
dice irrotazionale. Diremo invece che il campo di vettori F' ¢ conservativo
se esiste una funzione f : U — R tale che F' = grad f. In tal caso f e detta
potenziale scalare del campo F. 3

3In meccanica spesso ¢ la funzione — f a chiamarsi “potenziale”.
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Teorema. Se U e stellato rispetto all’origine, si ha che il campo di vettori
F : U — R3 ¢ conservativo se e solo se esso ¢ irrotazionale.

Il caso M = 2. Un campo di vettori F' = (Fy, Fy, F3), di classe C!, definito su
un sottoinsieme aperto U di R?, determina una 2-forma differenziale

CL)((B) = Fl(a:) d!EQ VAN dlL’g + FQ((B) dl’g VAN d.f(]l + Fg(ﬂ?) dl‘l A dl‘g .

Essa ¢ chiusa se e solo se div F' = 0. In questo caso, il campo di vettori si dice

solenoidale. Si dice che F' ha un potenziale vettore se esiste un campo di
vettori V' = (Vi, V5, V3) tale che FF =V x V.

Teorema. Se U é stellato rispetto all’origine, si ha che il campo di vettori
F : U — R3 ha un potenziale vettore se e solo se esso & solenoidale.

Il caso M = 3. Una funzione scalare f, di classe C!, definita su un sottoinsieme
aperto U di R3, determina una 3-forma differenziale

w(x) = f(x)dry A deg A das .
Essa e sempre chiusa, essendo dw una 4-forma differenziale definita su un
sottoinsieme di R3.

Teorema. Se U é stellato rispetto all’origine, una funzione f : U — R é
sempre della forma f = div W.
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