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Contenu' della lezione

• Corretezza
• Completezza
• Ricerca di Contromodelli



Sintassi e semantica

Sintassi (calcolo) Semantica

Γ ⊢ 𝑃 derivabilità Γ ⊨ 𝑃 cons. semantica

⊢ 𝑃 teorema ⊨P tautologia 

Γ ⊢⊥ inconsistenza Γ ⊨⊥ insoddisfacibilità

Γ ⊬⊥ consistenza Γ ⊭⊥ soddisfacibilità

Corre,ezza (Soundness)          ⟹
Completezza (Completeness) ⟸



Notazione

• Una Bf P è conseguenza seman2ca di un insieme Γ di Bf e si scrive 
Γ ⊨ 𝑃, se ogni modello di Γ è un modello per 𝑃. 

• Siano Γ e Δ degli insiemi di Bf, Δ è soddisfa6o in Γ (Γ ⊨ Δ) sse
§ per ogni 𝑣 se 𝑣(𝑃) = 1 per ogni 𝑃 in Γ
§ allora esiste un 𝑄 in Δ t.c. 𝑣(𝑄) = 1



Corre4ezza e completezza

• Teorema di corre6ezza: 
§ Se Γ ⊢ Δ allora Γ ⊨ Δ

(se Δ è derivabile da Γ allora Δ è soddisfa7o in Γ)

• Teorema di completezza:
§ Se Γ ⊨ Δ allora Γ ⊢ Δ

(se Δ è soddisfa7o in Γ allora Δ è derivabile da Γ)



Dim Teorema di Corretezza

Essendo vera Γ ⊢ Δ dobbiamo dimostrare che Γ ⊨ Δ, cioè che:
• se 𝑣(𝑃) = 1 per ogni 𝑃 ∈ Γ allora ∃ almeno un 𝑄 in Δ t.c. 𝑣(𝑄) = 1.

• Per induzione stru,urale (sulle regole):
§ si ipo9zza che proprietà sia vera sulle premesse della regola
§ si dimostra che è vera anche sulla conclusione

• Casobase: 𝐴 ⊢ 𝐴,  la tesi è ovvia poiché 𝐴 ⊨ 𝐴 è sempre vera



Dim Teorema di Corretezza

• Caso indu<vo: negazione (¬ − 𝑙)

• Regola (¬ − 𝑙) : !⊢#,%
!,¬#⊢%

§ Ipotesi indu?va: per Γ ⊢ 𝑃, Δ vale il th.

§ Tesi: vale anche per Γ,¬P ⊢ Δ

§ Sia 𝑣 t.c. rende vere tu7e le prop. di Γ,¬P quindi 𝑣(𝑃) = 0. Per l’ipotesi
indu?va (Γ ⊨ P, Δ) allora deve esistere almeno un Q in Δ tale che 𝑣(𝑄) = 1



Dim Teorema di Corretezza

• Caso indu<vo: negazione (¬ − 𝑟)

• Regola (¬ − 𝑟) : !,#⊢%
!,⊢¬',%

§ Ipotesi indu?va: per Γ, P ⊢ Δ vale il th.

§ Tesi: vale anche per Γ ⊢ ¬𝑃, Δ

§ Sia 𝑣 t.c. rende vere tu7e le prop. di Γ:
o Caso 1: 𝑣(¬𝑃) = 1 ovvio v rende vera almeno una proposizione in ¬𝑃, Δ
o Caso 2: 𝑣 ¬𝑃 = 0 𝑖. e. 𝑣(𝑃) = 1. Per l’ipotesi indu@va 𝑣 rende vera almeno una 

proposizione in Δ



Dim Teorema di Corretezza

• Caso indu<vo: c𝐨𝐧𝐠𝐢𝐮𝐧𝐳𝐢𝐨𝐧𝐞 (∧ −𝑙)

• Regola (¬ − 𝑟) : !,#,3⊢%
!,'∧5⊢%

§ Ipotesi indu?va: per Γ, P, Q ⊢ Δ vale il th.

§ Tesi: vale anche per Γ, P ∧ 𝑄 ⊢ Δ

§ Sia 𝑣 t.c. rende vere tu7e le prop. di Γ, P ∧ Q:
o 𝑣 𝑃 ∧ 𝑄 = 1 iff 𝑣 𝑃 = 1 e 𝑣 𝑄 = 1 e quindi rende vere le prop. di Γ, P, Q e, per 

ipotesi indu@va, rende vera almeno una proposizione in Δ. 



Dim Teorema di Corretezza

• Caso indu<vo: c𝐨𝐧𝐠𝐢𝐮𝐧𝐳𝐢𝐨𝐧𝐞 (∧ −𝑟)

• Regola (¬ − 𝑟) : !⊢#,% !⊢3,%
!⊢'∧5,%

§ Ipotesi indu?va: per Γ ⊢ 𝑃, Δ e Γ ⊢ 𝑄, Δ vale il th.
§ Tesi: vale anche per Γ ⊢ 𝑃 ∧ 𝑄, Δ
§ Sia 𝑣 t.c. rende vere tu7e le prop. di Γ:

o Caso 1: 𝑣 𝑃 ∧ 𝑄 = 1, allora la	tesi è vera	
o Caso 2: 𝑣 𝑃 ∧ 𝑄 = 0 allora  𝑣 𝑃 = 0 oppure 𝑣 𝑄 = 0 ma quindi per ipotesi indu@ve

(Γ ⊢ 𝑃, Δ e Γ ⊢ 𝑄, Δ ) 𝑣 rende vera almeno una proposizione in Δ. 



Teorema di Completezza Finita

• Teorema di completezza finita:
§ Sia Γ un insieme finito di Hf se Γ ⊨ Δ allora Γ ⊢ Δ

• Dimostrazione:
§ Supponiamo che Γ ⊨ Δ
§ Costruiamo una dimostrazione con il calcolo dei sequen9 per Γ ⊢ Δ: 
§ Poiché ogni premessa con9ene meno conne?vi della conclusion: il calcolo

termina 
§ Quindi con un numero finito di passi arriviamo a delle foglie del 9po:

o Γ′ ⊢ Δ’ 
o contenenH solo var. atomiche. 



Dim Teorema di Completezza Finita

• Dimostrazione:
§ Le regole preservano la validità. 
§ Dato che per ipotesi Γ ⊨ Δ allora tu7e le foglie devono essere valide

o Γ!, Δ’ sono insiemi di formule atomiche
o un sequente composto di formule atomiche per essere valido deve contenere una 

formula atomica A sia in Γ!, Δ’ 
o quindi con la regola di indebolimento oLeniamo un assioma 𝐴 ⊢ 𝐴
o il seguente è dimostrato.



Teorema di Completezza Forte

• Teorema di completezza forte:
§ Sia Γ ⊨ Δ allora Γ ⊢ Δ

• Dimostrazione:
§ Per il secondo Corollario al Teorema di compa7ezza (Thm 1.20): se Γ ⊨ Δ

allora esiste un so7oinsieme finito Γ′ di Γ t.c. Γ′ ⊨ Δ. 
§ Per il teorema di completezza finito: se Γ′ ⊨ Δ allora Γ! ⊢ Δ.
§ Poiché Γ′ è un so7oinsieme di Γ: se Γ! ⊢ Δ a maggior ragione Γ ⊢ Δ. 



Ricerca di Contromodelli

• Con il calcolo dei sequenI possiamo anche dimostrare che una 
conseguenza semanIca è falsa. 

• Per dimostrare che Γ ⊨ Δ è falso basta dimostrare che esiste un 
modello di Γ che non sia modello per nessuna proposizione in Δ. 

• Tale interpretazione è de,a contromodello di Γ ⊨ Δ



Ricerca di Contromodelli

• Se Γ ⊨ Δ è falso, possiamo uIlizzare il calcolo dei sequenI per 
costruire un contromodello: 
§ sia 𝐴", 𝐴#, …𝐴$ ⊢ 𝐵", 𝐵#… ,𝐵% il sequente che non può essere ulteriormente

trasformato in un assioma (𝐴& ≠ 𝐵' ∀𝑖, 𝑗) 

§ per rendere falso il sequente basta prendere un’interpretazione che: 
o assegna il valore vero a tuLe le leLere 𝐴"
o assegna il valore falso a tuLe le leLere 𝐵"



Esempio

• Dimostrare che 𝐴 ∨ 𝐵 ⊨ (𝐵 ∧ 𝐴) è falso

𝐴 ⊢ 𝐵 𝐵 ⊢ 𝐵
𝐴 ∨ 𝐵 ⊢ 𝐵

𝐵 ⊢ 𝐴 𝐴 ⊢ 𝐴
𝐴 ∨ 𝐵 ⊢ 𝐴

𝐴 ∨ 𝐵 ⊢ (𝐵 ∧ 𝐴)

• Per dimostrare che (A ∨ B) (B ∧ A) è falso basta costruire un 
contromodello. 
• E.g. lo costruisco da 𝐴 ⊢ 𝐵.



Esempio

• Dimostrare che 𝐴 ∨ 𝐵 ⊨ (𝐵 ∧ 𝐴) è falso

𝐴 ⊢ 𝐵 𝐵 ⊢ 𝐵
𝐴 ∨ 𝐵 ⊢ 𝐵

𝐵 ⊢ 𝐴 𝐴 ⊢ 𝐴
𝐴 ∨ 𝐵 ⊢ 𝐴

𝐴 ∨ 𝐵 ⊢ (𝐵 ∧ 𝐴)

• E.g. 𝑣(𝐴) = 1, 𝑣(𝐵) = 0
• Verifico: 

§ 𝑣(𝐴 ∨ 𝐵) = 1, v è modello per 𝐴 ∨ 𝐵
§ 𝑣(𝐵 ∧ 𝐴) = 0, v non è modello per 𝐴 ∧ 𝐵


