Esercizio 1. Calcolare I'integrale curvilineo

[Y\/Eds

ove
y(t) = (cost,sint,t?)  t€[0,n].
Soluzione.
IV (0] = V1 + 462
Pertanto

0 0 12

T 1 3™ 1 :
/\/Eds :/ W1+48 dt = [(1 +4t2)%} S {(1 +ant)E 1
.
Esercizio 2. Calcolare I'integrale curvilineo

/a:\/a:Q + 12+ 22ds
v

ove
y(t) = (e' cost, e’ sint, e") t e [0,7].

Soluzione. Calcoliamo +/(¢) e poi la sua norma.

7' (t) = (e' cost — e’ sint, e’ sint + €' cost, e')

17 ()] = e'\/cos2t — 2sintcost +sin?t + sin? t + 2sintcost + cos2 ¢t + 1 = v/3e!

Pertanto
I= / T/ 22 + 9% + 22ds = / V6elel cost - et dt = / V6e3t cost dt =
el 0 0

Calcoliamo l'integrale indefinito associato per parti trovando:

/ 3 cos(t) dt = e3*sint — 3 / e sin(t) dt = €3 sint + 3e* cost — 9 / 3 cost

da cui:
o3t
/egt costdt = E(sinH—Scost) +c
e quindi:
3t " 6 3v6
I=6 ﬁo(sint +3COSt)L = %(63” +1)= —1—\0[(637r +1)

Esercizio 3. Calcolare

// y?Inzdo
S

ove S C R3¢ la superficie cilindrica di equazione x* + y* = 1 compresa tra i piani z = 1e z = 2.



Soluzione. Una parametrizzazione di S & data da:

x = cos(t)
II(t,h) = { y = sin(t) (t,h) € [0,27) x [1,2].
z=h
Si ha:
I, = (—sint, cost,0) I, = (0,0,1)
da cui:
€1 €2 €3
ITT; x Iy || = H —sint cost 0 H = ||(cost,sint,0)| =1
0 0 1
Dunque:

27 2
// y21nzda:// sinztlnhdtdh:/ sithdt~/ Inhdh=n(2In2 —1)
S D 0 1

ove si e utilizzato il fatto che:

1 — cos(2t)

cos(2t) = cos®t —sin’t = 1 — 2sin’t < sin®t = 5

Esercizio 4. Calcolare I'area di

Y= {(x,y,z) €R3:22x2+y2,z§1}

1.0

Figura 1: L'insieme .



Soluzione. Una parametrizzazione di ¥ & data da:

T=u
M(u,v) =<y =v (u,v) € B(0,1) = B
2z =u? 4 v?
Si ha:
I, = (1,0, 2u) I, = (0,1, 2v)
da cui:
€1 €2 ¢€3
[TL, x IL, || = H 1 0 2u H = [(—2u, —2v,1)|| = V1 + 4u? + 402
0 1 2v
Dunque:

A://ldo’:/ V1 +4u? + 4v2 dudv
s B

Passando a coordinate polari
U= pCos
v = psina

la cui matrice Jacobiana associata ¢ data da:
gu gu cosa —psina
J(op) =3 o | = (sina cos >
dp Oa P
e il cui determinante e p. Inoltre tale trasformazione manda 'insieme B in

C={(p,a) eRx[0,21):0< p<1,0< a < 27}

27
A= / / pV/ 1+ 4p2dpda = — 4p +1)3) = [5\/5— 1]
Esercizio 5. Calcolare I'area di
C= {(a:,y,z) ER3: 2?2+ 2 4+22=2,2> 1}

Soluzione. Una parametrizzazione di X ¢ data da:

T = pcosa

II(u,v) = ¢ y = psina (p,a) €0,1] x [0,27] = R

N
Si ha:
II, = (cos a, sin a, _p) I, = (—psina, pcos a, 0)
V22
da cui:
€1 €2 2 2
T, x M| = H cos o sinaa  — 2 T H H (p coso;j 14 smo;’p) H _

—psina pcosa V2=p V2Zop

Dunque:

V2p

2 — p?

//ld // dpda-?n’/ dp—2\[7r[ \/m];zzﬂ(\/i—m.



Figura 2: L'insieme C.



