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Soddisfacibilita

* P fbf e soddisfatta in una struttura S rispetto all'ambiente ¢, se
v(s,&)(P) = 1 (scriveremo (S,¢) E P).

* P fbf & soddisfacibile in S se esiste un ambiente ¢ tale che (5,&) E P

* P fbf e soddisfacibile se esiste una struttura S tale che P e
soddisfacibile in S

* P fbf e vera in S se per ogni ambiente & siha (5,&) E P . Intal caso
diciamo che S e un modello per P e scriviamo S & P

* P fbf e valida se e vera in ogni struttura (scriveremo k& P)



Osservazione

* Formula valida predicativa corrisponde alla tautologia proposizionale.

* Logica proposizionale:
per verificare una tautologia possiamo utilizzare la definizione di
interpretazione (o la tavola di verita).

* Logica predicativa:
dovremo usare la nozione di teorema (calcolo), la semantica non e sufficiente.



Insieme soddisfacibile

* I'insieme di fbf e soddisfacibile se esiste una struttura S e un ambiente
¢ tali che per ogniformula P € I'siha (S,&) E P

* SeunmodellodiI'se S € un modello per ogni P € I' (scriveremo S £ I')

* ' e valido se ogni struttura € un modello di I' (scriveremo k& T')



Conseguenza semantica

e Dati un insieme di fbf I' e una formula P, diremo che P e una
conseguenza semantica di I' (I' & P) se per ogni struttura S e per ogni
ambiente ¢ tali che

perogniQ €T'siha(5,¢) EQ
Sihaancheche (S5,§) E P



Insoddisfacibile

* Una fbf P e falsa in una struttura S sse non e soddisfacibile in S (S ¥ P)
sse non esiste nessun ambiente ¢ t.c. (§,¢) E P

* Una fbf P e insoddisfacibile (o contraddittoria) sse e falsa in ogni
struttura.



Paradosso del barbiere

* In un paese esiste un solo barbiere
* || barbiere rade tutti e solo coloro che non si radono da soli.

* Chi rade il barbiere?

* Il barbiere non si rade da solo poiché lui rade solo chi non si rade da
solo.

* Ma se non si rade da solo deve essere rasato dal barbiere!

* La definizione di barbiere e contraddittoria.



Paradosso del barbiere

* Formalizziamo la definizione di barbiere: z
R(x,y) = “x rade y”
b = barbiere

* || barbiere rade tutti coloro che non si radono da soli:
Vx(=R(x,x) - R(b,x))

° || barbiere rade solo coloro che non si radono da soli:
Vx(R(b,x) - =R(x,x))



Paradosso del barbiere

Il barbiere rade tutti e solo coloro che non si radono da soli:
Vx(R(b,x) & =R(x,x))
E insoddisfacibile (& falsa in ogni struttura)

Dim: Sia S una struttura qualsiasi

p(5:5) (‘v’x(R(b, x) < =R(x, x))) =
=min{vS4$/*D(R(b,x) & =R(x,x)) | a € D} = 0.

Per b (I1(b) € D) otteniamo:
R(b,b) & —R(b,b) & sempre falso!

La definizione di Barbiere e contraddittoria: non esiste nessun barbiere con tale
definizione! Da questo deriva il paradosso.



Proprieta

* P e valida sse =P e insoddisfacibile
* P e soddisfacibile sse =P non e valida

*T'EPssel' U {—P} einsoddisfacibile

* P non e valida
e equivalente a dire =P e soddisfacibile
non e equivalente a dire che P e insoddisfacibile ovvero che =P e valida!!l



Osservazione

* Per dimostrare la soddisfacibilita di una formula basta esibire un
particolare modello per essa

* Per dimostrare la validita e necessario considerare tutte le possibili
interpretazioni della formula -> la semantica non ci aiuta molto

* Per dimostrare la non validita di una formula e suffucuente esibire
una interpretazione che non soddisfa P



Lemma di Soddisfacibilita

* || seguente lemma stabilisce la relazione tra la definizione di soddisfacibilita
e il significato intuitivo dei connettivi.

* Lemma Per ogni fbf P e Q ed ogni interpretazione (5,¢) con S = (D, I):

(5, ) EPAQsse(S,E)EPe(S5¢)EQ

(S, ) EPVQsse(S,)EPo(5,&€)EQ

(§5,§) EPsse(S,&)EP

(S5, ) EP—>Qsse(S, &) Po(S,&EQ

(5,¢) e VxP sse (S,¢&[la/x]) E P per ognia € D
(5,¢) E AxP sse (S,¢é|la/x]) E P per qualche a € D



Dimostrazione del lemma

4. (S, ) EP > Qsse(S,ES) #Po(S,&) EQ

* Dim (=). Se (S5, &) ¥ P abbiamo finito. Se invece (5,¢) & P allora
v ((P)=1. Ma:1 = v (P> Q) =
=max(1 — v (P), v (Q)) = v (Q) e quindi (S, ) & Q.
* Dim («). Supponiamo per assurdo che (S,¢) # P — Q ovvero
vS(P - Q) = 0 = max(1 —vS9(P), v (Q)) e quindi
v (P) =1evS$(Q) = 0 che contraddice I'ipotesi.



Dimostrazione del lemma

5.(5,¢) EVxP sse (S,&|la/x]) & P per ognia € D
Dim

* (S,§) E VxP sse min{vSsla/xD(py|a e D} =1
*sseperognia € Dv(S,¢la/x])(P) =1

* sse (5,¢é|la/x]) E P perognia € D.

* Per esercizio: dimostrare tutti gli altri casi.



Equivalenza semantica

* Due fbf P e Q sono semanticamente equivalenti (P = Q) se per tutte
le interpretazioni (S, &) di P e Q si ha:
S (P) = vEHD()
* Due fbf P e Q sono equivalenti sse
FP o



Proprieta

* Valgono tutte le equivalenze semantiche viste per la logica
proposizionale

e Siano P una fbf e z una variabile che non occorre in P. Allora:
dxP = 3zP|z/x]
VxP = VzP|z/x]



Proprieta

* (Generalizzazione delle leggi di De Morgan) Sia P una fbf:
—3AxP Vx—P

—VxP dx—P
dxP —Vx—P
VxP —3dx—-P



Proprieta

* Uordine dei quantificatori dello stesso tipo e irrilevante:
dx3dyP = Jy3dxP
VxVyP = VyVxP

* Un quantificatore che lega una variabile che non occorre libera nella
fbf che si trova nel suo campo d’azione, puo essere cancellato:
VxP = Psex & FV(P)
IxP = Psex & FV(P)



Proprieta

* Sia P e Q fbf:
Vx(P AN Q) = VxP A VxQ
dx(PV Q) = 3AxP Vv 3IAxQ
Vx(PVQ)=VxPVQse x & FV(Q)
Ax(PAQ) =3IxPAQ sex & FV(Q)

* Osservazione, in generale:
Vx(P V Q) # VxP V Vx(Q
Ix(P A Q) # IxP A IxQ



Esempio

* Per ogni intero x, x e pari o x e dispari:
Vx(P(x) V D(x))

* Ogni intero x e pari o ogni intero x e dispari:
VxP(x) V VxD(x)



Esempio

* Esiste unintero x t.c. x e pari e x e dispari:
Ax(P(x) A D(x))

* Esiste un intero x che e pari ed esiste un intero x che e dispari:
AxP(x) A 3IxD(x)



Proprieta

* Basta ridenominare le variabili!
* Sia P e Q fbf, z una nuova variabile e Q; € {V,3}:
Qix PV Qy,x0 = Q1xQ,z(P V Q|z/x])
QixP AQyxQ = Q1xQ,z(P A Q|z/x])
* Esempio:
Vx (P(x) A Q(x)) x (Q(x) A P(y))
= Vx3z (P(x) AQ(x)) V (Q(2) A P(¥)))



Proprieta

*SiaPeQ fbfex &€ FV(Q):
VxP - Q = dx(P - Q)

dxP - Q = Vx(P - Q)
Q - 3IxP = 3Ax(Q —» P)
Q - VxP = Vx(Q —» P)

* Nel caso x € FIV/(Q) basta ridenominare la variabile x in P con una
nuova

* Es: VxA(x) = B(x) = VyA(y) - B(x) = 3Jy(A(y) » B(x))



Forme normali prenesse

* Una fbf P € in forma normale prenessa se ha la forma:
lelgzxz ...annpl
con Q; € {V,3} e P’ non contiene quantificatori.

* Es: Vyax(A(y) - B(x))

* E sempre possibile trasformare una formula in forma normale
prenessa



Forme Normali Prenesse (FNP)

e Per trasformare una fbf in forma FNP

basta controllare che tutti i quantificatori abbiano variabili diverse tra loro e
che abbiano nomi diversi dalle variabili libere, in caso contrario ridenominarle
con variabili nuove.

poi utilizzare le proprieta descritte prima per portare i quantificatori fuori
dalla formula



Algoritmo di trasformazione

1. ridenominare, con nomi nuovi, tutte le variabili legate che hanno lo
stesso home di alcune variabili libere delle formula.

2. ridenominare, con nomi nuovi, tutte le variabili legate che hanno lo
stesso nome di altre variabili legate.

3. estrarre i quantificatori fuori dalle formule usando le seguenti regole, con
Qi (S {V, 3}2
—3dxP = Vx—=P e —=VxP = Ix-P
QxP VQ,y0 = Q:xQ,y(P Vv Q)
QxP AQ,yQ = QxQ,y(P A Q)
VxP->Q=3x(P->Q) e IxP > Q =Vx(P - Q)
P-3axQ=3x(P->Q) e P->VxQ =Vx(P - Q)



Correttezza dell’algoritmo

* Le regole del passo 3 dell’algoritmo sono corrette poiché
tutti i parametri dei quantificatori sono diversi (per il passo 2)

non ci sono variabili libere con lo stesso nome di variabili legate (per il
passo 1)

posso quindi usare le equivalenze discusse prima in quanto le loro ipotesi
sono vere.



Esempio

* VxA(x) » =VxB(x)
* VxA(x) = =aVyB(V)
* VxA(x) » 3v-B(y)

A(x) = 3y-B(y))
* dxJdv(A(x) - =B(y))



Esempio

XN & XN W NN

Ix (A(x) v C(y)) —» = (Vx A(x) A (3x B(x) » 3y-B(¥)))
Ax (A(x) vV C(y)) » ~(Vz A(2) A @k B(k) » 3h=B(h)))

3x (AG) V C()) = (vZA(z) A Vi (B(k) Elh—lB(h)))
Ix (A(x) VL)) — = (Vz A(z) A VkAh (B (k) —.B(h)))
3x (A V C (1)) = — (4@ 1 (BU) - ~B(W))
3x (AG) V C)) - Tz73kvh (A@) & (B(k) >~ B()))
((A(x) VC()) — 3z3kvh- (A@) A (B(K) - —|B(h))))
Vx ((Ax) Vv C(y)) = =(A(2) A (B(k) = =B(h))))



Formule di Skolem

* La formula di Skolem e |la formula ottenuta eliminando i quantificatori
esistenziali introducendo dei simboli di funzione.

* La formula di Skolem:
non e equivalente a quella originale
e soddisfacibile sse lo e quella di partenza.



Esempio 1

* dxA(x)
Esiste un x per cui vale A(x)
introduco un simbolo di costante c e scrivo: A(c)



Esempio 2

* Vx3AyB(x,y)
Per ogni x esiste un y t.c. vale B(x, y)
Es: B(x,y) = y e multiplodix
Quindi per due x diversi posso avere due y diversi (non posso fissare y con
una costante).
Introduciamo un simbolo di funzione che dipende da x!

VxB(x, f(x))

Ha significato diverso ma e ancora soddisfacibile



Forma di Skolem

*SiaP = Qx1Q,%x5 ... A, x,,P; una fbf in FNP. Si dice forma di Skolem
di P (P®) la fbf cosi ottenuta su ogni 3x;:
Se dx; non e nello scope (campo di azione) di un V si introduce ¢ (nuova
costante) al posto di x; in P; (P1[c/x;]) e si elimina Jx;.
Se Jx; e nello scope di alcuni V ovvero Q; 1 x; 1 ... Q; nX; ,, allora si introduce

un nuovo simbolo di funzione g(x; 4, ..., X; ») al posto di x; in P;
(P1lg(x; 1, .., xin/x1]) € si elimina 3xi.



Esempio di trasformazione

* Esempio: dxVyVz3t B(x,y,z,t)
Vyvz3at B(c,y,z,,9(y,2))

* Esempio:Vx323kVy ((A(x) v C(h)) > - (A( )A(B(K) = —'B(J’))))
vavy ((A(x) v C(R)) » =(A( B(g(x)) » =B(»))))



Teorema di Skolem

* Per ogni fbf P, P e soddisfacibile sse P° lo é.

* Basta dimostrare che le due regole di eliminazione del quantificatore
esistenziale preservano la soddisfacibilita della formula.



Dimostrazione

* Dim. Siano Q; € {V,3}e
R =Qx; ... Ax; .. Qux A(Xq, oo Xg) e X))

R = Q%1 . Qo1 X1 Qe 1 X417 - QnXn Ay, oo X1, F(Xi 10 oois X )s Xp 15 o0 X)
* dove L; 4, ..., , SON0 i V che hanno 3 x; nel campo d’azione in R.

 Caso 1: sia R insoddisfacibile, allora anche R’ lo é. Altrimenti esisterebbe
un’interpretazione che € modello per R’ ovvero (per il lemma di soddisf.), si
avrebbe che per ogni x; 4, ..., X; ,,, esiste f(x; 1, ..., X; ), che verifica:

* Qes1Xt41 - QuXnA(X1, ooy Xe— 1, [ (X100 Xim )y Xe 415 Xn)

* Ma questo e assurdo poiché R e insoddisfacibile



Dimostrazione cont.

* Dim. Siano Q; € {V,3} e
R =Qx; ... Ax; .. Qux A(Xq, oo Xg) e X))
R = Q%1 . Qo1 X1 Q41X 41 - QnXn Ay, oo X1, F(Xi 10 ooy X )s Xp 15 000 X)

* dove L; 4, ..., , SON0 i V che hanno 3 x; nel campo d’azione in R.

* Caso 2: sia R soddisfacibile, allora anche R’ lo &. Sia (S, £) un modello per
R.x;q,....,x;m in D esiste x; in D che verifica:
Qe +1X¢+1 - QnXnA(Xy, o, Xem1, f (Xp 1) 0 Xim)) X4 1) - Xn)

* Ma ponendo f°(x; 1, ..., Xim) = X; abbiamo un modello per R’



Chiusura

* Ricordiamo che una fbf P e chiusa se FV(P) = @, aperta altriment.

* Data una fbf P. Sia FV(P) = {xq, ..., X }. Si definisce

chiusura universale di P, Cl(P) = Vx4, ..., x;P.
chiusura esistenziale di P, Ex(P) = 3xq, ..., xiP.

* Lemma:S E P sseS E Cl(P)

* Teorema: Sia P una formula ben formata, P e soddisfacibile se e solo
se Ex(P) lo e.



Forma di Skolem di fbf aperte

* Se P e una fbf aperta possiamo trasformarla in una fbf chiusa e in
forma di Skolem.

* Algoritmo:
sia FV(P) = {xq, ..., x,} allora porre P' = Ex(P) = 3x4, ..., x, P
trasformare P’ in forma di Skolem



